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日 公元 前 3 世纪 十 希腊 数学 家 欧 儿 里 得 (Euclid, 公 元 前 
3307 一 275?) 的 《几何 原本 》 问 忆 以 来 ,平面 几何 即 作为 数学 的 
一 个 分 支 而 存在 于 世 。 由 于 平面 几何 有 其 鲜明 的 直觉 与 严谨 、 
精确 、 简 明 的 语言 ,并 且 经 常 出 现 一 些 极 具 挑 战 性 的 问题 ,因而 
这 一 古老 的 数学 分 支 一 直 保 持 着 青春 的 活力 ,以 极 具 魅力 的 姿 
态 展 现在 人 们 面前 , 备 受 人 们 的 青睐 。 世 界 各 国 无 不 将 平面 儿 
何 作 为 培养 本 国 公 民 的 逻辑 思维 能 力 、 空 间 想 象 能 力 和 推理 论 
证 能 力 的 首选 题材 。 由 匈牙利 于 1894 年 首开 先河 的 国内 外 各 
级 数学 竞赛 (数学 奥林匹克 ) 活 动 更 是 将 平面 几何 作为 常规 的 竞 
赛 内 容 , 并 且 从 1959 年 开始 举办 的 每 年 一 届 (1980 年 因 特 殊 原 
因 中 断 了 一 次 ) 的 国际 中 学 生 数 学 竞赛 (通称 国际 数学 奥 林 匹 
克 ) 中 ,在 同一 届 出 现 两 道 平 面 儿 何 题 的 情形 已 屡见不鲜 。 

但 是 ,传统 的 平面 几何 都 是 采用 公理 化 方法 处 理 的 ,这 种 方 
法 将 平面 图 形 视 作 静止 的 图 形 ,其 优点 是 便于 掌握 几何 图 形 本 
身 的 内 在 规律 。 但 用 这 种 静止 的 观点 研究 平面 几何 的 一 个 最 大 
缺陷 是 :难以 发 现 不 同 几何 事实 之 间 的 联系 。 在 这 种 观点 下 , 面 
对 一 个 平面 几何 问题 ,人 们 就 难以 找到 解决 问题 的 关键 一 一 辅 
助 线 。 于 是 就 难以 沟通 从 条 件 到 结论 的 还 辑 关 系 ; 于 是 便 有 "“ 几 
何 几 何 , 想 破 脑 才 " 之 说 ,导致 许多 学 生 视 数学 为 县 途 , 一生 望 
“数学 "兴叹 ;于 是 便 有 许多 参加 数学 竞赛 的 优秀 选手 在 平面 几 
何 题 面 前 败北 , 留 下 一 声 叹息 与 几 多 遗憾 ……: 
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唯物 辩证 法 告诉 我 们 ,事物 都 是 运动 的 ,绝对 静止 的 事物 是 不 存在 的 。 欲 
深刻 揭示 客观 事物 之 冯 的 联系 ,掌握 运动 的 事物 的 空间 形式 最 本 质 的 东西 
在 运动 中 始终 保持 不 变 的 性 质 , 仅 用 静止 的 观点 是 远 远 不 够 的 ,必须 动静 结合 ， 
用 运动 、 变 化 的 观点 来 研究 客观 事物 的 运动 形式 和 变化 规律 。 就 平面 几何 而 
言 ,按照 德国 数学 家 克 莱 因 (F. Klein,1849 一 1925) 于 1872 年 提出 的 观点 ,平面 
几何 是 研究 平面 图 形 在 运动 .变化 过 程 中 的 不 变性 质 和 不 变量 的 科学 。 

几何 变换 作为 一 种 现代 数学 思想 方法 , 正 是 采用 运动 .变化 的 观点 来 研究 
平面 几何 的 。 面 对 一 个 平面 几何 问题 ,几何 变换 往往 能 有 效 地 帮助 我 们 找 准 辅 
助 线 , 从 而 顺利 地 实现 由 条 件 到 结论 的 逻辑 沟通 。 

作者 是 于 1986 年 开始 接触 几何 变换 这 一 课题 的 。 几 何 变 换 到 底 有 哪些 方 
面 的 应 用 ? 怎样 理解 几何 变换 在 几何 证 题 方面 的 应 用 ? 怎样 用 几何 变换 处 理 
传统 的 平面 几何 问题 ? 面 对 一 个 平面 几何 问题 ,该 用 哪 一 个 几何 变换 处 理 ? 这 
一 系列 的 问题 在 以 往 的 一 些 平面 几何 著作 (包括 一 些 经 典 名 著 ) 中 都 少 有 论 及 ， 
从 而 形成 了 理论 上 的 一 个 空白 。 从 那 时 起 ,作者 即 开 始 思考 、 研 究 这 些 问 题 。 
十 几 年 过 去 ,将 勤 补 拙 , 终 有 所 得 ,于 是 就 形成 了 本 书 。 可 以 说 ,本 书 是 作者 十 
几 年 来 在 几何 变换 方面 研究 成 果 的 一 次 集中 展示 。 

事实 证 明 , 几 何 变 换 是 处 理 平 面 几 何 问 题 的 一 个 相当 得 力 的 工具 。 较 之 传 
统 方 法 所 不 同 的 是 , 它 不 是 从 结论 入 手 , 而 是 反 过 来 从 条 件 入 手 , 先 抓 住 图 形 的 
某 一 几何 特征 (如 平行 四 边 形 、 正 三 角形 、 等 腰 三 角形 、 正 方形 、 阅 、 中 点 等 等 ) 实 
施 某 个 几何 变换 。 有 的 看 似 较 难 的 平面 几何 问题 ,通过 一 个 几何 变换 ,其 结论 
便 一 目 了 然 。 因 为 实施 某 个 几何 变换 后 ,只 要 找 出 已 知 图 形 上 的 某 些 元 素 ( 点 、 
线段 .直线 等 等 ) 的 对 应 元 素 , 则 原来 的 几何 图 形 即 重新 改组 ,原来 分 散 的 条 件 
即 相 对 集中 ,从 而 达到 化 繁 为 简 、 化 难为 易 的 效果 。 在 几何 变换 下 ,传统 的 作 辅 
助 线 已 被 “ 作 已 知 图 形 上 的 某 些 元 素 的 对 应 元 素 ” 取 而 代 之 ,而 这 已 是 易如反掌 
之 事 。 也 就 是 说 ,传统 的 那 种 苦 思 曝 想 “ 想 破 脑 帝 " 的 辅助 线 , 在 几何 变换 的 帮 
助 下 ,已 是 “得 来 全 不 费 工夫 "”。 这 就 大 大 地 缩短 了 我 们 处 理 平 面包 何 问题 的 思 
维 过 程 。 当 然 , 如 果 将 儿 何 变换 与 传统 的 思想 方法 有 机 地 结合 在 一 起 , 则 效果 
更 佳 。 这 在 本 书 中 已 经 体现 出 来 。 

本 书 所 研究 的 几何 变换 仅 限 于 平面 上 的 合同 变换 、 相 似 变 换 和 反 演 变换 这 
三 类 初等 几何 变换 。 书 中 系统 地 立 述 了 这 三 类 几何 变换 的 理论 和 它们 在 几何 
证 题 方 面 的 应 用 。 在 第 1 章 还 介绍 了 群 和 变换 群 的 概念 与 有 向 角 的 基本 知识 。 
书 中 用 到 了 向 量 与 方向 线段 的 基本 知识 。 由 于 向 量 和 方向 线段 现 都 已 列 入 中 
学 数学 必修 内 容 ,因此 ,阅读 本 书 只 需要 具有 中 学 数学 知识 即 可 。 对 于 阅读 儿 
何 变换 的 理论 有 困难 的 读者 ,也 可 以 只 阅读 与 几何 证 题 有 关 的 章节 。 

考虑 到 用 几何 变换 处 理 轨迹 和 作 图 问题 在 其 他 一 些 平面 几何 著作 中 已 有 
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论 及 ,所 以 ,本 书 侧重 于 几何 变换 在 儿 何 证 题 ( 包 括 解 题 ) 方 面 的 应 用 。 所 选 例 
题 大 多 数 是 国内 外 各 级 数学 竞赛 中 所 出 现 的 竞赛 题 和 平面 几何 中 的 一 些 历史 
名 题 。 有 的 例题 还 在 不 同 的 章节 针对 不 同 的 几何 特征 、 用 不 同 的 几何 变换 给 出 
了 多 种 证 ( 解 ) 法 。 为 便于 读者 掌握 几何 变换 的 理论 和 方法 ,每 节 都 有 针对 性 地 
配备 了 练习 惠 ,每 章 末 都 配 有 一 定数 量 的 习题 。 从 整体 上 来 说 ,习题 比 练习 题 
要 难 一 些 。 有 不 少 例题 .练习 题 和 习题 属于 首次 面世 的 作者 自 编 题 。 书 末 安 排 
了 习题 提示 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,人 禁 友 沈 文 选 教授 、 冷 岗 松 教授 、 陈 冬 贵 教授 以 及 张 志 
华 \ 谈 秀山 、 刘 华 富 、 张 国 新 、 硼 国 华 等 诸 君 提出 了 不 少 有 价值 的 建议 。 这 些 建 
议 都 已 融 于 本 书 之 中 ,使 本 书 增 色 不 少 。 王 安 斌 教授 为 作者 提供 了 难 砚 的 参考 
文献 [5]。 值 本 书 出 版 之 际 ,作者 亲 向 他 们 表示 填 心 的 感谢 ;作者 还 感谢 麦子 卢 
赔 宁 、 胞 妹 萧 必 红 和 同事 钟 兴 永 教 援 ,她 (他 ) 们 给 予 了 作者 莫大 的 鼓励 和 各 方 
面 的 大 力 支 持 与 帮助 ;作者 还 感谢 老师 李 求 来 教授 在 百 忙中 阅读 本 书 样稿 ,并 
乐于 为 序 , 使 本 书 又 增 一 色 。 除 书 末 已 列 出 的 参考 文献 外 ,本 书 还 选用 了 一 些 
在 《数学 通报 》《 数 学 通讯 》《 数 学 教学 》《 上 海中 学 数学 了 》《 中 等 数学 》 等 杂志 
开办 的 问题 征 解 栏目 中 发 表 的 平面 几何 问题 。 在 此 对 这 些 题目 的 作者 一 并 表 
示人 感谢 。 

政 淖 之 处 在 所 难免 , 敬 请 读者 不 吝 指 正 。 


端 插 纲 
2003 年 4 月 


注 : 修订 版 取消 了 每 小 节 的 练习 题 
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《几何 变换 与 几何 证 题 》 这 本 书 的 书 名 真是 一 目 了 然 。 顾 
名 思 义 ,本 书 的 内 容 自 然 是 讲 几 何 变 换 的 理论 ,以 及 如 何 运 用 几 
何 变换 的 思想 方法 来 证 几何 题 了 。 

用 变换 的 观点 来 看 待 几何 , 乃 是 德国 数学 家 克 莱 因 (FF. 
Klein) 的 首创 。1872 年 , 克 莱 因 在 题 为 《近代 几何 研究 的 比较 评 
述 》 的 演说 中 ,第 一 次 阐述 了 这 种 观点 。 他 认为 ,每 种 几何 都 由 
变换 群 所 刻画 ,并且 每 种 几何 所 要 做 的 实际 就 是 在 这 个 变换 群 
下 考虑 其 不 变量 。 在 此 定义 下 相应 于 给 定 变 换 群 的 几何 的 所 有 
定理 仍然 是 子 群 几何 中 的 定理 。 克 莱 因 的 这 一 观点 后 来 以 Er- 
langen 纲领 之 称 闻名 于 世 ( 美 M. 克 莱 因 著 《 上 古今 数学 思想 》 第 3 
册 P.341)。 

克 莱 因 的 观点 不 仅 对 几何 学 的 分 类 研究 有 巨大 的 贡献 ,而 
且 对 数学 教育 产生 了 重大 影响 。1908 年 ,他 出 版 了 名 著 《 高 观 
点 下 的 初等 数学 》。 强 调用 近代 数学 观点 来 改造 传统 的 中 学 数 
学 内 容 , 主 张 加 强 函 数 和 微 积 分 的 教学 ,改革 和 充实 代数 内 容 ， 
用 几何 变换 观点 改造 传统 几何 内 容 。 就 在 这 一 年 ,国际 数学 教 
育 委 员 会 成 立 , 克 莱 因 任 主 席 , 他 的 上 述 观 点 成 为 改革 传统 中 学 
数学 内 容 的 主导 思想 之 一 。 自 此 以 后 ,一 些 国家 的 中 学 几何 课 
程 采纳 了 几何 变换 这 一 指导 思想 。 遗 憾 的 是 ,我 国 的 中 学 几何 
课本 ,直至 2000 年 前 ,依然 是 传统 的 欧 反 几何 体系 ,丝毫 不 见 几 
何 变换 踪影 。 可 喜 的 是 ,在 最 近 颁 布 的 《全 日 制 义 务 教 育 数学 课 
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程 标 准 》( 实 验 稿 ) 中 ,改变 了 陈旧 的 传统 几何 体系 ,认可 并 贯彻 了 克 莱 因 的 几何 
变换 思想 。 我 认为 ,这 种 变更 尽管 来 得 晚 了 一 点 , 毕 竞 还 是 值得 庆贺 和 赞赏 。 

与 长 期 以 来 基础 教育 的 几何 内 容 观念 陈旧 形成 鲜明 对 照 的 是 :我 国 中 学 生 
数学 竞赛 的 培训 内 容 却 紧 紧 地 跟 上 了 国际 潮流 。 多 年 来 ,我 国 中 学 生 参 加 国际 
数学 奥林匹克 均 取 得 了 十 分 优异 的 成 绩 , 令 世 人 瞩目 。 为 什么 我 国 参赛 选手 的 
成 绩 这 人 么 突出 ,而 且 能 久 盛 不 衰 ? 原因 当然 是 多 方面 的 。 其 中 ,培训 内 容 摆脱 
传统 数学 课程 体系 ,用 近代 、 现 代数 学 思想 方法 重新 处 理 中 学 数学 ,应 该 是 有 效 
措施 之 一 。 拿 平面 几何 来 说 ,竞赛 培训 历来 就 重视 几何 变换 的 思想 方法 ,学 生 
掌握 了 这 一 思想 方法 ,处 理 几 何 问 题 的 能 力 自 然 会 大 有 提高 。 

以 上 表明 ,几何 变换 无 论 在 基础 教育 的 数学 课程 中 ,还 是 在 数学 尖子 学 生 
的 培训 中 ,都 是 极为 重要 的 思想 方法 。 对 这 一 数学 思想 方法 本 身 及 其 教育 作用 
作 深 入 、 系 统 的 研究 ,其 必要 性 和 价值 是 显然 的 。 

《几何 变换 与 几何 证 题 》 的 著作 者 羔 振 岗 同 志 1982 年 毕业 于 湖南 师范 大 学 
数学 系 。 在 校 期 间 品 学 兼 优 , 对 初等 数学 尤 有 浓厚 的 兴趣 。 参 加 工作 后 ,一 直 
致力 于 初等 数学 及 其 教学 的 研究 ,其 中 ,对 初等 儿 何 的 研究 更 是 情 有 独 钟 。 研 
究 初等 几何 ,自然 离 不 开 几 何 变换 这 一 核心 思想 。 十 几 年 来 ,他 在 这 方面 的 研 
究 已 经 硕果 累累 ,先后 发 表 过 大 量 文章 ,本 书 正 是 作者 在 这 一 领域 所 获 成 果 的 
集成 。 

我 粗略 地 通读 了 《几何 变换 与 几何 证 题 》 的 样稿 ,受益 良 多 。 我 以 为 ,本 书 
至 少 有 以 下 两 大 特色 : 

第 一 ,理论 系统 ,应 用 人 全面。 介绍 几何 变换 或 运用 几何 变换 方法 证 明 儿 何 
题 的 书 , 我 读 过 一 些 , 也 写 过 一 点 。 相 比 之 下 ,《 几 何 变换 与 几何 证 题 》 一 书 对 几 
何 变 换 理 论 阐 述 最 为 细微 、 系 统 ,对 如 何 运 用 几何 变换 的 思想 方法 证 明 平 面 几 
何 问题 ,思考 最 周到 、 全 面 ,涉及 的 问题 也 最 广泛 。 

第 二 ,举例 典型 ,解法 精妙 。《 几 何 变 换 与 几何 证 题 》 一 书 中 的 例题 大 多 选 
自 国 内 外 各 级 数学 竞赛 试题 或 平面 几何 历史 名 题 ,这 些 题 历经 锤炼 , 极 具 典型 
性 。 它 们 的 解法 一 般 不 是 唯一 的 ,有 多 种 方法 ,多 条 途径 。 本 书 专 从 几何 变换 
的 角度 思考 ,给 出 的 解法 特别 精妙 。 读 者 阅读 这 些 题 的 解 题 过 程 ,从 中 可 以 受 
到 很 好 的 启迪 : 面 对 一 个 几何 题 ,应 该 怎样 根据 题 中 提供 的 显 性 或 隐 性 信息 ,去 
思考 能 否 从 几何 变换 的 角度 来 处 理 ,进而 考虑 该 用 何 种 儿 何 变换 处 理 才 能 见 
效 。 

本 书 作为 数学 教育 领域 里 的 一 本 新 著 , 我 认为 是 很 有 意义 的 。 首 先 ,前 面 
提 到 的 我 国 新 的 义务 教育 数学 课程 标准 已 经 公布 , 按 课程 标准 编写 出 的 新 教材 
正在 全 国 各 地 实验 ,估计 不 久 即 将 由 实验 课程 变 为 全 面 实 施 的 课程 。 “几何 变 
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换 " 是 新 标准 中 采用 的 近代 和 现代 数学 思想 方法 之 一 ,对 此 ,处 在 教学 第 一 线 的 
中 学 数学 教师 未 必 都 十 分 熟悉 。 本 书 的 出 版 正好 为 那些 想 系统 学 习 这 一 数学 
思想 方法 的 教师 提供 了 合适 的 读本 。 其 次 ,数学 奥林匹克 的 培训 工作 也 需要 不 
断 补充 和 更 新 资料 ,本 书 的 出 版 相信 在 这 方面 也 能 作出 其 应 有 的 贡献 。 本 书面 
世 后 ,期 待 着 广大 读者 的 关爱 。 


李 求 来 
2003 年 3 月 28 日 于 岳 葛 山下 


当 《几何 变换 与 几何 证 题 ?》 的 修订 稿 在 键盘 上 用 策 拙 的 
手指 借助 《现代 汉语 词典 》 敲 完 最 后 一 个 字 时 ,心中 终于 松 了 一 
口气 ， 如 释 重负 , 感觉 完成 了 人 生 中 的 一 件 大 事 . 将 修订 稿 清 
样 校对 了 一 遍 寄 给 出 版 社 后 , 又 觉 余 意 未 尽 , 还 想 说 上 几 和 名 . 

抽 著 《几何 变换 与 几何 证 题 》 初 版 于 2003 年 . 当时 摊 着 散 
发 出 油墨 清香 的 自己 写 的 书 ， 那 种 兴奋 是 无 法 用 语言 形容 的 ， 
正如 母亲 望 着 自己 经 十 月 怀胎 后 吗 啤 圣地 的 孩子 ,喜悦 之 情 浇 
于 言 表 . 拙 著 面 世 后 得 到 了 不 少 平面 几何 爱好 者 的 肯定 ， 也 得 
到 许多 准备 参加 数学 竞赛 的 中 学 生 以 及 他 们 的 教练 的 认可 . 因 
为 《几何 变换 与 几何 证 题 》 初 版 未 通过 新 华 书店 发 行 , 一 些 学 生 
或 家 长 便 想 方 设法 通过 各 种 途径 联系 到 本 人 ，, 或 发 e-mail, 或 
打 电 话 向 本 人 邮购 . 更 多 的 中 学 生 则 通过 互联 网 发 帖 或 给 本 人 
发 短信 和 邮购. 这 些 使 我 倍 感 欣 奈 . 

然而 , 随 着 时 间 的 推移 ,自己 读 自 己 写 的 书 却 越 读 越 不 满 
意 . 一 一 逻辑 体系 稍 显 亲 乱 , 个 别 内 容 过 于 单薄 ， 有 些 例 子 与 
内 容 不 太 匹 配 . 有 些 例子 本 来 有 比较 简单 的 传统 解答 ,用 几何 
变换 方法 处 理 反而 显得 复杂 宛 繁 ,这 不 仅 不 能 充分 地 体现 几何 
变换 在 处 理 平 面 儿 何 问题 时 的 优势 ,而 且 还 有 ”为 赋 新 词 强 说 
愁 " 之 嫌 ， 实 在 有 损 儿 何 变换 的 “光辉 "形象 . 当然， 也 还 存在 着 大 
量 文字 或 符号 上 的 议 错 , 因此 , “修订 ”二 字 旱 已 在 胸中 涌 动 . 

1 


2005 年 11 月 在 上 海参 加 第 二 届 全 国 数学 奥林匹克 研究 学 术 会 议 期 间 ， 
适 遇 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 刘 培 杰 先 生 . 刘 先 生 希 望 将 拙 著 修 订 以 后 在 他 那 
里 出 版 . 这 无 疑 说 明 拙 著 还 存在 不 少 问题 ,应 尽早 修订 表 版 . 这 恰 与 本 人 的 想 
法 不 谋 而 合 , 真是 这 边 有 人 修 渠 , 那 边 有 人 放水 ,水 到 渠 成 . 自 此 ,“ 修 订 工 
作 捍 上 本 人 的 议事 日 程 , 并 开始 付 诸 行动 . 

修订 工作 历时 四 年 ,也 是 一 波 三 折 . 逻辑 体系 的 考虑 ,例题 的 充实 和 选 
择 , 总 是 反 反 复 复 , 难以 定夺 . 有 时 一 个 例题 要 花 几 周 的 时 间 才 能 最 后 敲定 . 

修订 版 基本 上 保持 初版 的 风格 , 但 在 体系 上 做 了 较 大 的 变动 . 相似 变换 
的 理论 由 初版 的 第 四 章 变 为 修订 版 的 第 二 章 , 初版 的 第 二 章 变 为 修订 版 的 第 
三 章 和 第 四 章 , 初 版 的 第 五 章 变 为 修订 版 的 第 六 章 和 第 七 章 . 初版 第 四 章 “ 两 
圆 的 相似 "一 节 的 内 容 在 修订 版 中 安插 到 第 六 章 和 第 七 章 之 中 . 除 充实 丰富 了 
儿 何 变换 的 理论 部 分 , 修订 版 还 增添 或 替换 了 不 少 例题 各 习题， 以 便 更 能 彰 
显 儿 何 变换 的 优势 . 在 反 演 变换 一 章 中 , 修订 版 增加 了 “平面 几何 命题 的 反 演 
命题 一 节 ， 以 帮助 读者 更 好 地 理解 不 同 平面 几何 命题 之 间 的 关系 . 修订 版 去 
掉 了 初版 在 每 小 节 安 排 的 练习 ， 只 在 每 章 末 安排 一 定数 量 的 习题 ,并 且 在 书 
未 给 出 了 所 有 习题 的 详细 解答 . 另外 ,还 增添 了 “点 对 图 的 客 . 根 轴 . 根 心 ” 和 
“Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 角 元 形式 ”两 个 附录 . 

怎样 利用 几何 变换 处 理 传统 的 平面 几何 问题 ? 这 在 理论 方面 还 不 尽 完善 . 
尽管 修订 版 在 这 方面 作 了 进一步 的 努力 ,但 遗憾 的 是 ， 对 于 怎样 利用 位 似 轴 
反射 变换 处 理 传统 平面 几何 问题 , 这 方面 的 例子 仍 显 得 一 题 难 求 ,， 只 好 委员 
地 将 它 与 位 似 旋 转变 换 混 放 在 一 起 . 按理 说 , 位 似 轴 反射 变换 与 位 似 旋 转变 
换 在 相似 系数 不 等 于 1 的 相似 变换 中 应 各 占 半壁 江山 ,但 目前 在 利用 这 两 种 变 
换 处 理 传统 平面 几何 问题 方面 的 差别 似乎 太 大 . 希望 有 更 多 的 平面 几何 爱好 
者 来 一 起 加 强 这 方面 的 研究 ， 以 缩小 或 消除 这 种 差别 . 

本 书 初版 出 版 后 ,湖北 人 《中 学 数学 》 杂 志 在 第 一 时 间 免 费 刊 登 了 出 版 消息 . 
中 国 不 等 式 研究 小 组 网 站 (http://www. irgoc. org/)， 奥数 之 家 网 站 (http:// 
www. aoshoo. com/bbslvindex.asp) 也 相继 刊登 了 出 版 消息 . 他 们 为 广泛 宣传 本 书 
起 到 了 十 分 重要 的 作用 . 另外 , 在 本 书 修订 期 间 , 得 到 了 许多 认识 和 不 认识 的 
朋友 的 关心 . 他 们 或 通过 电话 , 或 通过 短信 , 或 通过 网 络 等 各 种 不 同 的 通信 方 
式 询 问 修 订 工 作 的 进展 . 等 别 是 湖南 沅江 的 平面 几何 爱好 者 万 喜人 先生 情 慨 
地 将 自己 未 出 版 的 手写 书稿 送 给 本 人 作为 修订 的 参考 , 令 人 十 分 感动 . 未 曾 
谋面 的 上 海 网 友 frankvista (本 书 修订 期 间 他 还 是 一 位 初中 学 生 ) 经 常 通过 e- 
mail 向 本 人 提供 一 些 用 几何 变换 处 理 的 例子 ,包括 其 精彩 的 解答 以 及 他 自己 所 
编 拟 的 例题 ， 感 动 之 余 更 觉 后 生 可 晨 . 值 此 修订 版 出 版 之 际 , 特 向 这 些 杂 志 、 
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网 站 以 及 所 有 关心 本 书 修订 工作 的 朋友 们 表示 彭 心 的 感谢 . 同时 还 感谢 数学 
竞赛 国际 社区 网 站 (http://www.mathlinks.ro/)， 本 书 的 修订 在 这 个 网 站 壕 选 了 
许多 不 可 多 得 的 好 范例 . 

文章 千古 事 ,得 失 寸 心 知 。 尽 管 作者 在 修订 过 程 中 力求 不 再 出 现 问题 或 朴 
漏 , 但 修订 版 中 芍 漏 和 不 足 肯 定 还 会 存在 , 祈 望 读者 不 音 指 正 (e - mail: xiaozg 
@ 163 .com). 


莆 振 纲 
2009 年 8 月 4 日 于 湖南 理工 学 院 


本 书 常用 符号 说 明 


(DF CRP 一 一 图 形 下 与 严 关于 变换 群 C 等 价 

(2)F 结 所 一 一 图 形 F 与 所 是 合同 的 

(3) 六 一 一 有 向 角 ( 始 边 为 射线 04 , 终 边 为 射线 0B 的 有 向 角 记 为 x 40B) 
(DF 一 一 图形 FF 与 扬 相似 

(5)F 由 下 一 一 图 形 与 所 真正 相似 

(0O)FD 下 一 一 图 形 F 与 镜像 相似 

(7) 记 一 一 平行 四 边 形 

(8) 二 一 一 垂直 且 相 等 

(9) 从 一 一 平行 且 相 等 
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合同 变换 


图 形 的 “全 等 ”是 平面 几何 中 的 一 个 十 分 重要 的 概念 . 我 
们 通常 是 利用 “完全 重合 ” 来 定义 全 等 图 形 的 :能 够 完全 重合 
的 两 个 图 形 则 做 全 等 图 形 . 这 实际 上 是 承认 了 平面 图 形 是 可 
“ 搬 动 ”的 ,并 且 在 “ 搬 动 ”的 前 后 ,图 形 的 大 小 和 形状 都 保持 不 
变 , 只 改变 了 图 形 的 位 置 . 其 本 质 属性 是 图 形 在 “ 搬 动 ” 的 前 
后 ,图 形 上 任意 两 点 的 踪 离 都 保持 不 变 . 这 就 是 本 章 所 要 研究 
的 几何 变换 一 一 合同 变换 . 

本 章 首先 将 简单 地 介绍 与 几何 变换 有 关 的 一 些 基 本 概念 ， 
然后 系统 地 人 研究 平面 的 一 般 合 同 变换 和 三 种 基本 的 合同 变 
换 平移 .旋转 、 轴 反射 ,并 揭示 一 般 合 同 变换 与 三 种 基本 
合同 变换 之 则 的 关系 . 


1.1 映射 .变换 .变换 群 


先 给 出 与 几何 变换 有 关 的 一 些 基 本 概念 . 
一 .上 映射 


定义 1.1.1 设 4、B 是 两 个 非 空 集合 .如 果 按 照 某 个 对 应 
法 则 f, 使 得 对 于 4 中 的 每 -一 个 元 素 a ,在 B 中 都 有 了 唯一 的 一 个 
元 素 4 与 之 对 应 , 则 称 f 是 4 到 8 的 一 个 上 映射 . 记 作 f:4 一 B 或 
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Ca 


4 一 ~B. 其 中 6 称 为 a 在 映射 /下 的 像 , 记 作 b = f(a) 或 a 人 >b;a 称 为 5 关 
于 映射 /的 原 像 .集合 4 中 所 有 元 素 的 像 的 集合 记 作 f(A4). 

定义 1.1.2 设 / 是 集合 4 到 集合 有 的 -- 个 映射 ,如 果 对 于 集合 4 中 的 不 
同 元 素 ,它们 在 集合 B 中 的 像 也 不 同 , 则 称 /为 单 射 ;如 果 集合 下 中 的 每 一 个 元 
素 都 在 集合 4 中 有 原 像 , 则 称 /为 满 射 ; 如 果 集合 4 到 8B 的 映射 既是 单 射 又 是 满 
射 , 则 称 /是 集合 4 到 集合 8 的 一 一 映射 

定义 1.1.3 设 f 是 集合 4 到 集合 8 的 一 一 映射 , 则 对 于 集合 中 中 的 每 一 
个 元 素 5, 在 集合 4 中 都 有 唯一 的 一 个 原 像 a(/(a) = 5) 与 之 对 应 , 按 这 个 对 应 
法 则 确定 的 集合 B 到 集合 4 的 映射 称 为 映射 /的 逆 映 射 . 记 作 -1:B -> 4. 


按 一 一 映射 的 定义 ,如 果 a >6, 则 b> a 
显然 ,一 一 映射 的 道 映射 也 是 一 一 映射 , 且 有 (f -1)-! = /. 


一 .变换 


定义 1.1.4 ” 非 空 集合 4 到 自身 的 一 个 映射 f: 4 一 4 称 为 集合 4 的 一 个 变 
换 . 如 果 了 是 4 到 自身 的 一 一 映射, 则 称 f 是 集合 4 的 一 一 变换 . 

平面 (作为 点 集 ) 的 变换 称 为 (平面 ) 几何 变换 . 

在 平面 几何 中 ,主要 研究 平面 的 一 一 变换 . 往 下 所 述 变换 均 指 平面 的 变换 . 

定义 1.1.5 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 ,FF 是 平面 x 上 的 一 个 图 形 ( 即 平面 
r 的 一 个 子 集 ), 则 Fr = f(F) 称 为 图 形 F 在 变换 f 下 的 像 (或 对 应 图 形 ). 

定义 1.1.6 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 ,4 是 平面 x 上 的 一 个 点 . 如 果 
fA(4) =4, 则 称 点 4 是 变换 上 的 不 动 点 (或 二 重点 ); 如 果 对 于 平面 r 的 一 个 图 
形 F, 有 AF) = F, 则 称 图 形 F 是 变换 f 的 不 变 图 形 ( 或 二 重 图 形 ). 

显然 ,由 变换 的 不 动 点 所 组 成 的 图 形 是 变换 的 不 变 图 形 ,但 反之 不 然 . 

例 1.1.1 已 知 平面 x 上 的 个 4BC 及 它 的 外 
接 贺 @ 0 ,我 们 建立 如 下 对 应 法 则 f: 对 全 4BC 的 
边界 上 任 一 点 PP, 过 P 引 0 的 半径 0P', 则 PP 一 
P'; 对 0 的 边界 上 任 一 点 0, 引 半 径 00 交 
全 ABC 的 边界 于 0', 则 0 一 0'( 图 1.1.1); 平 面 x 
上 不 在 全 4BC 的 边界 与 0 的 边界 上 的 任意 一 点 
都 与 自身 对 应 , 则 f 是 平面 x 的 一 个 一 一 变换 . 显 
然 , f( 全 4BC) = ©0,f(©0) = 人 4BC,F(4) = 图 1.1.1 
4,AB) = B,f(C) = C, 因 此 ,全 4BC 与 0( 均 指 边界 ) 都 不 是 变换 f 的 不 变 
图 形 .但 4、B、C 及 不 在 @0 与 人 4BC 的 边界 上 的 点 都 是 变换 f 的 不 动 点 . 

定义 1.1.7 使 得 平面 x 上 的 任意 一 点 都 是 不 动 点 的 变换 , 称 为 平面 的 恒 
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等 变换 , 记 作 ,在 不 引起 歧义 的 情况 下 简 记 为 了. 

因为 平面 上 的 每 一 个 点 都 是 恒 等 变 换 了 的 不 动 点 ,所 以 ,平面 上 的 任意 图 
形 都 是 恒 等 变换 了 的 不 变 图 形 . 

定义 1.1.8 设 / 是 平面 r 的 一 个 一 一 变换 .了 作为 平面 x 到 其 自身 的 一 一 
映射 来 说 ,其 逆 映 射 f-! 称 为 变换 了 的 逆 变 换 . 

定义 1.1.9 设 f.g 都 是 平面 x 的 变换 .如 果 对 于 平面 x 上 的 任意 一 点 4， 
都 有 f(4) = g(4), 则 称 变换 /与 g 相等 . 记 作 f = g. 

定义 1.1.10 设 f.g 都 是 平面 x 的 变换 ,对 于 平面 x 上 的 任意 一 点 4 ,如果 


A— >A'—e>A" 
作 变 换 og :4 -> 4”, 则 称 变换 p 为 变换 f 与 g 的 积 . 1 
记 作 o = g。f( 图 1.1.2). A— ~- -4 
求 变换 的 积 的 运算 称 为 变换 的 乘法 .显然 
(g° f(A4) = g(f(4)) gf 8 
由 变换 的 乘法 的 定义 易 知 ,对 于 平面 x 的 任 
意 变 换 f, 恒 有 ph 
f°IT=1°f=/ 
对 于 平面 的 任意 一 一 变换 f, 恒 有 图 1.1.2 


f™°f=f*:f =1 
在 一 般 情 况 下 ,变换 的 乘法 不 满足 交换 律 . 即 对 平面 x 的 两 个 变换 f、g ,在 
一 般 情 况 下 (这 在 以 后 的 讨论 中 可 以 看 出 ) 
f°gzx8° 
定理 1.1.1 变换 的 乘法 满足 结合 律 . 即 对 平面 7 的 任意 三 个 变换 f、g、h， 
恒 有 
(WA 8) h=f°(g°h) 
证 明 ”对 平面 x 上 任意 一 点 4, 由 变换 乘法 的 定义 ,有 
((f° 8) °° h)(A) = (f° g)(h(A)) = f(g(h(A))) 
(fo (go°h))(A) = AGE hh)(A)) = flg(h(A))) 
这 说 明 对 平面 x 上 任意 一 点 4, 恒 有 
((f°g)°h)(A)= (f° (g° h))(A) 
故 由 定义 1.1.9 即 知 (f。g)-。h=f°(g° h). 


二 .变换 群 


这 里 有 必要 介绍 代数 中 的 群 的 概念 . 
定义 1.1.11 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,6 的 元 素 间 定义 了 一 种 运算 “。” .如 
果 G 满足 以 下 条 件 [ ~ N: 
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I (运算 封闭 性 ) 对 于 G 中 的 任意 两 个 元 素 a、.b, 恒 有 a。bE€ 6G; 

I[ (结合 律 ) 对 于 G 中 的 任意 三 个 元 素 c、 8、 ec, 恒 有 (aca。b)。c = ec。(D。 
C) 

亚 ( 单 位 元 ) 存在 单位 元 e EC ,使 得 对 于 6 中 的 任意 元 素 c ,都 有 e。a = 


NV( 逆 元 ) 对 于 G 中 的 任意 元 素 a ,存在 a 的 道 元 € CG, 使 得 b。a = e. 

则 称 C 关于 运算 ″。 ”作成 一 个 群 . 简称 6 是 一 个 群 . 

如 整数 集 Z 关 于 普通 加 法 运算 “+” 作 成 一 个 群 .这 个 群 ( 称 为 整数 加 群 ) 中 
的 单位 元 即 数 “0”. 

全 体 非 零 有 理 数 构成 的 集合 关于 普通 乘法 运算 作成 一 个 群 .这 个 群 的 单位 
元 即 数 “1”. 

定义 1.1.12 设 开 是 群 G 的 一 个 非 空子 集 . 如 果 五 对 于 G 中 的 运算 也 作 
成 一 个 群 , 则 称 HH 是 6 的 一 个 子 群 . 

如 有 理 数 集 Q 关于 普通 加 法 作成 一 个 群 , 称 为 有 理 数 加 群 .而 整数 加 群 Z 
则 是 有 理 数 加 群 Q 的 一 个 子 群 . 

定义 1.1.13 设 6G 是 由 平面 x 的 若干 一 一 变换 所 构成 的 一 个 非 空 集合 ,如 
采 C 关于 变换 的 乘法 作成 一 个 群 , 则 称 G 是 平面 r 的 一 个 变换 群 . 

定理 1.1.2 任意 变换 群 的 单位 元 必 为 恒 等 变 换 . 

证 明 ” 设 C 是 一 个 变换 群 ,e 是 群 G 的 单位 元 , 则 对 于 C 中 的 任意 变换 /， 
都 有 e。f = f. 叉 G 至 少 含有 一 个 一 一 变换 f, 于 是 由 e。 = e 与 定理 1.1.1 及 
f°f ”= 1, 有 

e=e*I=e°*(f°f)= (ef) f=/f°f "=1 
换血 话说 ,变换 群 G 的 单位 元 是 恒 等 变换 1. 

定理 1.1.3 设 6 是 由 平面 x 的 若干 一 一 变换 所 构成 的 一 个 非 空 集 合 , 则 
C 是 一 个 变换 群 的 充分 必要 条 件 是 G 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) G 中 任意 两 个 变换 之 积 仍 在 6 中 ; 

(2) C 中 任意 变换 的 逆 变 换 也 在 6 中 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 .下 证 充分 性 . 若 (1) (2) 同时 满足 , 则 (1) 保证 了 
G 中 运算 的 封闭 性 .结合 律 在 6 中 当然 成 立 . 又 由 (2), 对 G 中 任意 变换 f、f-! 在 
G 中 ,再 由 (1) ,7 = f-。f 也 在 6 中 .这 说 明 群 的 定义 中 的 条 件 耳 、V 也 满足 . 
故 G 是 一 个 变换 群 . 

例 1.1.2 平面 上 使 正 人 4BC 变 为 自身 的 变换 构成 的 集合 G 作成 一 个 变 
换 群 . 

事实 上 ,如 果 G 中 的 变换 使 正 全 4BC 的 顶点 4、B、C 变 为 B、C、4 ,我 们 就 
记 作 
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[4 B 5] 
有 PC A 
以 此 类 推 , 则 G 有 如 下 六 个 元 素 


A BC ABC 4 BC 
p=, B =, C j=。 A | 
AB CY 4 BC 4 BC 
A= (1 C 中 = 人 B 让 = 4 | 


其 中 , 广 是 恒 等 变 换 ,A、 记 是 绕 正 人 48BC 的 中 心 旋 转 的 旋转 变换 ,而 有、 则 
是 以 正 人 4BC 的 三 条 相应 中 线 为 反射 轴 的 轴 反 射 变换 . 
可 以 验证 , G 中 任意 两 个 变换 的 积 仍 在 6 中 .结果 如 表 1.1.1 所 示 ， 
表 1.1.1 


由 表 1.1.1 可 知 ,G 中 变换 的 道 变换 都 在 C 中 :有 与 所 互 为 逆 变 换 ; 有 fo、 所 、 
及、fs 的 北 变 换 就 是 自身 . 故 G 是 一 个 变换 群 . 这 个 群 称 为 正三 角形 的 自重 礁 
群 . 

不 难 知 道 , 正 三 角形 的 目 重 警 群 有 6 个 子 群 

Hi = [ji = | 有 = 
Ha4 = {fo,fsl,Hs = PH = G 

另外 ,从 表 1.1.1 还 可 以 看 出 ,fi。fs f° 有 ,这 说 明 变 换 的 夹 法 一 般 不 满 
足 交 换 律 . 

上 面 是 变换 群 的 一 个 实例 ,以 后 我 们 会 看 到 更 多 的 变换 群 及 子 群 的 实例 . 

定义 1.1.14 设 F 与 所 都 是 平面 x 的 图 形 ,6 是 平面 x 的 一 个 变换 群 .如 
果 存 在 一 个 变换 f€ G, 使 得 Fr = f(F), 则 称 图 形 F 与 疡 关于 变换 群 G6 等 价 . 
记 作 FGF. 

定理 1.1.4 设 6G 是 平面 x 的 一 个 变换 群 , 则 平面 x 上 的 图 形 之 则 的 关系 
“GC” 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(1) 反 身 性 :对 于 平面 x 上 的 任意 图 形 F, 有 FGF:; 
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(2) 对 称 性 :对 于 平面 x 上 的 两 个 图 形 己 . 忆 , 若 FCF', 则 FGF. 

(3) 传递 性 : 对 于 平面 x 上 的 三 个 图 形 FF、F, 若 FEP ,FG FF”, 则 
FGF ". 

事实 上 , 因 C 是 平面 r 的 一 个 变换 群 ,所 以 6 含有 恒 等 变换 7. 又 对 任意 f€ 
C, 有 广 E 6G, 对 任意 fg € G, 有 g。fE G. 于 是 由 下 = 1(F) 即 知 反 身 性 成 
并 .又 厅 启 = AF), 则 F=f 下 (F), 所 以 对 称 性 也 成 立 . 再 车 Fr = f( FF)， 
F" =AF), 则 FF”= (g。 有 (FF), 因 而 传递 性 同样 成 立 . 

由 定理 1.1.4 可 知 ,关系 *G” 是 一 个 等 价 关 系 (满足 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 
性 的 关系 称 为 等 价 关 系 ). 因而 利用 关系 “6G” 可 以 把 平面 + 上 的 所 有 图 形 进 行 
分 类 ,同一 类 中 的 任意 两 个 图 形 都 有 关系 “G” ,不 在 同一 类 中 的 两 个 图 形 则 没 
有 关系 G”. 这 样 ,同一 类 中 的 两 个 图 形 可 以 认为 在 6 中 变换 的 意义 下 是 “ 相 
同 ” 的 . 凡 在 同一 类 中 的 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 , 称 为 关于 变换 群 G 的 不 变性 
质 . 如 采 某 个 不 变性 质 是 一 个 度量 性 质 ( 线 段 的 长 度 , 角 的 大 小 ,有 限 图 形 的 面 
积 等 ) ,我 们 也 将 这 个 不 变性 质 称 为 关于 变换 群 G 的 不 变量 . 

著名 的 德国 数学 家 克 莱 因 于 1872 年 在 爱 尔 上 明 根 (Erlangen) 所 作 的 “近代 几 
何人 研究 的 比较 评述 ”的 演讲 ( 即 数 学 史上 著名 的 爱 尔 朗 根 纲 领 ) 中 ,首次 将 几何 
学 与 变换 群 联系 起 来 ,给 予 了 几何 学 的 一 种 全 新 的 解释 . 克 莱 因 认为 ,每 一 种 几 
何 学 都 对 应 于 一 个 相应 的 变换 群 ; 研 究 某 种 几何 学 即 研 究 图 形 在 某 个 变换 群 下 
的 不 变性 质 和 不 变量 .也 就 是 说 ,图 形 在 该 变换 群 的 变换 的 作用 下 保持 不 变 的 
性 质 和 保持 不 变 的 量 就 是 这 种 几何 学 所 研究 的 对 象 . 这 就 是 克 莱 因 把 几何 学 与 
变换 群 联系 起 来 给 几何 学 所 下 的 一 种 普遍 的 定义 . 


1.2 合同 变换 及 其 性 质 


定义 1.2.1 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 . 如 果 对 于 平面 x 的 任意 两 点 4、B 
与 其 在 变换 f 下 的 像 点 4'、B' 之 间 , 恒 有 4'B' = 48, 则 称 f 是 平面 x 的 一 个 合 
同 变换 . 

简 言 之 ,平面 上 保持 任意 两 点 之 间 的 距离 不 变 的 变换 称 为 合同 变换 . 

由 合同 变换 的 定义 即 知 , 恒 等 变换 是 合同 变换 . 

定义 1.2.2 对 于 平面 x 上 的 两 个 图 形 严 、F"' ,如 果 存 在 平面 x 的 一 个 合 司 
变换 f, 使 得 F = f(F), 则 称 图形 FF 与 fF"' 是 合同 的 . 记 作 正安 灰 . 

定理 1.2.1 合同 变换 是 一 一 变换 . 

证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 . 因 /保持 平面 zx 上 任意 两 点 之 间 的 
距离 不 变 , 所 以 是 单 射 . 
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另 一 方面 ,在 平面 x 上 任 取 一 点 0 ,再任 取 一 点 4, 令 fA(4) = 4' .如 采 4' = 
0, 则 f(4) = 0; 如 果 4 0, 再 在 平面 x 上 任 取 一 点 B, 使 4B = 4'Q 
(图 1.2.1), 令 ff(B) = B', 则 因 了 是 合同 变换 ,所 以 4'B” = 48B = 4'Q. 如 果 
B= 0, 则 fA(B) = 0; 如 果 B' x 0, 再 在 平面 x 上 取 一 点 C, 使 人 4BC 安 
全 4'B'Q, 则 这 样 的 点 C 只 有 两 个 , 设 为 C1、C2. 由 于 AC; = 4'Q,BC; = B'Q 
(i =1,2), 因 此 ,车 f(C1) 0, 则 必 有 f(C2) = 0. 总 之 ,对 平面 x 上 任意 一 点 
0 ,在 平面 x 上 存在 一 点 已 ,使 KKP) = 0. 这 说 明了 f 是 满 射 . 故 f 是 平面 x 的 一 


一 变换 ， 
图 1.2.1 


由 定理 1.2.1 即 知 , 平 面 上 的 任意 一 个 合同 变换 都 是 可 逆 的 ,并 且 由 和 定义 
1.2.1 立即 可 得 . 

定理 1.2.2 ”合同 变换 是 逆 变 换 也 是 合同 变换 ;两 个 合同 变换 之 积 仍 是 合 

由 定理 1.2.2 及 定理 1.1.3 即 知 ,平面 x 的 所 有 合同 变换 构成 的 集合 作成 
一 个 变换 群 .这 个 变换 群 称 为 合同 群 . 

下 面 研究 合同 变换 的 不 变性 质 和 不 变量 . 

定理 1.2.3 0 的 像 仍 是 其 tk 线 点 ,日 保持 点 的 顺序 不 变 . 

证 明 设 f 是 平面 x 的 一 司 变 换 ,4 、.B、C 是 平面 x 上 共 线 的 三 点 , 且 


8 在 4.C 之 间 ( 图 1 .B' 、C', 则 由 合同 变换 的 定义 有 


4'B' = AB,B'C' = BC,A'C = 4AC. 因 8B 在 4.C 之 间 , 于 是 有 AC = A4B + BC， 
从 而 4C = Ah'B' + B'C' .这 说 明 4'、B'、C' 三 点 也 共 线 ,有 目 B' 在 4'、C' 之 间 . 
即 合 同 变 换 不仅 保持 三 点 共 线 的 性 质 不 变 , 而 且 还 保持 共 线 三 点 的 顺序 不 


QO=f (C2) 


人 
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推论 1.2.1 在 合同 变换 下 ,直线 的 像 是 直线 ;射线 的 像 是 射线 ;线段 的 像 
是 与 之 相等 的 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 像 线段 的 中 点 . 

证 明 仅 证 第 一 个 结论 ,其 余 留 给 读者 ( 见 本 章 习 题 1 第 1 题 ). 设 /是 平面 
x 的 一 个 合同 变换 ,! 是 平面 x 上 的 一 条 直线 .我 们 要 证 ,在 合同 变换 和 下 ,直线 
; 上 任意 一 点 的 像 都 是 某 直 线 上 的 点 , 且 / 上 任意 一 点 都 可 以 在 直线 / 上 找 
到 一 个 原 像 . 

事实 上 ,在 1 上 取 两 个 不 同 的 点 4、B, 令 4 = f(4),B = f(B). 由 定理 
1.2.1,4'’、B' 也 是 平面 x 上 的 两 个 不 同 的 点 ,从 而 4'、B' 两 点 确定 一 条 直线 7. 


设 P 是 直线 1 上 异 于 4、B 的 任意 一 点 , P- >P' .由 定理 1.2.3,P' 在 直线 1 上; 
反之 ,对 于 直线 / 上 异 于 4' .B' 的 任意 一 点 0' ,考虑 f 的 道 变 换 f -!, 由 定理 


1.2.2,f-! 也 是 一 个 合同 变换 ,上 且 4' >4.B' 了 ~B. 设 0' 全 >0, 因 A.B 是 
1 上 的 两 个 不 同 的 点 ,再 由 定理 1.2.3, 点 0 在 1! 上 , 且 0 = f(0). 故 合同 变换 
了 将 直线 1 变 为 直线 7. 

定理 1.2.4 在 合同 变换 下 ,相交 两 直线 的 夹 角 大 小 保持 不 变 . 

证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,平面 x 上 的 两 条 直线 a、b 相交 于 点 


0 ,直线 a.5 在 合 间 变 换 f 下 的 像 直 线 分 别 为 a 、.b' ,0 一 >0'. 因 点 0 既 在 直线 
a 上 又 在 直线 5 上 ,由 推论 1.2.1, 点 0' 既 在 直线 a' 上 ,也 在 直线 5 上. 即 0' 是 


直线 w 2 的 一 个 公共 点 .在 直线 a、5 上 分 别 取 异 于 0 的 点 4、B. 设 4.8 一 人 > 
A'、B' ,由 定理 1.2.3,4’ 在 直线 o' 上 ,有 在 直线 b 上 , 且 由 合同 变换 的 定义 ,有 
0'4' = 04,0'B = 08,4'’B' = AB( 图 1.2.3). 所 以 ,全 4'0'B' 所 人 408 , 故 
了 4'0'B' = 人 408. 即 直线 a、5 的 夹 角 大 小 在 合同 变换 f 下 保持 不 变 . 


已 a 


图 1.2.3 
推论 1.2.2 在 合同 变换 下 ,两 正 交 (垂直 ) 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ;两 
平行 直线 的 像 仍 是 两 平行 直线 ,是 黄平 行 直线 之 间 的 距离 保持 不 变 . 
定理 1.2.5 在 合同 变换 下 , 圆 的 像 是 与 原 圆 相等 的 圆 , 且 保持 圆 上 点 的 
顺序 不 变 . 
证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,中 (0,r) 是 平面 x 上 的 一 个 以 0 为 
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圆心 , /为 半径 的 圆 .对 (0,r) 上 的 任意 一 点 4, 设 0.4 一 0'、4', 则 由 合同 
变换 的 定义 ,有 0'4' = 04 = rr, 这 说 明 点 4' 在 (0’',r) 上 .反之 ,对 @(0'， 


;) 上 的 任意 一 点 水 ,考虑 了 的 道 变换 广 : 设 水 万 > 4, 因 0' 全 > 0, 所 以 ， 
04 = 0'4' = r, 这 说 明 点 4 在 @(0,r) 上 . 故 合同 变换 /将 (0,r) 变 为 
OO’ ,r). 

骨 设 A4、B、C、D 是 (0,r) 上 依 逆 时 针 方 向 或 依 顺 时 针 方 向 排列 的 任意 
四 点 , 则 弦 4C 与 弦 BD 必 交 于 一 点 P( 图 1.2.4). 设 A4、B、C、D、P 在 变换 f 下 的 
像 分 别 为 4 、B'、C'、D'、P', 则 4’'、B'、C'、D' 在 (0',r) 上 . 因 点 P 既 在 弦 AC 
上 ,又 在 弦 BD 上 ,由 定理 1.2.3, 点 P' 既 在 弦 A4'C' 上 ,也 在 纺 B'D' 上 . 即 弦 
4'C' 与 BD' 交 于 点 P .所 以 ,A'、B'、C'、D' 在 (0',r) 上 也 是 依 道 时 针 方向 
或 顺 时 针 方 向 排列 . 故 合同 变换 还 保持 加 上 点 的 顺序 不 变 . 


A 


顺 时 针 逆 时 针 


图 1.2.4 

显然 ,合同 变换 还 保持 图 形 的 面积 不 变 . 

由 以 上 讨论 可 知 ,两 点 间 的 距离 是 合同 变换 的 基本 不 变量 ; 同 素性 (点 、 直 
线 .射线 线段 、 圆 等 元 素 仍 变 为 同名 元 素 ) .元 素 的 结合 性 (点 在 直线 上 .直线 通 
过 点 等 )、 直 线 上 点 的 顺序 . 圆 上 点 的 顺序 等 都 是 合同 变换 的 基本 不 变性 质 ; 夹 
角 、 面 积 等 都 是 合同 变换 的 不 变量 ;平行 性 、 正 交 性 等 都 是 合同 变换 的 不 变性 
质 . 而 这 些 不 变性 质 和 不 变量 正 是 平面 儿 何 的 -一 些 主要 研究 对 象 . 

设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,由 定理 1.2.3, 它 将 平面 x 上 不 共 线 的 三 点 
A、B、C 变 为 不 共 线 的 三 点 4 、B .C' .那么 ,是 否 还 存在 平面 x 的 另 一 个 合同 
变换 ,也 将 4、B、C 三 点 分 别 变 为 4 、B' 、C' 呢 ? 对 此 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.2.6 设 4、B、C 是 平面 x 上 不 共 线 的 三 点 ,f、g 都 是 平面 r 的 合同 
变换 .如 果 g(4) = f(4),g(B) = f(B),g(C) = f(C), 则 g= f/f. 

证 明 令 4 = f/f(4),B' = f(B),C' = FCC). 因 4、B、C 三 点 不 共 线 ,由 
定理 1.2.3 知 ,4 BC' 三 点 也 不 共 线 . 设 P 为 平面 x 上 异 于 4、B、C 的 任意 一 
态 ,P' = f(P),P’' = g(P), 则 P'A’ = P4,P'B = PB,P'C' = PC( 图 1.2.5). 
于 是 , 忆 为 (4',P4)、(B',PB)、(C',PC) 这 三 圆 的 公共 点 . 同样 , 因 
g(4)= A',g(B) = B,g(C) = C', 所 以 ,P' 也 是 这 三 个 圆 的 公共 点 . 如 果 
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已 天 已 , 则 这 三 个 圆 有 两 个 公共 点 PP 、P ,从 而 这 三 个 圆 的 圆心 4'、B'、C' 三 
点 共 线 , 矛盾. 因此 必 有 P = 已 .这 说 明 对 平面 x 上 的 任意 一 点 P, 都 有 
g(P) =f/(P). 故 g=/. 


4 A 


P'(P" 


图 1.2.5 

由 定理 1.2.6 可知 ,平面 x 上 的 合同 变换 由 两 个 全 等 三 角形 唯一 确定 ,由 
此 立即 可 得 . 

推论 1.2.3 如 果 平 面 x 上 的 一 个 合同 变换 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 , 则 这 
个 合同 变换 是 恒 等 变 换 . 

两 个 合同 三 角形 即 两 个 全 等 三 角形 ,因而 定理 1.2.6 还 说 明 , 两 个 全 等 三 
角形 确定 一 个 合同 变换 .而 且 由 前 面 一 系列 的 讨论 知 , 在 合同 变换 下 ,一 个 三 角 
形 不 仅 变 为 与 之 全 等 的 三 角形 ,三 角形 的 重心 、. 垂 心 、. 外 心 .内 心 等 特殊 点 也 变 
为 对 应 三 角形 的 重心 . 垂 心 .外 心 、 内 心 等 特殊 点 .一 般 地 ,在 合同 变换 下 , 一 个 
图 形 的 特殊 点 变 为 其 对 应 图 形 相应 的 特殊 点 . 

定义 1.2.3 设 玉 是 平面 x 的 一 个 图 形 . 如 果 下 位 于 平面 xz 上 的 某 一 个 圆 
内 , 则 称 FF 为 平面 x 的 一 个 有 限 图 形 . 

平面 x 上 的 任意 一 个 有 限 图 形 必 有 重心 . 

定理 1.2.7 如 有 果 平 面 x 上 的 一 个 有 限 图 形 F 是 平面 x 的 合同 变换 f 的 不 
变 图 形 , 则 图 形 F 的 重心 是 合同 变换 了 的 一 个 不 动 点 . 

证 明 因 在 合同 变换 f 下 ,一 个 图 形 的 重心 变 为 其 对 应 图 形 的 重心 .但 图 
形 瑚 是 合同 变换 f 的 不 变 图 形 , 所 以 ,图形 下 的 重心 6 在 合同 变换 f 下 不 会 改变 ， 
即 有 f(G) = 6G. 也 就 是 说 ,图 形 FF 的 重心 6 是 合同 变换 了 的 一 个 不 动 点 . 

定理 1.2.7 说 明 , 平 面 x 上 具有 有 限 不 变 图 形 的 合同 变换 必 有 不 动 点 . 

现在 将 根据 合同 变换 的 两 个 对 应 三 角形 的 环绕 方向 将 合同 变换 分 类 . 

对 于 平面 上 的 全 4BC 来 说 , 沿 周 界 4 一 B 一 C 一 4 的 环绕 方向 只 有 两 种 : 
逆 时 针 方 向 或 怖 时 针 方 向 . 

定义 1.2.4 ”如 果 平 面 x 上 的 两 个 三 角形 的 环绕 方向 都 是 逆 时 针 方 向 或 
者 都 是 顺 时 针 方 向 , 则 称 这 两 个 三 角形 同 向 ; 如果 两 个 三 角形 的 环绕 方向 一 个 
是 逆 时 针 方向 , 另 一 个 是 顺 时 针 方 向 , 则 称 这 两 个 三 角形 蜡 向 . 
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在 图 1.2.6 中 ,全 4BC 与 全 4'B'C' 是 同 向 的 ,而 人 4BC 与 会 4"BP"C” 则 是 异 
向 的 . 


4 4" A”" 
B CC B’ CO! COC" B” 


图 1.2.6 

在 合同 变换 下 ,两 个 对 应 三 角形 既 可 能 是 同 向 的 ,也 可 能 是 异 向 的 .那么 ， 
在 合同 变换 下 ,如果 有 两 个 对 应 三 角形 同 向 时 , 是否 存 在 男 两 个 对 应 三 角形 异 
回 呢 ?答案 是 否定 的 .为 此 , 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 

引 理 1.2.1 设 / 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,和 4BC- 人 和 4'BC' ,DD 不 在 
直线 48 上 ,D -人 > D', 如 果 人 4BC 与 人 4B'C' 同 ( 异 ) 向 , 则 人 4BD 与 
全 4'B'D' 也 同 ( 异 ) 癌 . 

证 明 因 了 不 在 直线 4B8 上 ,所 以 C 与 忆 或 在 直线 4 有 的 同 侧 ,或 在 直线 4B 
的 异 侧 . 

le 若 C 与 D 在 直线 48B 的 异 侧 (图 1.2.7), 则 直线 4B 与 CD 相交 , 且 交 点 在 
C、D 之 间 . 因 而 直线 4'B' 与 C'D' 也 相交 ,和 且 交 点 在 C'、D' 之 闻 , 所 以 ,C'、D' 也 
在 直线 4'B' 的 异 侧 . 此 时 ,人 46D 与 人 48C 异 向 , 公 4'B'D' 与 人 4A'B'C' 异 向 . 
而 人 4BC 与 全 4'B'C' 同 ( 异 ) 向 ,所 以 ,全 4BD 与 人 4'B'D' 也 同 ( 异 ) 向 . 


A A! 


BB" 


图 1.2.7 
2 若 C 与 忆 在 直线 48 的 同 侧 .如 果 C' 与 D' 在 直线 4'B' 的 异 侧 , 考 虑 合同 
变换 f 的 逆 变 换 f 1. 由 1°* 知 ,C 与 D 在 直线 48B 的 异 侧 , 巴 盾 . 所 以 C' 与 D' 必 
在 直线 4'B8' 的 同 侧 . 于 是 ,全 4BD 与 人 4BC 同 向 ,全 4'B'D' 与 人 4'B'C' 同 向 . 
而 个 4BC 与 全 4'B'C' 同 ( 异 ) 问 , 故 会 4BD 与 全 4'B'D’' 也 同 ( 异 ) 问 . 
定理 1.2.8 者 平面 x 的 合同 变换 上 有 两 个 对 应 三 角形 是 同 ( 异 ) 向 的 , 则 
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f 的 任意 两 个 对 应 三 角形 都 是 同 ( 异 ) 向 的 . 

证 明 如 图 1.2.8 所 示 , 设 平 面 x 的 合同 变换 f 的 两 个 对 应 三 角 
形 全 hBC 与 全 4'B'C’' 是 同 向 的 ,全 DEF 与 公 D'E'F"' 是 f 的 任意 两 个 对 应 
三 角形 .注意 到 D、E、F 三 点 不 可 能 都 在 直线 4B 上 ,不 妨 设 点 FF 不 在 直线 4B 
上 , 则 由 引 理 1.2.1 知 ,全 ABF 与 全 4'B'F"' 同 向 ,又 DE 两 点 不 可 能 都 在 直线 
AF 上 ,不妨 设 点 不 在 直线 4F 上 .由 引 理 1.2.1 知 ,全 4BF 与 全 4'B'F"' 同 向 . 
而 DE 两 点 不 可 能 都 在 直线 4F 上 ,不 妨 设 点 5 不 在 直线 4F 上 .由 引 理 1.2.1， 
个 AEF 与 公 4'E' 玉 同 问 .再 一 次 应 用 引 理 1.2.1 即 知 公 DEF 与 全 D'E'' 同 向 . 


图 1.2.8 
定义 1.2.5 设 平 面 x 的 合同 变换 上 由 全 4BC 与 人 4'’B'C' 确定 . 如 果 
全 ABC 与 全 4'B'C’' 是 同 向 的 , 则 称 f 为 平面 x 的 真正 合同 变换 ;如 果 公 ABC 与 
公 4'B'C' 是 晃 回 的 , 则 称 了 为 平面 x 的 镜像 合同 变换 . 
如 图 1.2.9 中 由 会 4BC 与 人 4'8'C' 所 确定 的 合同 变换 /是 真正 合同 变换 ， 
而 图 1.2. 10 中 由 全 4BC 与 全 4'B'C' 所 确定 的 合同 变换 则 是 镜像 合同 变换 . 


EM BB" 
4 4 
CC CO 
了 _/ 
B C Bp’ B C EL 


图 1.2.9 图 1.2. 10 


易 知 ,平面 x 上 的 所 有 真正 合同 变换 所 构成 的 集合 作成 一 个 变换 群 .这 个 
变换 群 称 为 运动 群 , 它 是 合同 群 的 一 个 子 群 .但 平面 x 上 的 所 有 镜像 合同 变换 
构成 之 集 不 能 作成 一 个 变换 群 .因为 两 个 镜像 合同 变换 之 积 已 是 一 个 真正 合同 
变换 而 不 再 是 镜像 合同 变换 了 . 

由 于 合同 变换 有 真正 合同 与 镜像 合同 之 分 ,因而 平面 图 形 的 合同 也 有 真正 
合同 与 镜像 合同 之 分 . 
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定义 1.2.6 设 下 与 屎 是 平面 zx 上 的 两 个 图 形 . 如 果 存 在 平面 x 的 一 个 真 
正 (镜像 ) 合同 变换 f, 使 得 Fr = APF) , 则 称 图 形 到 与 严 真正 (镜像 ) 合同 . 
现在 看 一 个 与 一 般 合 同 变换 有 关 的 问题 . 
例 1.2.1 一 个 闭 圆 面 是 否 能 分 成 两 个 不 交 的 合同 部 分 (或 者 说 :一 个 闭 
圆 面 能 和 否 分 成 两 个 不 交 的 点 集 , 这 两 个 点 集 是 合同 的 )?( 第 86 届 匈 牙 利 数学 奥 
林 匹 克 ,1986 年 ) 
解 答案 是 否定 的 . 
事实 上 , 若 (0,r) 可 分 成 两 个 不 相交 的 合 
同 的 点 集 村 、N, 则 存在 一 个 合同 变换 f, 使 得 入 = 
f(M). 不 妨 设 圆心 OE€ M, 则 0 = fA(0)E€E WN. 由 
于 有 WN 不 相交 ,所 以 0' 产 0. 如 图 1.2.11 所 示 ，? C 
作 (0,r) 的 直径 Po 上 00' .由 于 0 是 圆心 ,所 
以 ,对 任意 的 4 €E MM, 有 04 < r. 从 而 对 任意 的 
BEN, 有 0'B 过 Tr. 而 0O'P = 0'0 > OP =r, 所 


以 PE M,0 € M. 设 P- 人 >P',0 ->0'. 因 为 
了 是 合同 变换 ,所 以 PQ = PQ = 27. 这 说 明 P'0’' 也 是 圆 的 直径 .再 由 OP = 
OP = r,0'Q' = 00 = r 即 知 0' 是 P'Q' 的 中 点 ,从 而 0' 是 圆心 0 ,此 与 0' = 
0 矛盾 . 故 0 不 能 分 成 两 个 不 相交 的 合同 部 分 . 


图 1.2.,11 


1.3 三 种 基本 合同 变换 平移 . 诈 转 . 轴 反 射 


一 .有 问 角 


在 平面 上 ,和 角 的 始 边 绕 角 的 顶点 旋转 到 终 边 的 方向 只 有 两 个 :一 个 是 逆 时 
针 方向 ,一 个 是 顺 时 针 方 向 .如 果 规 定 其 中 - -个 方向 为 正 向 , 则 另 一 个 方向 便 为 
负 疝 . 通 带 规定 道 时 针 方向 为 正 向 , 顺 时 针 方 向 为 负 向 . 

规定 了 正 向 的 角 称 为 有 向 角 . 

始 边 为 射线 04 , 终 边 为 射线 0B 的 有 向 角 记 作 x 408 .如果 始 边 04 绕 顶 
点 0 旋转 到 OP 的 旋转 方向 与 规定 的 正 向 一 致 , 则 x 408 > 0; 如 果 旋 转 方向 与 
规定 的 正 癌 相反 , 则 x 40B < 0. 一 般 将 x 408 理解 为 当 角 的 始 边 04 绕 顶 点 
0 旋转 第 一 次 到 终 边 0B 时 所 形成 的 有 向 角 ( 图 1.3.1 和 图 1.3.2). 
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1 
O A B 
图 1.3.1 图 1.3.2 


终 边 与 始 边 重合 的 有 向 角 规定 为 0, 即 x 404 = 0. 
由 定义 ,显然 有 区 BO4 = -大 40B. 如 果 x BOh 与 x 408 的 旋转 方向 一 
致 , 则 有 
+ BOA = 2r -yx AOB 
显然 ,有 回 角 有 如 下 基本 性 质 (图 1.3.3 ~ 1.3.5) 
AO0B + BOC = x 40C 


C B B 
O 4 O 4 O C 


图 1.3.3 图 1.3.4 图 1.3.5 


对 于 两 条 相交 直线 4 与 2 , 当 直线 六 绕 其 交点 旋转 到 使 0) 第 一 次 与 1, 重 
合 时 所 必 经 的 角 称 为 直线 4 与 i, 构成 的 有 向 角 (图 1.3.6 和 图 1.3.7), 记 作 
区 《0 72). 同 样 ,如果 旋转 方向 与 规定 的 正 向 一 致 , 则 x (41,1) > 0, 否则 
(l,l2) < 0. 


i 1 


图 1.3.6 图 1.3.7 


当 直 线 4 与 4 平行 或 重合 时 ,规定 x (0 2) = 0. 


几何 变换 | 
与 几何 证 题 4 


Geornetric transformations and their applications 


同样 ， 斑 40 ,12) = 一 浆 (1 0); 如 打从 1 到 的 旋转 方 回 与 从 11 到 5 的 
旋转 方向 一 致 , 则 有 (2,0) = -天 (102). 

两 条 直线 形成 的 有 向 角 同 样 有 如 下 基本 性 质 : 

对 平面 上 的 任意 三 条 直线 , 恒 有 

(l,l) + (l,l3) = 区 (Cl, Ls) 

事实 上 , 如 果 bb3 共 点 , 则 结论 是 显然 的 ; 如 果 L443 不 共 操 
(图 1.3.8 和 图 1.3.9), 则 只 需 注 意 到 三 角形 的 一 个 外 角 等 于 不 相 邻 的 两 内 角 
之 和 并 注意 到 角 的 方向 即 可 ;如 果 41、ls、4s 中 有 两 条 平行 , 则 只 和 需 注 意 同位 角 
相等 即 可 . 


f3 


图 1.3.8 图 1.3.9 


二 .平移 变换 


定义 1.3.1 设 v 是 平面 x 上 的 一 个 固定 问 量 .如 果 平 面 x 的 一 个 变换 ,使 
得 对 于 平面 x 上 的 任意 一 点 4 与 其 像 点 4' 之 间 , 恒 有 447 = v, 则 这 个 变换 称 为 
平面 x 的 一 个 平移 变换 . 记 作 T(v). 其 中 向 基 
v 称 为 平移 向 量 ;向量 v 的 方向 称 为 平移 方向 ; A 
问 量 5 的 模 | v | 称 为 平移 距离 (图 1.3.10). 

通俗 地 讲 ,将 平面 上 的 所 有 点 都 按 固 定 方 
问 移 动 固定 距离 的 变换 称 为 平移 变换 . 也 就 是 
说 ,平移 变换 将 平面 上 的 所 有 点 都 进行 了 -次 
平行 移动 . 

如 有 果 平 移 变 换 的 平移 问 量 v = 0, 对 平面 x 图 1.3.10 


二 任意 一 点 4, 设 4 一 > 4', 则 有 A 人 = 0, 所 以 ,4 = 4. 由 此 可 知 , 7(0) = 


1 是 恒 等 变 换 . 这 也 说 明 恒 等 变换 是 平移 变换 , 其 平移 距离 为 零 . 因 零 向 量 没有 
方 问 ,所 以 , 恒 等 变换 作为 平移 变换 来 说 ,也 没有 平移 方向 
由 平移 变换 的 定义 可 知 ,平面 上 的 一 个 回 量 确定 一 个 平移 变换 ;相等 的 加 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


量 确定 同一 个 平移 变换 ; 零 向 量 所 确定 的 平移 变换 是 恒 等 变 换 . 

定理 1.3.1 平面 x 的 一 个 变换 是 平移 变换 的 充分 必要 条 件 是 :对 平面 x 
上 的 任意 两 点 4.B, 当 4.8 一 >4'.B' 时 , 恒 有 A - 六 

证 明 设 f = T(r) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 ,对 平面 x+ 上 的 任意 两 点 4、 
B, 设 4 ”>4,B ”> B', 则 有 A - B 闻 -， 于 是 

AB =AF-A44 =A4B-BB -= AB 

反之 ,在 平面 + 上 任 取 一 点 8B, 设 当 B 一 >B', 令 BB = vy, 则 v 是 平面 x 的 

一 个 固定 向 量 .对 平面 x 上 任意 一 点 4, 当 4 一 4' 时 , 因 A 世 = 磅 ,所 以 
44 -ABP-AB -= ABF-AB-=-AB -=v 

由 平移 变换 的 定义 即 知 f = 7T(v) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 . 

定理 1.3.2 平移 变换 是 真正 合同 变换 . 

证 明 ”由 定理 1.3.1 即 知 平移 变换 
是 一 个 合同 变换 . 又 对 平移 变换 的 任意 
两 个 对 应 三 角形 人 4BC 与 人 4'B'C' ,由 
于 定理 1.3.1, 4B = AB,AC -= AC 
(图 1.3.11) ,所 以 B4C = BAC. 
因而 会 4'B'C’' 与 人 4BC 是 同 向 的 . 故 平 8 
移 变 换 是 真正 合同 变换 . 

由 于 平移 变换 是 合同 变换 , 因而 平 图 1.3.11 
移 变 换 具 有 合同 变换 的 一 切 不 变性 质 和 不 变量 . 

由 定理 1.3.2 与 定理 1.2.1 即 知 ,平移 变换 是 可 首 的 . 

定理 1.3.3 ”两 个 平移 变换 之 积 仍 是 一 个 平移 变换 , 且 积 的 平移 向 量 等 于 
两 个 因子 的 平移 同 量 之 和 . 

证 明 设 了 (Cn 与 T(y,) 是 平面 x 的 任意 两 个 平移 变换 ,对 平面 x 上 任 


、 7 了 (Pi) T(v,) T(v2) T(r1) 一 一 一 
意 一 点 4, 设 4- 一 一 > 4 一 > 4, 则 4 一 一 一 > 40 ,日 4 让 一 vi,A'A” 二 


yy. 于 是 A 人 = AN” + 全 = y+ vy. 由 平移 变换 的 定义 即 知 
T(y2) Tp1) = TV + v2) 
由 向 量 加 法 的 可 交换 性 可 知 ,任意 两 个 平移 变换 关于 变换 的 乘法 是 可 交换 
的 , 即 有 


T(yp1)T(v2) = T(v) T(y1) 
定理 1.3.4 平移 变换 的 逆 变 换 仍 是 -- 个 平移 变换 , 且 首 变换 的 平移 向 量 


QD 从 现在 起 ,变换 乘积 中 的 乘 号 ”。” 一律 省 略 不 与 . 
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等 于 原平 移 问 量 的 负 问 量 ， 

证 明 ” 设 T(v) 是 平面 zx 的 一 个 平移 变换 ,由 定理 1.3.2 知 

T(- vy)T(y) = Tl(y ~ v) = 7T(0)=1 

为 恒 等 变 换 . 故 [T(y)]- = Tl(vy). 

平移 变换 7T(y) 的 逆 变 换 通 常 记 作 7 一 (), 即 Tv) = [TCD)] 

由 定理 1.3.2 与 定理 1.3.3 知 ,平面 x 上 的 所 有 平移 变换 构成 的 集合 作成 
一 个 变换 群 ( 且 是 可 交换 的 一 一 元 素 的 乘积 满足 交换 律 ) ,这 个 群 称 为 平移 群 . 
由 定理 1.3.1 知 ,平移 群 是 运动 群 的 一 个 子 群 . 

定理 1.3.5 在 平移 变换 下 ,两 对 应 直线 平行 或 重合 ; 两 对 应 线段 平行 且 
相等 或 共 线 上 且 相等 . 


证 明 ” 设 7(v) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 ,1 是 平面 x 的 一 条 直线 ,1 六 1 


T(p) 


在 直线 1! 上任 取 两 个 不 同 的 点 4.、B. 设 4.8 一 4'、B', 则 4'、B8' 是 直线 1!' 上 
的 两 个 不 同 的 点 .由 定理 1.3.1 知 ,4B = 妇 . 故 1 /1 或 1 = 4. 后 一 结论 同 
样 可 由 4B = 外 得 出 . 
定理 1.3.6 除 恒 等 变换 外 ,平移 变换 没有 不 动 点 ; 直线 ! 是 平移 变换 
T(y)(v zz 0) 的 不 变 直 线 当 和 且 仅 当 氏 /vy. 
证 明 (1) 设 4 是 平移 变换 T(v) 的 一 个 不 动 点 , 则 y = 447 = 0, 从 而 
T(v) = 7(0) = 7 为 恒 等 变换 .因此 , 非 恒 等 的 平移 变换 没有 不 动 点 . 


T(p) 


(2) 在 直线 1 上任 取 一 点 4, 设 4 一 A', 则 有 A4” = y 0, 所 以 ,4 4. 
于 是 ,由 44’ /Av 即 知 ,i 是 Tl(v) 的 不 变 直 线 和 点 4' 仍 在 直线 1 上 el! // vv. 


三 .旋转 变换 


定义 1.3.2 设 0 是 平面 x 上 一 个 定点 ,9 是 一 个 定 角 (有 问 角 ). 如果 平面 
x 的 一 个 变换 ,使 得 对 于 平面 x 上 任意 一 点 4 与 其 像 点 4’ 之 间 , 恒 有 
(1)04’ = 04; 
(2) + A0A’ = 09. 
则 这 个 变换 称 为 平面 x 的 一 个 旋转 变换 . 记 作 R(0O， 
0). 其 中 定点 0 称 为 旋转 中 心 , 定 角 0 称 为 旋转 角 


A' 


(图 1.3.12). 

由 定义 可 知 ,旋转 变换 由 旋转 中 心 与 旋转 角 所 确 
定 ; 当 旋 转变 换 非 恒 等 变 换 时 ,旋转 中 心 是 旋转 变换 和 一 4 
的 唯一 不 动 点 . 

如 果 一 个 旋转 变换 R(O0,9) 的 旋转 角 等 于 0, 即 图 1.3.12 
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_R(0.0) 0) 


9 = 0, 对 于 平面 x 上 的 任意 一 点 4, 设 4 一 一 一 > h', 则 由 04’ = 04, x 4A04' = 
0 即 知 4 = 4. 从 而 R(O,0) = /为 平面 x 的 恒 等 变 换 . 这 也 说 明 恒 等 变换 亦 是 
旋转 变换 ,其 旋转 角 为 0, 而 旋转 中 心 则 可 以 在 平面 上 任意 选取 . 

显然 ,旋转 中 心 相同 ,旋转 角 相 差 2x 的 整数 倍 的 两 个 旋转 变换 是 同一 个 旋 
转变 换 . 即 

R(O,2kx + 0) = R(O,0) 

其 中 为 整数 . 

正 因为 这 个 原因 ,我 们 通常 将 旋转 变换 的 旋转 角 9 在 ( - r,r] 或 [0,27) 的 
范围 内 取 值 . 

定理 1.3.7 ”旋转 中 心 相 同 的 两 个 旋转 变换 之 积 仍 是 一 个 旋转 变换 ,上 且 旋 
转 中 心 不 变 ; 积 的 旋转 角 等 于 两 个 因子 的 旋转 角 之 和 . 

证 明 设 R(O,01) 与 R(O,9,) 是 平面 x 的 两 个 旋转 中 心 相 同 的 旋转 变 


R(O,0.) R(O,0,) R(O,0.)R(O,0,) 


换 . 对 平面 + 上 任意 一 点 4 , 设 A4 一 一 一 > 4’ 一 一 一 > A”, 则 有 4 
A”", 日 04” = 04' = 04, 404' = 01, x A'04” = 9,. 于 是 
+ AOA” = AO0A’ + 404" = 0 +0, 
由 旋转 变换 的 定义 即 知 
R(O,0,)R(O0,.0) = R(O,0, + 0,) 

仍 是 一 个 以 0 为 旋转 中 心 的 旋转 变换 , 且 旋 转角 为 0 + 0，,. 

由 R(O,9,)R(O,01) = RO,0+0)=RO,0+0) 可 知 , 平 面 上 具有 
同一 旋转 中 心 的 两 个 旋转 变换 关于 变换 的 乘法 也 是 可 交换 的 . 

定理 1.3.8 旋转 变换 的 逆 变 换 仍 是 -- 个 旋转 变换 , 旦 旋转 中 心 不 变 , 道 
变换 的 旋转 角 等 于 原 旋转 角 的 相反 数 . 

证 上 明 设 R(0,9) 是 平面 x 的 一 个 旋转 变换 ,由 定理 1.3.7 

R(O, -06)R(O,0) = R(O,0 - 6) = R(O,0) = 

是 恒 等 变换 . 故 R-'(0,0) = R(0O,0). 

由 定理 1.3.7 与 定理 1.3.8 知 ,平面 x 的 具有 同一 旋转 中 心 的 所 有 旋转 变 
换 构 成 之 集 作 为 一 个 变换 群 ( 也 是 可 交换 的 ). 这 个 群 称 为 旋转 群 , 它 也 是 运动 
群 的 一 个 子 群 . 

定义 1.3.3 旋转 角 为 «的 旋转 变换 称 为 中 心 反 
射 变换 ,其 旋转 中 心 称 为 反射 中 心 . 。 

反射 中 心 为 0 的 中 心 反 射 变换 记 作 C(O0). 一 

显然 ,对 于 中 心 反 射 变换 来 说 ,反射 中 心 是 任意 
两 个 对 应 点 的 连 线段 的 中 点 (图 1.3.13), 且 中 心 反射 “ 


变换 的 逆 变 换 就 是 自身 , 即 C-!(O0) = C(0). 图 1.3.13 
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中 心 反射 变换 由 反射 中 心 所 确定 ,也 可 由 一 个 异 于 反射 中 心 的 点 与 其 像 点 
确定 . 
点 4 在 中 心 反射 变换 C(O0) 下 的 像 4' 也 称 为 点 4 关于 点 0 的 对 称 点 ;一 个 
图 形 下 在 中 心 反 射 变换 C(O0) 下 的 像 Fr 则 称 为 图 形 眉 关于 点 0O 的 对 称 图 形 ,也 
称 图 形 F 与 所 关于 点 0 对 称 ( 图 1.3.14). 


图 1.3.14 

中 心 反 射 变换 亦 可 用 向 量 来 刻画 . 

定理 1.3.9 平面 x 的 一 个 变换 f 是 中 心 反射 变换 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 一 点 0, 使 得 对 平面 x 上 的 任意 一 点 4, 当 4 一 >4' 时 , 恒 有 0X = 7. 

这 个 定理 的 证 明 是 简单 的 . 因为 当 4 zx 0 时 ,条 件 “04 = - 04” 等 价 于 
“点 0 是 线段 44' 的 中 点 ”. 而 当 4 = 0 时 ,这 个 条 件 又 等 价 于 “4 = 0", 即 点 
0 是 f 的 一 个 不 动 点 . 

显然 ,在 定理 1.3.9 中 的 点 0 就 是 中 心 反射 变换 的 反射 中 心 . 

定理 1.3.10 平面 7 的 一 个 变换 f 是 中 心 反射 变换 的 充分 必要 条 件 是 :对 
平面 x 上 的 任意 两 点 4.8B, 当 4.8 一 >4'.B' 时 , 恒 有 A 世 =- 态 . 

证 明 ” 设 C(0) 是 平面 zz 的 一 个 中 心 反 射 变换 ,如 图 1.3.15 和 图 1.3. 16 
所 示 , 对 平面 + 上 的 任意 两 点 4、B 与 其 像 点 4'、B' ,由 定理 1.3.9,40 = - 40， 
0B = - 08, 于 是 

AB = AO + OB ~- (A0 + 08) =- 4B 


8 A 
. ~ 7 
~ 
~ 2 
Ei a 下 
.人 了 
一 ~ ”0 
7 ~、 | 
A B: 


图 1.3.15 图 1.3.16 
反之 , 若 平面 rx 的 一 个 变换 f 使 得 对 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B 与 其 像 点 4'、 
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B' , 恒 有 4 有 = - 4 镶 . 仍 见 图 1.3.15 和 图 1.3.16, 在 平面 x 上 任 取 一 点 B, 设 


B 一 一 ~ B', 目 线段 BB' 的 中 点 为 0( 如 果 B = B , 则 令 0 = 8), 则 对 平面 x 上 
任意 一 点 4 与 其 像 点 4' , 因 不 记 = - 4A, 所 以 
04 = 0F -AB -=-- O08:A3-=--04 

由 和 定理 1.3.9 即 知 f = C(0) 是 一 个 中 心 反 射 变换 . 

推论 1.3.1 在 中 心 反射 变换 下 ,两 对 应 直线 反 向 平行 或 重合 ;两 对 应 线 
段 反 同 平行 且 相 等 或 反 向 共 线 日 相等 . 

我 们 再 回 到 一 般 旋转 变换 的 讨论 . 

定理 1.3.11 平面 x 的 一 个 变换 大 非 恒 等 变换 ) 是 旋转 变换 的 充分 必要 
条 件 是 存在 9 zz 2kx( 上 为 整数 ) ,使 得 对 平面 + 上 的 任意 两 点 4、B8, 当 4、B 一 > 
A'、B' 时 , 恒 有 4'B'’ = 4B, 旦 (4B8.4'5) = 0. 

证 明 必要 性 . 设 f = R(O0,0) 是 平面 7 的 一 个 旋转 变换 . 因 0 x 2kx, 可 
设 0<0<2x. 当 698 -=x 时 ,由 定理 1.3.10 知 结论 成 立 . 下 设 0 < 9 < x( 对 x < 
9 < 2r 的 情形 ,只 要 重新 规定 角 的 正 向 即 可 ). 

对 平面 x 上 任意 两 点 4、B 与 其 像 点 4'、B': 

当 4、B8 两 点 中 有 一 点 为 旋转 中 心 0 或 0、.4、B 三 点 共 线 时 ,结论 是 显然 的 ; 

当 A 、B 两 点 句 异 于 旋转 中 心 0, 有 是 0、4、B 三 点 不 共 线 时 (图 1.3.17), 则 
由 x A404 = x BOB' = 0, 有 

+ AOB' = BOB' + A'OB = 7 AO0A' + A'OB = AOB 

又 04' = 04,0B” = 0B, 所 以 ,全 4'0B' 只 人 40B. 因此 ,4'B' = A4B, 且 
大 有 4'0 = 类 B40 ,于 是 , 设 直线 4'B' 与 48B 交 于 P, 则 0、4、P、4’ 四 点 共 圆 ， 
由 此 即 知 (4B ,4'B ) = 文 404' = 0. 

充分 性 . 设 /是 平面 zx 的 一 个 变换 ,存在 0 六 2kn( 为 整数 ) ,使 得 对 平面 x 
上 的 任意 两 点 A4、B 与 其 像 点 4'、B', 恒 有 4'B' = AB, 且 (4B,4'B'’) = 0. 可 
设 0 < 0 < 2x. 


当 0 = x 时 ,由 定理 1.3.10 知 ,f 是 一 个 中 心 反 B 
射 变换 , 它 是 旋转 角 为 x 的 旋转 变换 . 8 1/ 
/ 
当 0 zx r 时 ,不 妨 设 0 < 9 < x( 必 要 时 重新 规 AN 
\ 
定 角 的 正 向 ). 在 平面 x 上 任 取 一 点 8, 设 8 一 > 人 本 4 
B' ,并 在 BB' 的 垂直 平分 线 上 取 点 0( 若 B” = 有 B， x 
则 取 0 = B), 使 x BO0B' -= 0. 对 平面 x 上 任意 一 内 
点 A(4 产 B), 设 4 一 >A4. 车 4 = 0, 则 由 国 1 3 1 


4'B = 4B, 文 (4B,48) =0 = + BOB 
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即 知 4 = 0O. 行 4 关 0, 设 直线 4'B' 与 48 交 于 P. 如 果 P = 0, 则 0.4.8 三 
点 共 线 ,0 .4' 、B’' 三 点 共 线 .由 4'B' = 4B,0B’ = 0B, + (4B,A'B')=0-= 
大 BOB' 即 知 04' = 04, 大 404' = 0. 如 果 P 之 0, 则 由 之 (4B,A'B')=0 = 
大 BO0B' 知 ,0、B、P.B' 四 点 共 圆 (图 1.3.17), 于 是 ， x 08'4' = 0BA. 又 
A'B' = 4B,08' = 0B, 所 以 人 人 08'4 只 个 0BA. 从 而 04’ = 04, 54'0 = 
你 B40 , 这 样 0.4、P、4' 四 点 也 共 圆 , 故 yz A404 = x (4B,4'B') = 9. 无 论 哪 
种 情形 都 有 04' = 04, 404” = 9. 由 旋转 变换 的 定义 即 知 f = R(O,0) 是 
一 个 旋转 变换 . 

定理 1.3.11 说 明 , 在 旋转 变换 下 ,平面 上 任意 一 条 直线 与 其 像 直 线 的 交角 
等 于 旋转 角 . 

定理 1.3.12 旋转 变换 是 真正 合同 变换 . 

证 明 设 R(O,9) 是 平面 x 的 一 个 旋转 变换 .对 平面 x 上 任意 两 点 4、B， 


R(O,0) 


设 4、.8 一 一 > 4’、B' ,由 定理 1.3.11,4’B' = 4B, 所 以 旋转 变换 是 一 个 合 司 
变换 . 再 由 + 4'08' = 408 知 , 旋转 变换 R(0,0) 的 两 个 对 应 三 角 
形 人 4'08' 与 和 人 408 是 同 向 的 . 故 旋 转变 换 R(O0,09) 是 真正 合同 变换 . 

既然 旋转 变换 是 合同 变换 ,因而 旋转 变换 也 具有 合同 变换 的 一 切 不 变性 质 
和 不 变量 ， 

定理 1.3.13 设 R(01,91) 与 R(O0,,0,) 是 平面 x 的 两 个 旋转 变换 , 则 

(1) 当 扑 + 9 产 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,存在 点 0, 使 得 

R(O,,0)R(OI,0) = R(O,O + 0,) 


仍 是 一 个 旋转 变换 . 
(2) 当 91+ 9 = 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,存在 向 量 v, 使 得 
R(O23,0)) R(O1,0) = Tly) 
是 一 个 平移 变换 . 
证 明 ”如 图 1.3.18 和 图 1.3.19 所 示 . 对 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B, 设 


RCOI,0)) RI 0,,0,) 
B yy EY BP' 一 A” 、 有 
a 局- 
| CR B 
\、 '、 \、 J / 
N\ Ot | 一 | \B” ~ 4 7 
一 \ 
Or Ar 和 ,7 \ 、 /YX、 
~ \|+” 0 NO \ 2 | 一 
WA “YY -一 一 V2 
(72 CO 1 OO 
医 1.3.18 陋 1.3.19 


由 定理 1.3.11.4'B = 4B = AB, + (4B,A'B'’) = 0, (A'B’, 
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AP) =0,. 于 是 ,A"B” = AB,H + (AB,AP') = 天 (4B 48) + (A'B', 
4BP") = 9091+ 的 .因此 , 当 0901+ 0, 入 2kr( 上 为 整数 ) 时 ,再 由 定理 1.3.11 即 知 ， 
存在 点 0 ,使 得 
R(O;,0,)R(O1,0) = R(O,0! + 0,) 

仍 是 一 个 旋转 变换 ,其 旋转 角 为 9, + 0,. 

当 01+0,=2kx 时 , 因 A"B” = 4B, (4B,A4BP") = 2kr, 所 以 -入 
由 定理 1.3.1 即 知 ,存在 向 量 v ,使 得 

R(O;,0)R(O1,0) = Tp) 

是 一 个 平移 变换 . 

定理 1.3.14 任意 一 个 平移 变换 与 任意 一 个 非 恒 等 的 旋转 变换 之 积 (不 
论 顺序 先后 ) 是 一 个 旋转 变换 , 且 旋 转角 不 变 . 

证 明 设 T(y) 与 RO,0)(0 <0) 分 别 是 平 Bi 


A" B 
面 < 的 一 个 平移 变换 与 一 个 施 转 变换 .如 图 1.3.20 “一 入 
_ 、 AS 
所 示 ,对 于 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B, 设 vv ‘/ 
\、 + 
T R(O,0 A 
ABTY A BB OD pp vw 1 
JI 4 
由 定理 1.3.1 与 定理 1.3.11 \ Ks 
A"B" = A'B' = AB, x (AB,A'B') =0 此 “ 


大 (4 有 4" 区) = 0 
于 是 ,4”B"” = 4B, 且 
(AB,A'P’) = (AB,AB') + (AB',AP) -0+0=0 
再 由 定理 1.3.11 即 知 ,存在 点 01 ,使 得 
R(O,0)T(v) = R(O'1,0) 
仍 是 一 个 旋转 变换 ,其 旋转 角 仍 为 0. 
同样 ,存在 点 02 ,使 T(v)R(01,90) = R(0,,0). 
由 定理 1.3. 13 与 定理 1.3.14, 用 数学 归纳 法 立即 可 得 . 
定理 1.3.15 设 R(01,01),R(0;,,0,),…,R(O0,,0,) 是 平面 x 上 的 
n(n 三 2) 个 旋转 变换 , 则 
(1) 当 01+ 0+… + 0, 闫 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 一 点 0 ,使 


图 1.3.20 


eT 


R(O1,01) R(O2,02)°…… R(O,.,0) = R(O,01 + 0 +* +0,) 
仍 是 一 个 旋转 变换 . 
(2) 当 01 + 902+… + 0, = 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 向 量 v, 使 
得 
R(O1,01)R(O,,0,)…R(O,,0,) = T(y) 
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是 一 个 平移 变换 . 

定理 1.3.16 旋转 中 心 是 非 恒 等 的 旋转 变换 的 唯一 不 动 点 ;一 条 直线 是 
非 恒 等 的 旋转 变换 的 不 变 直 线 , 其 充分 必要 条 件 为 旋转 变换 是 中 心 反 射 变换 ， 
且 这 条 直线 通过 反射 中 心 . 

证 明 ” 设 R(0,9) 是 平面 x 的 一 个 非 恒 等 的 旋转 变换 ( 即 0 x 0). 

(1) 车 平面 x 上 异 于 旋转 中 心 0 的 点 4 是 R(O,9) 的 不 动 点 , 则 由 旋转 变 
换 的 定义 ,0 = 404 = 0, 所 以 R(0,90) = R(O0,0) = 7 是 恒 等 变换 .因此 , 除 
恒 等 变 换 外 ,旋转 中 心 是 旋转 变换 唯一 的 不 动 点 . 

R(O,0) 


(2) 设 平面 x 上 的 直线 1 是 旋转 变换 R(O,9) 的 不 变 直线 , 即 1 一 一 一 > L. 
由 定理 1.3.11 及 60 知 ,9 = x. 从 而 旋转 变换 R(O0,0) 是 中 心 反 射 变换 


C(O0). 再 在 直线 1 上 任 取 一 点 4, 且 4 2 0. 设 422 4 , 因 / 是 不 变 直线 ,所 以 
4' 也 在 1 上 .于 是 线段 44' 的 中 点 0 也 在 !/ 上 . 故 直 线 ! 过 反射 中 心 0. 


四 、 轴 反射 变换 


定义 1.3.4 设 i1 是 平面 x 的 一 条 定 直 线 . 如果 平 
面 r 的 一 个 变换 ,使 得 对 于 平面 x 上 不 在 直线 1! 上 的 
任意 一 点 4 与 其 对 应 点 4' 的 连 线 44' 恒 被 直线 ! 垂直 
平分 ,而 直线 1 上 的 点 都 不 动 , 则 这 个 变换 称 为 平面 x 4 A 
的 轴 反 射 变换 . 记 作 5(1) .其 中 定 直线 ! 称 为 反射 轴 
(图 1.3.21). 

按 定 义 即 知 ,反射 轴 上 的 点 都 是 轴 反 射 变 换 的 不 
动 点 . 且 轴 反射 变换 是 可 道 的 ,其 逆 变 换 就 是 自 号 . 即 图 1.3.21 

S71(L1) = [SC = S$S(7) 

显然 , 轴 反 射 变换 由 反射 轴 唯 一 确定 ,也 可 由 两 个 非 不 动 点 的 对 应 点 唯一 
确定 . 

点 4 在 轴 反 射 变 换 S(C1) 下 的 像 4' 也 称 为 图 形 F 关于 直线 1 的 对 称 操 ;一 
个 图 形 F 在 轴 反 射 变换 S(1) 下 的 像 Fr 则 称 为 图 形 F 关于 直线 1 的 对 称 图 形 ， 
也 称 图 形 与 F' 关于 直线 1 对称 ( 图 1.3.22). 

定理 1.3.17 “ 轴 反 射 变换 是 镜像 合同 变换 . 

证 明 设 S(1) 是 平面 x 的 一 个 轴 反 射 变换 ,对 平面 zx 上 的 任意 两 反 4 、 卫 ， 


、 sti 
设 A.B< A'.B’'. 


(1) 如 果 A4、B8 两 点 都 在 反射 轴 i 上 (图 1.3.23), 则 4' = 4,B = B. 此 时 显 
然 有 4'B' = 45. 
(2) 如 果 4、B 两 点 中 仅 有 -一 个 点 在 反射 轴 / 上 ,不 妨 设 点 4 在 !/ 上 (图 


! 
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E CC C E 
4 BB B' A 
图 1.3.22 
1.3.24), 则 4 = 4. 由 于 4 是 线段 8B' 的 垂直 平分 线 !/ 上 的 点 ,因此 48B' = 4B， 
如 A’B’ = AB. 


图 1.3.23 图 1.3.24 


(3) 如 果 4、B 两 点 都 不 在 反射 轴 ! 上 (图 1.3.25 和 图 1.3.26), 设 线段 A4'、 
BB' 与 1 的 交点 分 别 为 M 、N, 则 MH .AN 分 别 为 线段 44'、BB' 的 中 点 ,所 以 MA' = 
MA,MB'’ = MB, 是 x NMB' = BMN. 于 是 ,由 44 | /得 
BMA = 9%0 -~ NMB’ = 90F -+ BMN = + AMB 
所 以 ,全 A'MB' 给 从 AMB. 从 而 4'B' = 4B. 
综合 (1),(2),(3) 即 知 ,S$S(1) 是 一 个 合同 变换 . 


图 1.3.25 图 1.3.26 


再 设 4.B 是 反射 轴 1 上 的 两 个 不 同 的 点 ,而 C 是 平面 x 上 不 在 1 上 的 一 点 
(图 1.3.27), 则 4、B 是 5S(2) 的 两 个 不 动 点 . 设 C 一 C, 则 人 4BC' 与 人 4BC 是 


几何 变换 


与 几何 证 是 24 


Geometric transformations and their applications 


S(1) 的 两 个 对 应 三 角形 . 因 1 垂直 平分 线段 CC ' ， 
所 以 C'、C 分 布 在 直线 1 的 两 侧 , 从 而 全 4BC' 与 
人 4BC 异 向 . 故 $S(1) 是 平面 的 一 个 镜像 合同 变 
换 . CC C 
由 定理 1.3.12 知 , 轴 反射 变换 同样 具有 合同 
变换 的 一 切 不 变性 质 和 不 变量 . ) 
定理 1.3.18 设 SC) 是 平面 的 一 个 轴 反 
射 变换 , 则 图 1.3.27 
(1) 点 4 是 S(2) 的 不 动 点 当 且 仅 当 4 在 反射 轴 1! 上; 
(2) 直线 m 是 $S(7) 的 不 变 直 线 当 有 日 仅 当 m 17 或 与 1 重合 . 
证 明 (1) 由 轴 反 射 变换 的 定义 即 知 . 
(2) 当 m | 71 或 m 与 1 重合 时 ,由 轴 反 射 变换 的 定义 即 可 知 m 是 S(7) 的 不 
变 直 线 . 
反之 , 设 半 是 轴 反 射 变 换 SC7) 的 一 条 不 变 直 线 . 如果 mm 上 的 每 一 个 点 都 是 
S(7) 的 不 动 点 ,由 (1) 即 知 m 与 1 重合. 如果 直 线 m 上 存在 S(7) 的 一 个 非 不 动 


S(1) 


点 , 设 4 一 一 4', 则 4’ zz 4. 因 m 是 5S(1) 的 不 变 直 线 , 所 以 4' 也 在 直线 m 上 . 
由 轴 反 射 变 换 的 定义 知 , 反 射 轴 “垂直 (平分 ) 线段 44' ,而 4、4' 是 直线 m 上 的 
两 个 不 同 的 点 , 故 m | /7. 

定理 1.3.19 在 轴 反 射 变换 下 ,任意 一 条 非 不 变 直 线 与 其 对 应 直线 或 相 
交 于 反射 轴 上 ,或 皆 与 反射 轴 平 行 ,并 且 反 射 轴 上 任意 一 点 到 两 对 应 直线 的 距 
离 相等 . 

证 明 ” 设 S(1) 是 平面 x 的 一 个 轴 反 射 变换 ,平面 x 上 的 直线 m 是 $5(1) 的 


一 条 非 不 变 直线 ,mw 站 mm', 则 m' 之 砚 . 若 m 与 1 相交 于 一 点 4( 图 1.3.28), 因 


4 在 反射 轴 ! 上 ,所 以 4 是 SG) 的 一 个 不 动 点 .又 4 在 直线 m 上 ,所 以 4 也 在 
其 像 直 线 m' 上 , 即 直 线 m’ 与 m 相交 于 反射 轴 上 的 点 4; 若 m/ 4, 而 m 与 反 
射 轴 了 交 于 一 点 P, 则 由 于 m、m’ 互 为 像 直 线 ,所 以 直线 m 与 1 也 交 于 P, 这 与 
m /Ll 记 盾 .因此 必 有 mm A/ 人 图 1.3.29). 


1 mr" 
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当 m' 与 m 相交 于 反射 轴 ! 上 的 一 点 4 时 (图 1.3.28) ,在 直线 m 上 任 取 一 


点 B,B zz 4, 并 设 BB', 则 因 1 重 直 平分 线段 BB' ,所 以 1 平分 BAB' 从 
而 反射 轴 ! 上 的 任意 一 点 到 直线 m 与 m' 的 距离 相等 . 当 mw /1/ m 时 


(图 1.3.29) ,在 直线 m 上 任 取 一 点 4, 设 4 一 上 41, 则 4' 在 直线 m 上 , 征 A4' | 
/. 因 /对 直 平分 线段 44' ,所 以 ,1 到 直线 m 与 m’' 的 距离 相等 . 即 反射 轴 1 上 任意 

最 后 指出 , 轴 反 射 变换 作为 -个 合同 变换 ,当然 会 保持 两 直线 的 夹 角 大 小 
不 变 . 但 轴 反 射 变换 是 一 个 镜像 合同 变换 ,因此 它 已 经 改变 了 角 的 方向 .这 个 性 
质 称 为 轴 反 射 变换 的 反 向 保 角 性 . 

以 上 所 讨论 的 三 种 合同 变 称 平移 变换 .旋转 变换 、 轴 反射 变换 是 三 种 
基本 的 合同 变换 .前 两 种 是 真正 合同 变换 ,后 一 种 是 镜像 合同 变换 . 这 三 种 合同 
变换 各 有 自己 区 别 于 其 他 合同 变换 的 一 些 独特 的 性 质 .在 下 一 节 将 会 看 到 , 这 
三 种 合同 变换 基本 上 穷尽 了 平面 上 的 所 有 合同 变换 ， 


1.4 合同 变换 与 基本 合同 变换 的 关系 


我 们 说 ,平移 变换 .旋转 变换 及 轴 反 射 变 换 是 平面 上 的 基本 合同 变换 . 那 
么 ,平面 上 的 任意 一 个 合同 变换 与 基本 合同 变换 有 何 关 系 ? 本 节 将 以 两 个 轴 反 
射 变换 之 积 为 基础 ,给 出 这 个 问题 的 回答 . 

定理 1.4.1 设 SC0) 与 S(4) 是 平面 x 的 两 个 轴 反 射 变换 , 则 

(1) 当 4 与 ,重合 时 ,S(L1)S(l,) = /是 恒 等 变换 ; 

(2) 当 1 NA 2 时,S(0)S(C52) = 7T(2v) 是 一 个 平移 变换 .其 中 v 是 始 于 
终于 4 有 目 与 4 惟 直 的 向 量 ，; 

(3) 当世 与 ls 相交 于 一 点 0 时 ,5S(L1)S(ls) = R(O,29) 是 一 个 旋转 变换 . 
其 中 0=4 (1 , 72) . 

证 明 (1) 当局 与 1 重合 时 ,SC2) = 5(4), 于 是 

SC12)SC0) = SC0)SC0N) = S 0)SC0) = 1 

是 恒 等 变 换 . 

(2) 当 放 V 六 时 ,如 图 1.4.1 所 示 , 对 平面 x 上 任意 一 点 4 , 设 


SS(CD) 
则 4 


再 设 有 1 与 44' 交 于 01,45 与 414" 交 于 O02, 则 有 A4’ = 20 丰 ,4 = 2 不 态 , 且 
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010; = v. 于 是 
A = A + ASN = 2(014 + 40) = 2010; = 2v 
由 平移 变换 的 定义 即 知 , 5S(4;)S(4) = 7T(2v) 是 一 个 平移 变换 . 
(3) 若 1 与 郊 交 于 点 0, 如 图 1.4.2 所 示 , 对 平面 x 上 任意 一 点 4, 设 


S(L1) S(12) 
A 一 3 


网? » A 


S(12)S(L) 


则 4 一 一 一 > 2”. 因 点 0 既 在 上 ,又 在 !;, 上 ,所 以 ,L 垂直 平分 线段 44', 1， 
垂直 平分 线段 4'4”. 从 而 04' = 04,04”= 04' , 且 

+ AO0A’ = 2 (1,04'), + A'O04” =2¢ (04’,1,) 
于 是 , 04” = 04' , 且 


类 A04” = 六 404 + 文 404 = 
2[ 区 《1 ,04 ) + 廊 ( O04’ ,1,)] = 2 (l,l) = 20 
由 旋转 变换 的 定义 即 知 ,5S(1)S(41) = R(O0,29) 是 一 个 旋转 变换 . 


A 


图 1.4.1 图 1.4.2 

由 于 恒 等 变换 是 平移 变换 (当然 也 是 旋转 变换 ) ,因而 定理 1.4.1 说 明 , 两 
个 轴 反 射 变换 之 积 或 是 一 个 平移 变换 ,或 是 一 个 旋转 变换 . 

定理 1.4.2 (1) 任意 一 个 平移 变换 都 可 以 表示 为 两 个 轴 反 射 变 换 之 积 . 
两 条 反射 轴 缘 垂直 于 平移 向 量 , 两 反射 轴 之 间 的 距离 等 于 平移 问 量 的 模 的 一 
半 , 生 其 中 一 条 反射 轴 可 以 在 垂直 于 平移 向 量 的 直线 中 任意 选取 . 

(2) 任意 一 个 旋转 变换 都 可 以 表示 为 两 个 轴 反 射 变换 之 积 ,两 条 反射 轴 综 
过 旋转 中 心 ,第 一 条 反射 轴 到 第 二 条 反射 轴 的 交角 等 于 旋转 角 的 一 半 , 且 其 中 
一 条 反射 轴 可 以 在 过 旋转 中 心 的 直线 中 任意 选取 . 

证 明 仅 证 (1)((2) 的 证 明 留 给 读者 ). 设 T(v) 是 平面 x 的 一 个 平移 变 
换 . 任 取 牌 直 于 癌 量 v 的 一 条 直线 必 (4,) ,再 取 垂 直 于 向 量 v 的 一 条 直线 1,(1)， 


使 始 于 Li 终于 1 且 平 行 于 v 的 向 量 为 3v, 则 由 定理 1.4.1 即 知 5(12)S(44) = 


T(v). 故 T(v) 是 两 个 轴 反 射 变换 之 积 , 目 其 中 一 条 反射 轴 可 以 在 垂直 于 向 量 
v 的 直线 中 任意 选取 . 
因 中 心 反 射 变换 是 旋转 角 为 «的 旋转 变换 ,于 是 由 定理 1.4.2(2) 立即 可 得 
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推论 1.4.1 任意 一 个 中 心 反 射 变换 都 可 以 表示 为 反射 轴 互 相 垂直 的 两 
个 轴 反 射 变换 之 积 .两 条 反射 轴 丝 过 反射 中 心 , 且 其 中 一 条 轴 可 以 在 过 反射 中 
心 的 直线 中 任意 选取 . 
结合 定理 1.4.1 与 定理 1.4.2, 我 们 可 以 方便 地 讨论 一 些 基 本 合同 变换 之 
间 的 乘积 .下 面 的 两 个 例子 即 上 一 节 的 定理 1.3. 13 与 定理 1.3. 14. 
例 1.4.1 设 R(O1,01) 与 R(O;,0,) 是 平面 x 的 两 个 旋转 变换 ,证 明 : 
(1) 当 91 + 9 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 点 0, 使 得 
R(O,,0,)R(O1,01) = R(O,0! + 0,) 
仍 是 一 个 旋转 变换 ; 
(2) 当 01 + 9， = 2kx(k 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 向 量 ,使 得 
R(O;,0)R(O1,0) = T(y) 
是 一 个 平移 变换 . 
证 明 当 0 与 0; 重合 时 ,由 定理 1.3.7 及 
RCO,2pr) = R(O,0) = 了 = 7(0) 
即 知 定理 1.4.3 成 立 ; 下 设 01 与 0, 不 重合 ,由 定理 1.4.2 可 设 
R(O1,01) = S$S(L)S(1), R(O2,0,) = S(L)S(1,) 
其 中 ,1, 是 过 01、0; 两 点 的 直线 ,直线 4 过 点 01,43 过 点 0,, 量 
(l,l2) = 7 01, (2,13) = 方 0 
由 于 变换 的 乘法 满足 结合 律 ,日 5(1) S(1) = /为 恒 等 变 换 , 于 是 
R( O02,0)R(O1,01) = [LS(13)S(1)1L S(L,)S(L)] 
S(Ll3)L S(12) SC(L)]1S(1) = S(13)S(L) 


且 关 (DB) = 文人 0,D) + 娘 (12,4) = 六 


(1) 车 0 + 0 z 2kx( 上 为 整数 ), 则 方 (91 + 92) z kx. 因 此 ,1 与 43 必 交 
于 一 感 0( 图 1.4.3 和 图 1.4.4). 于 是 ,由 定理 1.4.1 即 知 S(13)S(11) = R(O， 
01+ 902). 故 RC(O,,02)R(O1,01) = RO,0+0) 仍 是 一 个 旋转 变换 , 且 积 的 旋 
转角 等 于 因子 的 旋转 角 之 和 . 


(0 + 0,). 


图 1.4.3 图 1.4.4 
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(2) 车 91 + 0 = 2kx( 上 为 整数 ), 则 广 (91 + 02) = hx, 于 是 4 4 
(图 1.4.5 和 图 1.4.6). 从 而 由 定理 1.4.1 即 知 ,在 平面 x 上 存在 向 量 v, 使 得 
SC13)SC1) = Tl(V). 玖 R(O2,02)R(O1,91) = T(v) 是 一 个 平移 变换 . 


图 1.4.5 图 1.4.6 


例 1.4.2 证 明 : 任 意 一 个 平移 变换 与 任意 一 个 非 恒 等 的 旋转 变换 之 积 
(不 论 顺 序 先 后 ) 是 一 个 旋转 变换 , 旦 旋转 角 不 变 . 
证 明 ” 设 T(v) 与 R(O0O,9)(9 zz 0) 分 别 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 与 一 个 
旋转 变换 .如 果 py = 0, 则 结论 是 显然 的 ,下 设 v zz 0, 由 定理 1.4.2, 可 设 
T(y) = S(L)S(1),R(O,0) = S(L)S(1,) 
其 中 ,直线 i 过 旋转 中 心 0 且 垂 直 于 平移 向 量 v ,li // ls, 始 于 了 终于 1, 且 平 行 
于 » 的 向 量 为 了 3», 直 线 /3 过 旋转 中 心 0, 且 x (12,43) = 十 0. 于 是 
R(O.0)T(v) = [SCL3)S(1) [SC(1) SL)] = 
SC(l)LS(L12)S(12))S(L1) = S$(13)S(L) 
如 图 1.4.7 所 示 , 因 9 z 0, 所 以 4 与 4 相交 
(不 重合 ) ,而 辣 A 1 因此 ,5 与 三 必 交 于 一 点 O01. 
由 三 少 咏 知 广 (DB) = 文 (63) = 村 09. 再 由 
定理 1.4.1 即 得 SC(5)S(D) = RROO,0). 故 
R(O,0)T(r) = R(O!1,0) 
仍 是 一 个 旋转 变换 , 且 旋 转角 不 变 . 同 理 可 证 ， 


T(y)R(O,0) 也 是 一 个 旋 角 为 9 的 旋转 变换 . 图 1 4 7 
定理 1.4.3 设 0,、0;,、.0; 是 平面 x 上 不 共 
的 三 点 , 0. > 0(7 一 1,2,3). 如 果 0 十 0 十 03 二 2X， 有. R( O03,83)R(O,, 


90,) R(O1,01) = 7 为 恒 等 变换 , 则 有 

l 1 1 

F001 O01 020; 二 了 co， < OQ» 0 0 二 7 03 
证 明 由 RCO3,03)R(03,05)R(O1,01) = 了 及 0 + 0,+ 0 = 2r 知 


03010, = 
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R(O,,0,)R(O1,0) 一 民 R-ICO3 03) 二 R(O;, 一 03) 二 
R( O03,2rn - 0,) 二 R(O3,01 + 0,) 
于 是 ,由 例 1.4.1(1) 的 证 明 过 程 即 知 


03010; = 广 91, 六 010203 = 二 0， 
x 02030 = -3(0 + 0) = 70 
定理 1.4.4 设 48、CD 是 平面 r 上 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 相等 线段 , 则 
存在 平面 x 的 一 个 旋转 变换 R( 0 ,6) ,使 得 48B -从 CO CD 
证 明 ”如 图 1.4.8,1.4.9 所 示 , 设 线段 4C 的 垂直 平分 线 为 1, 则 4 CC. 
设 B82 B', 则 CB' = 4B = CD. 再 设 线段 BD 的 垂直 平分 线 与 直线 1 交 于 0， 
则 0B' = 0B = 0D, 所 以 ,0C 为 线段 DB' 的 垂直 平分 线 , 从 而 书 > Dp. 这 


说 明 4B 5D、 CD .但 由 定理 1.4.1(3), 有 


S(OC)S(1) = R(O,2 4 (1,0C0)) = ROO， AOC) 


RLUDO, AOC) 
故 4B 一 一 一 -> CD. 


图 1.4.8 图 1.4.9 


下 面 的 定理 1.4.5 给 出 了 用 轴 反 射 变换 刻画 三 线 共 点 或 互相 平行 的 一 个 
结果 . 

定理 1.4.5 平面 上 的 三 条 直线 Ll,、l; 共 点 或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 
是 S(43)S(42) 5S(4) 仍 是 一 个 轴 有 反射 变换 . 其 中 两 直线 重合 时 既 可 视 为 平行 ， 
也 可 视 为 相交 . 

证 明 ”必要 性 . 设 三 直线 i 、l、43 共 点 0( 图 1.4.10) ,由 定理 1.4.1 知 

SC(13)S(12) = R(O,0) 
因 点 0 在 1 上 ,由 定理 1.4.2, 可 设 R(0,8) = S(1)S(4), 其 中 直线 1 也 过 点 
0 .于 是 
S(l3)S(L,)S(1) = R(O,0)S(L) = 
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[SC1)SCD) SC = SCOLSCID SC(H)| = $(1) 
仍 是 一 个 轴 反 射 变换 . 

若 三 直线 1 、1,、43 互相 平行 (图 1.4.11), 由 定理 1.4.1 知 ,S(13)S(l2) = 
7T(y), 其 中 | 21 1 又 由 定理 1.4.2, 可 设 7(p) = S(1)S(1), 其 中 1/ 
1 .于 是 

SC13)SC12)SCD) = [SGCD)SCOD) SCO) = SCD) 
也 是 一 个 轴 反 射 变换 . 


h i | > Za 


图 1.4.10 图 1.4.11 


充分 性 . 设 S(43)S5(4)S(H) = S(7) 仍 是 一 个 轴 反 射 变 模 .如 果 上 4 与 43 交 
于 一 点 0, 则 由 定理 1.4.1 知 $S(13)S(4b) = R(O0,0), 于 是 R(0,0)S(1) = 
S(D), 有 所 以 

R(O,0) = S(1)S(L) 

从 而 三 也 过 点 0, 妈 三 直线 lb 交 于 一 点 . 

如 果 1 1, 则 由 定理 1.4.1 知 S(0)SCD) = T(y) 是 一 个 平移 变换 ,其 中 
”| 4, 于 是 T(y)S(h) = SO) ,从 而 TFT(y) = SC0)SCD) .这 说 明 w | 六. 故 访 、 
1 、j3 互相 平行 . 

当 4 与 4 重合 时 ,由 定 1.4.5 立即 可 得 . 

推论 1.4.2 设 1 与 1 是 平面 x 上 的 任意 两 条 直线 , 则 S(11)S(1,)S(1) 
仍 是 一 个 轴 反 射 变换 . 

为 了 讨论 平移 变换 与 轴 反 射 变 换 之 积 以 及 旋转 变换 与 轴 反 射 变换 之 积 , 我 
们 还 需 引 进 一 个 新 的 概念 . 

定义 1.4.1 设 i1 是 平面 x 上 的 一 条 定 直 线 ,v 是 平面 上 与 1 平行 的 一 个 固 
定向 量 .如 果 平 面 的 一 个 变换 ,使 得 对 于 平面 x 上 任意 一 点 4 与 其 像 点 4' 的 连 
线段 44' 恒 被 直线 /平分 , 目 向 量 447 在 直线 ! 上 的 射影 恒 等 于 v, 则 这 个 变换 称 
为 平面 x 的 滑动 反射 变换 . 记 作 G(1,v). 其 中 定 直 线 1 仍 称 为 反射 轴 , 定 向 量 v 
称 为 滑动 向 量 . 

按 定 义 , 请 动向 量 为 0 的 请 动 反 射 变换 就 是 轴 反 射 变换 , 即 G(1,0) = 
S(1). 


31 


几何 变换 
与 几何 证 题 


不 难 知道 ,滑动 反射 变换 G(1,v) 是 轴 反 射 变 
换 S(1) 与 平移 变换 TY(y) 的 乘积 ,并 且 这 个 乘积 
还 是 可 交换 的 (图 1.4.12), 即 有 

G(Ll,y) = TC(y)S(L) = S(L) TY) 

由 此 可 知 ,滑动 反射 变换 是 一 个 镜像 合同 变 
换 . 当 滑动 向 量 不 是 零 向 量 时 ,滑动 反射 变换 没有 
不 动 点 , 且 仅 有 一 条 不 变 直 线 一 一 即 反射 轴 . 图 1.4.12 

定理 1.4.6 平移 变换 与 轴 反 射 变换 之 积 (不 
论 顺 序 先后 ) 是 滑动 反射 变换 . 

证 明 ” 设 T(v)、S(1) 分 别 是 平面 x 的 一 
个 平移 变换 与 一 个 轴 反 射 变换 . ? v2 

如 图 1.4.13 所 示 , 设 向 量 v 在 反射 轴 /! 上 A 
的 射影 为 向 量 ,而 mm = vv-vi, 则 vy / 1， 
v2 | 7 有 且 = vt yA T(r) = TOn)， 可 1 
T(y2) = T(y,)Tly1). 由 定理 1.4.2, 可 设 

T(y2) = S(L)S(L) 图 1.4.13 


其 中 ,4 // 1, 始 于 1 终于 1 且 平行 于 v, 的 向 量 为 方 v2. 于 是 
T(v)S(1) = [TO(y)T(v,)1S(1) = 
TC(y)LSCH)S(I)IS() = TCD)SCD ) 
由 yi /L/L 和 ,vi /上 .从 而 由 滑动 反射 变换 的 定义 可 知 
T(y1)S(1) = GL, ) 
故 T(v)S(1) = CC ) 是 一 个 滑动 反射 变换 . 

同 理 , 由 T(y) = 7T(v2) Tly1) 可 证 ,S(W)T(vY) 也 是 一 个 滑动 反射 变换 . 

定理 1.4.7 旋转 变换 与 轴 反 射 变 换 之 积 
(不 论 顺 序 先后 ) 是 滑动 反射 变换 . 

证 明 ” 设 R(0,0)、S(L) 分 别 是 平面 x 的 
一 个 旋转 变换 与 一 个 轴 反 射 变换 . 由 定理 
1.4.2, 可 设 R(0,0) = S(,)S(0), 其 中 、4， 
皆 过 旋转 中 心 0, 且 1 /1( 图 1.4.14). 再 由 定 2 
理 1.4.1, 存在 向 量 v, 使 得 S(11)S(1) = 图 1.4.14 
T(v). 于 是 

R(O,0)S(I) = [S(12)S(L)1S(1) 

SC12)LSC0D)SCO) = S(L) T(r) 
从 而 由 定理 1.4.6 即 知 , R(O0,0)S(1) 是 一 -个 滑动 反射 变换 . 
同 理 可 证 , S(1)R(O,9) 也 是 滑动 反射 变换 . 
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现在 可 以 揭示 平面 上 任意 合同 变换 与 基本 合同 变换 之 间 的 关系 了 了. 

引 理 1.4.1 如果 平 面 x 的 一 个 合 闻 变 换 广 有 两 个 不 动 点 , 则 过 这 两 点 的 
直线 上 的 所 有 点 都 是 合同 变换 f 的 不 动 点 . 

证 明 设 4、B 是 平面 x 的 合同 变换 f 的 两 个 不 动 点 ,P 是 直线 4B 上 任意 
异 于 A、B 的 一 点 .因为 4、8B 是 合同 变换 f 的 两 个 不 动 点 ,于 是 点 P 在 合同 变换 
了 下 的 像 点 既 在 以 4 为 圆心 、4P 为 半径 的 圆 上 ,也 在 以 B 为 圆心 、BP 为 半径 的 
圆 上 ,但 P.4、B 三 点 共 线 ,因而 这 两 个 圆 相 切 于 点 P( 图 1.4.15,1.4.16), 这 说 
明 点 P 在 合同 变换 f 下 的 像 点 就 是 点 P, 即 点 PP 是 合同 变换 f 的 不 动 点 . 故 直 线 


图 1.4. 15 图 1.4.16 


定理 1.4.8 至 少 有 两 个 不 动 点 的 合同 变换 或 是 恒 等 变 换 , 或 是 轴 反 射 变 
换 . 

证 明 ” 设 平 面 x 的 一 个 合同 变换 f 有 两 个 不 动 点 4、B, 由 引 理 1.4.1, 过 
A、8 两 点 的 直线 1 上 的 所 有 点 都 是 f 的 不 动 点 .在 平面 x 上任 取 一 个 不 在 直线 1 


上 的 点 C, 设 C4> C'. 若 C = C, 则 了 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 4、8、C, 由 推 
论 1.2.3 即 知 f = 了 是 恒 等 变 换 . 若 C'  C ,在 直线 1/ 上任 取 一 点 已 , 因 已 是 合 
同 变 换 了 的 不 动 点 ,所 以 PC' = PC ,从 而 ! 为 线段 CC' 的 垂直 平分 线 .再 由 轴 反 
射 变 换 的 定义 即 知 , 扩 = SC ) 是 轴 反 射 变换 . 
定理 1.4.9 至少 有 一 个 不 动 点 的 镜像 合同 变换 是 轴 反 射 变 换 . 

证明 设 平 面 x 的 一 个 镜像 合同 变换 广 有 
一 个 不 动 点 4. 在 平面 x 上 任 取 一 个 异 于 4 的 
点 8, 设 8 一 >B'. 若 B= 8, 则 8 也 是 f 的 -- 个 
不 动 点 ,从 而 镜像 合同 变换 f 有 两 个 不 动 点 ,由 
定理 1.4.8 即 知 ,f 是 一 个 轴 反 射 变换 . 若 B' zx 
B ,如 图 1.4.17 所 示 , 设 线段 BB' 的 垂直 平分 线 | 
为 1 由 4B' = 4B 知 ,点 4 在 直线 1 上 .再 在 1 上 图 1.4.1 


任 取 一 个 异 于 4 的 点 C, 设 CC 一 >C', 则 入 4B'C' 与 人 ABC 镜像 合同 . 但 
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全 4B'C 与 全 4BC 镜像 合同 ,所 以 ,全 4B'C' 与 人 4B'C 真正 合同 ,从 而 C' = C， 
即 C 为 的 一 个 不 动 点 .再 由 定理 1.4.8 即 知 ,f 是 平面 x 的 一 个 轴 反 射 变换 . 
定理 1.4.10 平面 x 的 任意 一 个 真正 合同 变换 都 可 以 表示 为 两 个 轴 反 射 
变换 之 积 . 
证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 真正 合同 变 
换 , 如 果 f = 1 是 恒 等 变 换 , 则 了 f= S(1)S(CI) 是 
两 个 轴 反 射 变 换 之 积 ,其 中 直线 1/ 可 以 在 平面 r 
上 任意 选取 ;如 果 f 不 是 恒 等 变 换 , 则 了 至少 有 


一 个 非 不 动 点 4 , 设 4 一 >4' ,线段 44' 的 垂 吾 4 
平分 线 为 (图 1.4.18), 则 有 4' 4, 因而 点 图 1418 


4 是 变换 g = SC )j 的 一 个 不 动 点 .显然 g 是 
一 个 镜像 合同 变换 ,由 定理 1.4.9 即 知 ,2 是 一 个 轴 反 射 变 换 . 设 g = S$S(1,), 即 
SC = SC02), 放 = 5S(4)S(4) 是 两 个 轴 反 射 变换 的 乘积 . 

定理 1.4.11 平面 x 的 任意 一 个 镜像 合同 变换 都 可 以 表示 为 三 个 轴 反 射 
变换 之 积 . 

证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 镜像 合同 变换 .在 平面 x 上 任 取 一 条 直线 7， 
作 轴 反射 变换 S(4). 因 5S(4) 也 是 平面 x 的 镜像 合同 变换 ,所 以 ,g = S(1)f 
是 一 个 真正 合同 变换 .由 定理 1.4.10,g 可 以 表示 为 两 个 轴 反 射 变换 之 积 . 设 
g =S(l2)S(43), 即 S(H)f= S(L2)S(B3), 丰 f= S$S(L1)S(l)S(43) 是 三 个 轴 反 
射 变换 之 积 ， 

综合 定理 1.4. 10 与 定理 1.4.11 即 得 如 下 定理 . 

定理 1.4.12(D'Alembert) 平面 x 上 的 任意 合同 变换 都 可 以 表示 为 不 多 
于 三 个 轴 反 射 变换 之 积 . 

由 于 两 个 轴 反 射 变换 之 积 或 是 一 个 平移 变换 ,或 是 一 个 旋转 变换 ,于 是 由 
定理 1.4. 10 立即 可 得 如 下 定理 . 

定理 1.4.13 平面 x 的 真正 合同 变换 或 是 平移 变换 ,或 是 旋转 变换 . 

又 由 定理 1.4.6 与 定理 1.4.7 知 ,真正 合同 变换 与 轴 反 射 变换 之 积 是 滑动 
反射 变换 ,于 是 由 定理 1.4.11 即 得 如 下 定理 . 

定理 1.4.14 平面 x 的 镜像 合同 变换 或 是 轴 反 射 变换 ,或 是 滑动 反射 变 
换 . 

至 此 ,我 们 已 将 平面 x 上 的 合同 变换 与 基本 合同 变换 的 关系 彻底 弄 清 

-AP [平移 变换 
真正 合同 变换 | se 

铀 反射 变换 
滑动 反射 变换 


合同 变换 
镜像 合同 变换 | 
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严格 地 讲 ,滑动 反射 变换 包含 了 轴 反 射 变换 ,从 而 平面 x 上 的 镜像 合同 变 
换 只 有 滑动 反射 变换 .但 因 轴 反射 变换 是 最 基本 的 合同 变换 ( 另 两 个 基本 合同 
变换 都 可 以 表示 为 办 反射 变换 之 积 ) ,所 以 我 们 还 是 将 轴 反 射 变换 列 了 出 来 . 

定理 1.4.15 若 两 个 三 角形 镜像 合同 , 则 其 对 应 顶点 的 连 线段 的 中 点 在 
一 直线 上 . 

证 明 ”如 图 1.4.19,1.4.20 所 示 , 设 公 ABC 与 公 4'B'C' 镜像 合同 , 则 存在 


一 个 镜像 合同 变换 /使 得 人 4BC 一 > 入 4B'C' .由 定理 1.4.14,f 为 轴 反 射 变 


换 或 滑动 反射 变换 ,因而 其 对 应 顶点 的 连 线 段 的 中 点 都 在 反射 轴 上 . 即 三 线段 
A4’'、BB'、CC' 的 中 点 在 一 直线 上 . 


图 1.4.19 图 1.4.20 


例 1.4.3 梯形 4BCD 的 两 腓 4B 和 CD 相等 ,将 公 4BC 绕 点 C 旋转 某 一 
角度 得 到 全 4'B'C. 求 证 :线段 4'D、BC、B'C 的 中 点 位 于 同一 条 直线 上 . (第 23 
届 原 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989) 

证 明 如 图 1.4.21 所 示 , 因 全 A'B'C 与 人 4BC 真正 合同 ,而 四 边 形 ABCD 
是 等 腰 梯 形 , 公 4BC 与 人 DCB 镜像 合同 ,所 以 全 4'B'C 与 全 DCB 镜像 合同 .由 
定理 1.4.15 即 知 三 线段 4D、BC、B'C 的 中 点 共 线 . 

例 1.4.4 设 两 个 等 圆 媚 与 T, 交 于 P、Q 两 点 .过 己任 作 两 条 割 线 4B、 
CD ,4 和 CC 在 贺 上 ,8B 和 DD 在 加 上 .求证 :三 线段 4D、BC、P0 的 中 点 共 线 . 
(中 国 国 家 集训 队 测 试 ,2004) 

证 明 ”如 图 1.4.22 所 示 , 设 0 02 分 别 为 图 局 和 本 ,的 圆心 , 因 圆 厂 和 
T, 是 两 个 等 圆 , 所 以 Po 与 010, 互相 平分 .又 04 = 01C = 028 = 0,D， 
LC01h4 = 2 CPA =2 了 DPB = DO1B, 所 以 ,全 014C 与 全 0,DB 镜像 合同 ， 
因而 由 定理 1.4.15, 三 线段 4D、BC、010; 的 中 点 共 线 , 即 三 线段 4D、BC、P0 
的 中 点 共 线 . 
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1.5 自 对 称 图 形 


在 平面 几何 或 日 常生 活 中 ,我 们 经 常会 见 到 各 种 形状 不 同 的 图 形 , 它 经 过 
某 个 合同 变换 ( 非 恒 等 变 换 ) 后 还 是 自身 .也 就 是 说 ,存在 (图 形 所 在 平面 的 ) 一 
个 非 恒 等 的 合同 变换 ,使 得 图 形 在 这 个 合同 变换 下 不 变 . 这样 的 图 形 统称 为 自 
对 称 图 形 . 

首先 我 们 讨论 合同 变换 是 平移 变换 与 滑动 反射 变换 的 情形 . 

定理 1.5.1 有 限 图 形 不 可 能 是 非 恒 等 的 平移 变换 的 不 变 图 形 . 

证 明 ”如 果 平 面 x+ 上 的 一 个 有 限 图 形 是 平移 变换 T(vy)(v yx 0) 的 不 变 图 
形 , 则 由 定理 1.2.7 知 ,T(v) 至 少 有 一 个 不 动 点 ,但 至 少 有 一 个 不 动 点 的 平移 
变换 必 为 恒 等 变换 ,这 与 v 头 0 矛盾 .因此 , 非 恒 等 的 平移 变换 没有 有 限 的 不 变 
图 形 . 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1.5.2 ”有限 狗 形 不 可 能 是 滑动 向 其 非 零 的 请 动 反射 变换 的 不 变 图 
形 . 

由 定理 1.5.1 与 定理 1.5.2 知 ,平移 变换 ( 非 恒 等 ) 的 不 变 图 形 与 滑动 反射 
变换 ( 非 轴 反 射 ) 的 不 变 图 形 都 不 是 有 限 图 形 . 而 我 们 在 日 常生 活 中 所 见 图 形 
部 是 有 限 的 .因此 ,下 面 只 研究 与 旋转 变换 或 轴 反 射 变换 有 关 的 自 对 称 图 形 . 

定义 1.5.1 设 正 是 平面 xz 上 的 一 个 图 形 ,如 果 存 在 平面 x 的 一 个 轴 反 射 
变换 S(7) ,使 得 已 是 9(07) 的 不 变 图 形 , 则 称 玉 是 一 个 轴 对 称 图 形 . 此 时 ,反射 
轴 1 称 为 图 形 F 的 对 称 轴 . 

定义 1.5.2 设 F 是 平面 x 上 的 一 个 图 形 ,如 果 存 在 平面 x 的 一 个 中 心 反 
射 变 换 C(O0), 使 得 下 是 C(O0) 的 不 变 图 形 , 则 称 下 是 一 个 中 心 对 称 图 形 . 此 时 ， 
反射 中 心 0 称 为 图 形 FF 的 对 称 中 心 . 

定义 1.5.3 设 屎 是 平面 xz 上 上 的 一 个 图 形 ,如果 存在 平面 x 的 一 个 旋转 变 
换 RCO,0)(0 < 9 < 2r) ,使 得 下 是 R(O,9) 的 不 变 图 形 , 则 称 严 是 一 个 旋转 对 
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称 图 形 . 此 时 ,旋转 中 心 0 仍 称 为 图 形 忆 的 旋转 中 心 . 旋 转角 0 仍 称 为 旋转 对 称 
图 形 F 的 旋转 角 . 

显然 ,中 心 对 称 图 形 是 旋转 角 为 x 的 旋转 对 称 图 形 . 

如 果 一 个 以 点 0 为 旋转 中 心 的 旋转 对 称 图 形 F 的 旋转 角 的 最 小 正 值 是 
0 一 En 之 2， n 为 正 整数 ) , 令 和 一 人, 则 不 难 知道 ,对 k= 0,1,2,.…,n 一 1 ， 
F 是 R(O,6,) 不 变 图 形 .此 时 ,图 形 下 称 为 ”次 旋转 对 称 图 形 ,而 点 0 则 称 为 
次 旋转 中 心 . 

如 正 n 边 形 是 n 次 旋转 对 称 图 形 ( 图 1.5.1); 正 五 角 星 是 5 次 旋转 对 称 图 形 
(图 1.5.2). 


次 


图 1.5.1 图 1.5.2 
对 称 轴 、 对 称 中 心 .旋转 中 心 统称 为 对 称 元 素 . 
我 们 现在 研究 一 些 简单 图 形 的 对 称 性 . 
1 .线段 的 对 称 性 
线段 显然 是 中 心 对 称 图 形 ,其 对 称 中 心 是 线段 的 中 点 .线段 也 是 轴 对 称 图 
形 , 它 有 两 条 对 称 轴 : 线 段 的 中 垂 线 与 线段 本 身 所 在 直线 (图 1.5.3). 
2. 角 的 对 称 性 
角 是 轴 对 称 图 形 , 它 的 平分 线 所 在 直线 为 其 对 称 轴 . 除 平角 外 , 角 只 有 一 个 
对 称 元 素 一 一 对 称 轴 ( 图 1.5.4). 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 


图 1.5.3 图 1.5.4 
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3. 三 角形 的 对 称 性 

由 于 在 合同 变换 下 ,三 角形 的 边 变 到 对 应 三 角形 的 边 ,所 以 , 欲 使 三 角形 有 
对 称 元 素 , 即 在 某 个 非 恒 等 的 合同 变换 下 ,三 角形 不 变 ,只 能 有 两 种 情形 : 

(1) 一 条 边 不 变 , 另 两 条 边 互 换 ; 

(2) 第 一 条 边 变 到 第 二 条 边 ,第 二 条 边 变 到 第 三 条 边 , 第 三 条 边 变 到 第 一 
条 边 . 

在 前 一 种 情形 下 ,三 角形 为 等 腰 三 角形 或 正三 角形 ;在 后 一 种 情形 下 ,三 角 
形 只 能 是 正三 角形 .于 是 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.5.3 ”有 对 称 元 素 的 三 角形 必 是 等 腰 三 角形 或 正三 角形 . 

等 腰 三 角形 是 轴 对 称 图 形 , 它 有 一 条 对 称 轴 , 即 顶 角 的 平分 线 所 在 直线 
(图 1.5.5). 

正三 角形 既是 轴 对 称 图 形 , 又 是 三 次 旋转 对 称 图 形 . 并 且 有 三 条 对 称 轴 , 即 
正三 角形 的 三 个 顶点 的 平分 线 所 在 直线 . 旋转 中 心 为 三 条 对 称 轴 之 交点 
(图 1.5.6). 


图 1.5.5 图 1.5.6 

4. 四 边 形 的 对 称 性 

与 三 角形 一 样 , 欲 使 四 边 形 有 对 称 元 素 , 则 只 能 在 某 个 合同 变换 下 , 边 变 到 
边 . 

(1) 如 果 四 边 形 的 一 组 对 边 互 变 , 另 一 组 对 边 也 互 变 , 则 四 边 形 的 每 一 个 
顶点 都 变 到 对 顶点 .因而 相应 的 合同 变换 为 中 心 反 射 变换 ,反射 中 心 为 两 对 角 
线 的 交点 .此 时 ,四 边 形 为 平行 四 边 形 ( 包 括 和 矩形 、 萎 形 、 正 方形 ). 

(2) 如 果 四 边 形 的 一 组 对 边 互 换 , 而 另 一 组 对 边 不 变 , 则 不 变 的 边 所 连接 
的 两 个 顶点 互 换 .因而 相应 的 合同 变换 为 轴 反 射 变换 ,反射 轴 为 一 组 不 变 的 对 
边 的 公共 垂直 平分 线 . 此 时 , 当 不 变 的 一 组 对 边 相 等 时 ,四 边 形 为 矩形 (包括 正 
方形 ). 当 不 变 的 一 组 对 边 不 相等 时 ,四边 形 为 等 腰 梯 形 . 

(3) 如 果 四 边 形 的 一 组 邻 边 互 换 , 则 另 一 组 邻 边 必然 也 互 换 , 且 互 换 两 邻 
边 的 公共 端点 不 动 .因而 相应 的 合同 变换 为 轴 反 射 变换 ,反射 轴 为 两 个 不 动 顶 
所 的 连 线 .此 时 ,四 边 形 为 稳 形 (包括 萎 形 .正方 形 )( 一 组 邻 边 相 等 , 另 一 组 邻 边 
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也 相等 的 四 边 形 称 为 筝 形 ). 

(4) 如 果 四 边 形 的 每 一 条 边 都 变 到 邻 边 ,但 不 互 换 , 则 必然 是 第 一 条 边 变 
到 第 二 条 边 ,第 二 条 边 变 到 第 三 条 边 ,第 三 条 边 变 到 第 四 条 边 ,第 四 条 边 变 到 第 
一 条 边 . 相 应 的 合同 变换 为 旋转 变换 ,旋转 角 为 90? 或 - 90? ,旋转 中 心 为 两 对 角 
线 的 交点 .此 时 ,四边形 为 正方 形 . 

综 上 所 述 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.5.4 有 对 称 元 素 的 四 边 形 必 是 下 列 四 边 形 之 一 : 

平行 四 边 形 ,等 腰 梯 形 ,矩形 ,等 形 , 尧 形 ,正方形 . 

平行 四 边 形 是 中 心 对 称 图 形 ,对 称 中 心 为 两 对 角 线 的 交点 (图 1.5.7). 

等 腰 梯 形 是 轴 对 称 图 形 , 对 称 轴 为 上 .下 两 底 公 共 的 垂直 平分 线 ( 图 
1.5.8). 


图 1.5.7 图 1.5.8 


矩形 既是 中 心 对 称 图 形 , 又 是 轴 对 称 图 形 , 它 有 一 个 对 称 中 心 和 两 条 互相 
垂直 的 对 称 轴 . 对 称 轴 为 对 边 公 共 的 垂直 平分 线 ,对 称 中 心 为 两 条 对 称 辅 的 交 
点 (图 1.5.9). 

筝 形 是 轴 对 称 图形 , 对 称 轴 为 (两 组 ) 相等 邻 边 公共 端点 的 连 线 (图 
1.5. 10). 


| 
图 1.5.9 图 1.5.10 


萎 形 既是 中 心 对 称 图 形 ,又 是 轴 对 称 图 形 , 它 有 一 个 对 称 中 心 和 两 条 互相 
垂直 的 对 称 轴 . 两 对 称 轴 即 两 对 角 线 所 在 直线 .对 称 中 心 为 两 对 称 轴 的 交 后 
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(图 1.5.11). 

正方 形 既是 中 心 对 称 图形 , 又 是 轴 对 称 图 形 , 并 且 还 是 旋转 对 称 图 形 . 它 有 
四 条 对 称 轴 : 即 对 边 公共 的 垂直 平分 线 (两 条 ) 与 对 角 线 所 在 直线 (两 条 ) , 相 邻 
两 对 称 轴 的 交角 为 45, 对 称 中 心 与 旋转 中 心 合 一 , 为 四 条 对 称 轴 的 交点 
(图 1.5.12). 


图 1.5.11 
由 此 可 见 , 正 方形 是 对 称 性 最 好 的 四 边 形 . 
5. 圆 的 对 称 性 


圆 是 平面 上 所 有 有 限 图 形 中 对 称 性 最 好 的 图 形 . 圆 既 是 中 心 对 称 图 形 , 又 
是 轴 对 称 图 形 ,也 是 旋转 对 称 图形 . 并且 过 圆心 的 任意 一 条 直线 都 是 它 的 对 称 
轴 ; 圆 心 既 是 对 称 中 心 , 又 是 旋转 中 心 .并 且 在 (0,2x) 内 的 任意 一 个 值 都 可 作 
为 旋转 角 . 

由 以 上 一 些 简 单 图 形 的 对 称 性 ,我们 看 到 ,如果 一 个 图 形 有 两 条 互相 垂直 
的 对 称 轴 , 则 它 有 对 称 中 心 .而 且 有 多 条 对 称 轴 时 ,这 些 对 称 轴 都 交 于 一 点 .这 
些 现象 是 偶然 的 巧合 ,还 是 必然 的 规律 ?下 面 我 们 将 揭示 平面 图 形 的 各 种 对 称 
性 之 间 的 一 些 关 系 . 

定理 1.5.5 ”如果 平面 x 的 一 个 图 形 有 两 条 互相 垂直 的 对 称 轴 , 则 这 两 条 
对 称 轴 的 交点 必 为 这 个 图 形 的 对 称 中 心 . 

证 明 ” 设 下 是 平面 x 的 一 个 图 形 , i、l 是 下 的 两 条 对 称 轴 ,是 1 772, 则 
F 在 轴 反 射 变换 $S(14) 与 S(1,) 下 均 不 变 , 从 而 玉 在 变换 S(1,)S(L) 下 也 不 变 . 
设 六 与 六 交 于 0, 因 刀 | 4, 由 定 埋 1.4.1(3), 有 

S(12)S(1) = R(O,2 ¢ (1,12)) = ROOT) = C(O) 
这 说 明 图 形 FF 在 中 心 反 射 变换 C(O) 下 不 变 . 故 是 一 个 中 心 对 称 图 形 ,F 的 
两 条 对 称 轴 的 交点 为 其 对 称 中 心 . 

定理 1.5.6 如果 平面 x 的 图 形 F 有 两 条 对 称 轴 , 则 1, 关于 1 的 对 称 直 线 
/3 也 是 图 形 F 的 对 称 轴 . 

证 明 ” 先 证 明 等 式 
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SG) = S(L1)S(L)S(L) (1.5.1) 


事实 上 ,如 图 1.5.13 所 示 , 如 果 阴 与 已 交 于 点 0, 则 由 4 4 知 ,也 过 

点 0, 且 (B01) = 坏人 (12). 由 定理 1.4.1(3) 知 
SC(L)S(l3) = R(O,2 4 (13,1)) = R(O,2 ¢ (lH, 12)) 
于 是 由 (63, 有 1) = 多 (42) 即 知 S(L1)S(43) = S(42)S(1), 从 而 
S(L3) = [SC(L)S(L1)JS(L) = 
S(L)LS(L1)S(1))] = SC(1)S(L,) SC) 

故 式 (1.5.1) 成 立 . 

如 果 开 /bb, 则 Vb 在 4 与 453 之 间 , 且 4 到 4 的 距离 与 4 到 1 的 
距离 相等 (图 1.$.14) .于 是 由 定理 1.4.1(2) 知 

SN)SC) = T(y) = S(1,)S(L) 

从 而 式 (1.5.1) 也 成 立 . 


图 1.5.13 图 1.5.14 


再 证 明定 理 1.5.6. 由 于 4 与 1, 都 是 图 形 FF 的 对 称 轴 , 所 以 图 形 F 在 S(14) 
与 S(4,) 下 都 不 变 .因而 由 式 (1.5.1) 即 知 ,图 形 玉 在 S(L) 下 也 不 变 . 故 4 也 是 
F 的 一 条 对 称 轴 . 

定理 1.5.7 ”如果 乎 面 x 上 的 图 形 忆 有 一 条 对 称 轴 7! 和 一 个 对 称 中 心 O , 则 
1 关于 点 0 的 对 称 直 线 1 与 点 0 关于 直线 1 的 对 称 点 0' 也 分 别 是 图 形 下 的 对 称 


轴 与 对 称 中 心 ， 
证 明 ” 先 证 明 如 下 两 个 等 式 
SC) = C(O0)S(1) C(O0) (1.5.2) 
C(O0’) = S(t)C(O)S() (1.5.3) 


事实 上 ,如 图 1.5.15 所 示 , 过 点 0 作 两 条 直线 用 ,4, 使 人/ 1,1 | 71, 则 由 
推论 1.4.1 


C(O) = SC(L)S(1) = SCD)S(L,) (1.5.4) 
由 1 | 7 知 ,S(b)SCL) = S(1)S(4), 因 此 
S(1,)S(11)S(1,) = S(L) (1.5.5) 
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又 因 1 人 全力 及 0 在 二 上 ,所 以 ,1 于 二 六 .从 而 由 式 (1.5.1), 有 
S(L)S(L)S(L) = SC) (1.5.6) 
这 样 , 由 (1.5.4) ~ (1.5.6) 三 式 , 便 得 
C(O)S(I)C(O) = S(1)S(1)S(1) S(L1)S(L) = 
S(L)S(I)S(L) = S(L) 
即 式 (1.5.2) 成 立 . 
S(1) 


再 因 点 0 在 l 上 ,1 1 1,0 一 > 0', 所 以 0' 在 l, 上 ,和 且 设 4 与 1 交 于 点 
01, 则 0 为 线段 00' 的 中 点 (图 1.5.16), 由 定理 1.4.1(2),(3) 知 
S(L)S(L) = T(0'0),S(1)S(L,) = C(O01) 
因而 由 式 (1.5.4) ,有 
S(I)C(O)S(1) = S(1)S(1)S(1)S(1) = C(O01)T(O0'O) 
由 定理 1.4.5 知 ,C(01)7T(0) 是 一 个 中 心 反射 变换 . 进一步 ,由 


0' 0 Yo 和 ,CCONT(COD) 2 C(0'), 故 S(DC(O)S(1) - 


C(O0'), 即 式 (1.5.3) 成 立 . 

于 是 , 因 图 形 FF 在 S(7) 与 C(O0) 下 都 不 变 , 由 式 (1.5.2) 知 ,Ff 在 SC(1) 下 
也 不 变 , 由 式 (1.5.3) 知 ,F 在 C(O0') 下 同样 不 变 . 故 LY 也 是 图 形 F 的 一 条 对 称 
轴 , 而 0 是 下 的 一 个 对 称 中 心 . 


和 1 
| | 

-一 一 一 一 一 (ie i to 

， ,0 
I I 

图 1.5.15 图 1.5.16 
定理 1.5.8 如 有 果 平 面 有 限 图 形 是 -… 个 轴 对 称 图 形 , 则 它 的 所 有 对 称 轴 都 
交 于 一 点 . 


证 明 ” 设 平 面 x 的 有 限 图 形 忆 是 一 个 轴 对 称 图 形 ,! 是 它 的 任意 一 条 对 称 
轴 , 则 图 形 FF 在 轴 反 射 变换 S(1) 下 不 变 . 因 下 是 有 限 图 形 , 由 定理 1.2.7, 图 形 
F 的 重心 G6 是 S(L) 的 不 动 点 .但 轴 反 射 变换 的 不 动 点 都 在 反射 轴 上 ,所 以 ,! 过 
重心 G. 由 /的 任意 性 即 知 ,图 形 FF 的 所 有 对 称 轴 都 交 于 一 点 . 

定理 1.5.9 如果 平面 图 形 有 是 仅 有 n(n > 2) 条 对 称 轴 , 则 这 n 条 对 称 轴 


必 交 于 一 点 , 且 相 邻 两 条 对 称 轴 的 夹 角 为 亚 ， 
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我 们 将 通过 几 条 引 理 完成 定理 1.5.9 的 证 明 . 
引 理 1.5.1 如果 一 个 平面 图 形 恰 有 两 条 对 称 办, 则 这 两 条 对 称 轴 互相 垂 
直 . 
S() 


证 明 ” 设 Lls 是 平面 x 的 图 形 F 的 两 条 对 称 轴 , 且 Li 一 一 43. 由 定理 
1.5.6, 13 也 是 F 的 一 条 对 称 轴 , 且 由 4 不同 于 4, 知 ,43 也 不 同 于 习 . 但 下 只 有 
两 条 对 称 轴 , 所 以 ly = i, 即 氏 是 S(1) 的 一 条 不 变 直 线 .由 定理 1.3.13(2)， 
S(l,) 的 不 变 直 线 或 是 /2 或 与 1 垂直 ,而 li 产 4, 故 必 有 [| 4. 

引 理 1.5.2 ”如果 一 个 平面 图 形 斑 有 且 仪 有 n(n > 2) 条 对 称 轴 , 则 图 形 F 
的 任意 两 条 对 称 轴 都 相交 . 

证 明 ”如果 图 形 F 有 两 条 对 称 轴 是 平行 的 , 设 为 L1、L, 令 


S(12) S( 3) SC ) 
1 一 之 1 b> 人，… >] 


3»，*2 n+l 

由 定理 1.5.6 知 ,如 ,4,…, 44,1 都 是 图 形 F 的 对 称 轴 . 因 ,4s,…, 刀 ,ly1 彼此 
平行 , 且 相 邻 两 条 对 称 轴 的 距离 都 相等 ,因而 这 ”+ 1 条 对 称 轴 彼此 不 同 .这 与 
到 只 有 mm 条 对 称 轴 的 假设 矛盾 . 故 FF 的 任意 两 条 对 称 轴 都 相交 . 

引 理 1.5.3 设 5 是 平面 上 有 限 条 两 两 相交 的 直线 构成 的 集合 .如 果 S 中 
任意 两 条 直线 的 交点 处 至 少 还 有 $ 中 的 另外 一 条 直线 通过 , 则 S 中 所 有 直线 都 
交 于 一 点 . 

证 明 ”假设 $ 中 的 所 有 直线 不 是 交 于 一 点 . 
考虑 S 中 不 同 直线 的 交点 到 5 中 不 通过 此 交点 的 
直线 的 距离 . 因 S 是 有 限 集 , 所 以 5 中 直线 的 交点 
只 有 有 限 个 ,于 是 这 些 距 离 也 只 有 有 限 个 ,其 中 必 
有 一 个 距离 是 最 小 的 . 设 交 点 4 到 直线 1 的 距离 是 
最 小 的 (图 1.5.17), 因 过 点 4 至少 有 5 中 的 三 条 直 
线 , 昌 5 中 任意 两 条 直线 都 相交 , 故 可 设 $ 中 过 点 图 1.5.17 
4 的 三 条 直线 分 别 与 直线 1 交 于 B.C、D 三 点 . 设 点 4 在 1 上 的 射影 为 E, 则 B、 
C、D 三 点 中 至 少 有 两 点 位 于 直线 1 上 点 5 的 同 侧 .不 妨 设 为 C、D 两 点 ,上 且 点 C 
在 ED 之 间 , 此 时 点 C 到 直线 AD 的 距离 < 点 到 直线 4D 的 距离 < AE ,而 
4D 也 是 $ 中 的 直线 ,此 与 4E 的 最 小 性 矛盾 .因此 ,5 中 的 所 有 直线 必 交 于 一 
点 . 

定理 1.5.9 的 证 明 ” 设 平 面 x 上 的 图 形 忆 有 且 仅 有 m(n 二 2) 条 对 称 轴 . 
当 n = 2 时 ,由 引 理 1.5.1 即 知 定理 1.5.9 成 立 , 下 设 n > 3. 

若 图 形 不 的 m 条 对 称 办 中 有 两 条 是 互相 垂直 的 ,由 定理 1.5.$, 这 两 条 垂直 
的 对 称 轴 的 交点 0 是 图 形 正 的- :个 对 称 中 心 . 如 果 图 形 丰 的 ”条 对 称 轴 不 是 交 
于 一 点 , 则 至 少 有 一 条 对 称 轴 不 通过 图 形 FF 的 对 称 中 心 , 设 这 条 对 称 轴 为 1， 


tn-l 
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C(O) 


/一 则 /4, 且 由 定理 1.5.7 知 ,Vr 也 是 图 形 F 的 对 称 轴 ,从 而 图 形 瑚 有 
两 条 互相 平行 的 对 称 轴 ,此 与 引 理 1.5.2 矛 盾 . 因 此 ,图 形 FF 的 n 条 对 称 轴 都 通 
过 FF 的 对 称 中 心 . 故 FF 的 n 条 对 称 轴 交 于 一 点 . 

奢 图 形 下 的 n 条 对 称 轴 中 任意 两 条 都 不 垂直 ,由 引 理 1.$.2 知 , 正 的 任意 两 


条 对 称 轴 都 相交 . 任 取 厂 的 两 条 对 称 轴 1 已, 设 忆 与 已 交 于 点 0.2 工人 此 六, 则 
13 通过 点 0 ,由 定理 1.5.6,13 也 是 下 的 一 条 对 称 轴 . 又 六 与 /2 不 垂直 ,所 以 4， 
既 不 同 于 也 不 同 于 4s. 这 说 明 玉 的 任意 两 条 对 称 轴 的 交点 处 还 有 下 的 另 一 条 
对 称 轴 通 过 .由 引 理 1.5.3,F 的 n 条 对 称 轴 也 交 于 一 点 . 

现在 证 明 F 的 任意 两 条 相 邻 的 对 称 轴 的 夹 角 都 相等 . 

如 果 FF 的 相 邻 两 条 对 称 轴 的 夹 角 不 全 相等 ， 
则 必 存 在 相 邻 三 条 对 称 轴 所 夹 两 角 不 等 . 不 妨 设 
这 三 条 对 称 轴 为 /1、 2 (i, 1,) < 区 (72 ， 


3) (图 1.5.18). 令 ,由 定理 1.5.7,1' 也 
是 FF 的 对 称 轴 ,和 且 有 (bs,11) = (1,4). 因 
而 1 夹 在 与 4 之 间 . 这 与 4 与 43 是 相 邻 的 矛 
导 . 故 下 中 任意 两 条 相 邻 的 对 称 轴 的 夹 角 都 相等 . 
由 于 斑 有 且 仪 有 n 条 对 称 轴 ,因此 ,FF 的 任意 两 条 
相 邻 的 对 称 轴 的 夹 角 是 一 

在 国外 ,人 们 早已 把 图 形 的 对 称 性 纳入 数学 奥林匹克 内 容 , 如 引 理 1.5.1 
就 曾 是 1953 年 举行 的 第 4 届 波 兰 数 学 奥林匹克 试题 .下 面 再 举 几 例 . 

例 1.5.1 证明: 有限 图 形 不 可 能 有 两 个 对 称 
中 心 .( 第 39 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ,1935) 

证 明 如 图 1.5.19 所 示 , 设 平面 x 上 的 图 形 
天 有 两 个 对 称 中 心 01, 0;, 过 01、0; 两 点 的 直线 为 
1. 过 O01 作 直 线 11 | 1, 过 0;, 作 直线 !。| i, 则 由 推 
论 1.4.1, 有 

CO) = S(1)S(1), C(O) = S(L)S(L,) 


， 图 1.5. 
所 以 C(O) C(O) = 00)S(D) 再 设 0 > 2 


0;3, 则 20201 = 0301. 因 A bb ,由 定理 1.4.1(2),S(L)S(l,) = T(2 020)) = 
T(0301) .于 是 

cC(O)C(O)C(CO) = C(O023)S(1)S(L) = C(O0,)T(O030)) 
但 由 定理 1.4.5,C(0,)T(0301) 是 一 个 中 心 反 射 变换 ,而 
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T(030;) Ct( 0,) 


即 0; 是 C(0,)T(0301) 的 一 个 不 动 点 ,所 以 C(0,)T( 0301) = C(O03). 从 而 
有 

C(O)C(ONC(O) = C(O03) 
这 个 等 式 说 明 , 0; 也 是 图 形 下 的 一 个 对 称 中 心 . 同 理 , 设 


CCO3) CO4) C(O.) 


0 一 ”> O04,03—— 7 Os ,O01 On 

则 O04、0s、…、On,i1、… 都 是 图 形 F 的 对 称 中 心 .这 表明 有 无 限 多 个 对 称 中 心 
O01、0，、…、0O,、……. 而 这 些 对称 中 心 都 在 一 直线 上 , 且 相 邻 两 个 对 称 中 心 的 距离 
都 相等 ,从 而 FF 不 可 能 是 有 限 图 形 . 因 此, 有限 图 形 不 可 能 有 两 个 对 称 中 心 . 

1977 年 比利时 数学 奥林匹克 有 一 道 试题 与 例 1.5.1 是 一 回 事 ,只 不 过 换 了 
一 种 说 法 而 已 : 

证 明 :如 果 一 个 平面 图 形 有 一 个 以 上 的 对 称 中 心 , 则 它 必 有 无 穷 多 个 对 称 
中 心 ， 

例 1.5.2 求证: 图形 下 的 任意 一 条 对 称 轴 都 是 图 形 亚 的 所 有 对 称 轴 所 构 
成 的 图 形 6 的 对 称 轴 . (比利时 数学 奥林匹克 ,1978 ) 


证 上 明 ” 任 取 下 的 一 条 对 称 轴 志 .对 CE 中 的 任意 一 点 4 ,由 G 的 定义 , 必 存 在 


F 的 一 条 对 称 轴 /0 ,使 得 4 在 lo 上 . 设 1 [A A’ , 则 4 在 /上 , 且 由 


定理 1.5.4,1 也 是 互 的 一 条 对 称 轴 , 所 以 4 E€ G. 这 说 明 G 是 5(1) 的 不 变 图 
形 , 因 而 1 是 6 的 对 称 轴 . 

例 1.5.3 确定 平面 上 所 有 人 至少 包 含 三 个 点 的 有 限 点 集 $ ,使 其 满足 下 述 
条 件 : 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 点 4、B ,线段 48 的 垂直 平分 线 是 8 的 一 条 对 称 
轴 . (第 40 届 IMO,1999) 

解 ”有 限 点 集 5 作为 一 个 图 形 显然 是 有 限 图 
形 , 由 定理 1.5.6,5 的 所 有 对 称 轴 都 交 于 一 点 . 因 | 
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S 中 任意 两 点 的 连 线段 的 垂直 平分 线 都 是 S 的 对 一 ~ 
称 轴 , 所 以 ,S 中 任意 两 点 的 连 线段 的 垂直 平分 线 


都 交 于 一 点 0. 于 是 ,S 中 所 有 点 到 0 的 距离 都 相 “ | 4 
等 , 即 $ 中 的 点 位 于 以 0 为 中 心 的 一 个 圆 上 ,它们 
构成 一 个 晤 多边形 414…4 (mm = 3) 的 顶点 .现在 图 1.5.20 


考虑 这 个 凸 多 边 形 的 相 邻 三 个 顶点 41、4;、4;( 图 1.5.20). 设 线段 4143 的 垂直 
平分 线 为 !, 因 ! 是 $ 的 一 条 对 称 轴 , 即 $ 在 轴 反 射 变换 S(1) 下 不 变 ,而 直线 
4143 的 一 侧 仅 有 5 的 一 个 点 4 ,所 以 4 必 为 SC) 的 一 个 不 动 点 ,从 而 4;4，= 
4:43. 同 理 


4243 = 4344 = … = 4 14。= 4.41 
因此 ,414,… 4 是 平面 的 一 个 正 n 边 形 .反之 ,容易 验证 ,平面 上 任意 一 个 正 多 
边 形 的 顶点 集 $ 均 满 足 条 件 . 故 $ 是 平面 上 一 个 正 多 边 形 的 顶点 集 . 


习题 ] 


1. 证 明定 理 1.2.2, 推 论 1.2.1, 推 论 1.2.2, 定 理 1.4.2(2) ,定理 1.5.2. 

2. 证 明 ; 如 果 平 面 x 的 一 个 变换 使 得 平面 上 的 任意 一 条 直线 都 是 不 变 直 
线 , 则 这 个 变换 是 恒 等 变换 . 

3. 证 明 :如 果 平 面 x 的 一 个 变换 使 得 平面 上 的 任意 一 个 圆 都 是 不 变 圆 , 则 
这 个 变换 是 恒 等 变 换 . 

4. 如 果 平 面 x 的 一 个 变换 f 满 足 条 件 f。f = 7, 则 称 /是 平面 x 的 一 个 对 合 
变换 .证 明 :f 是 平面 x 的 一 个 对 合 变 换 的 充分 必要 条 件 是 :f 的 逆 变 换 f-! 存 在 ， 
是 f-1-f. 

5. 证 明 : 平 面 x 的 一 个 变换 f 是 合同 变换 的 充分 必要 条 件 是 :f 将 平面 x 的 
任意 一 个 三 角形 变 为 与 之 全 等 的 三 角形 . 

6. 证 明 : 如 果 一 个 圆 是 合同 变换 /的 不 变 圆 , 则 这 个 圆 的 圆心 是 /的 一 个 不 
动 点 . 

7. 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 .如 果 平 面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、B, 使 
得 f(A4) = B,f(B) = 4. 求 证 :f 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

8. 证 明 ; 至 少 有 两 个 不 动 点 的 真正 合同 变换 是 恒 等 变 换 . 

9. 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,平面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、B ,使 得 
f(4) = B,f(B) = 4. 求 证 :线段 4B 的 垂直 平分 线 是 /的 一 条 不 变 直线 . 

10. 证 明 :正三 角形 (包含 内 部 ) 不 可 能 分 成 不 相交 的 合同 的 两 部 分 . 

11. 证 明 : 平 移 向 量 平 行 于 一 条 定 直 线 的 所 有 平移 变换 构成 的 集合 作成 平 
移 群 的 一 个 子 群 . 

12. 设 平面 x 的 变换 f 既是 平移 变换 又 是 旋转 变换 ,证 明 ;f 必 为 恒 等 变换 . 

13. 证明: 平移 变换 T(y)(v zz 0) 没有 不 变 圆 . 

14. 证 明 :一 个 圆 是 非 恒 等 的 旋转 变换 的 不 变 圆 当 且 仅 当 圆心 是 旋转 中 心 ; 
一 个 圆 是 轴 反 射 变换 的 不 变 圆 当 且 仅 当 圆心 在 反射 轴 上 . 

15. 证 明 :至 少 有 一 个 不 动 点 的 真正 合同 变换 是 旋转 变换 . 

16. 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,日 平面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、B, 使 
得 FA4) = B,f(8) = 4. 证 明 : 

(1) 车 f 是 真正 合同 变换 , 则 是 中 心 反射 变换 ; 

(2) 若是 镜像 合同 变换 , 则 了 是 轴 反 射 变换 . 

17. 设 /是 平面 x 的 一 个 合同 变换 , 且 f-， = f, 证 明 : 
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(1) 若 /是 真正 合同 变换 , 则 /是 恒 等 变换 或 中 心 反 射 变 换 ; 

(2) 若 /是 镜像 合同 变换 , 则 /是 轴 反 射 变 换 . 

18. 证明: 奇数 个 中 心 反 射 变换 之 积 仍 是 一 个 中 心 反 射 变换 ;偶数 个 中 心 友 
射 变换 之 积 是 一 个 平移 变换 . 

19. 设 Lb、43 是 平面 上 的 任意 三 条 直线 , 令 pg = S(1)S(1,)S(43). 证 明 : 
9* 是 一 个 平移 变换 . 

20. 设 Lb 是 平面 x 上 任意 两 条 直线 .求证 :S(12)S(C) = S(1)S(4) 当 
月 仅 当 i 了 或 i 与 /2 重合 . 

21. 设 T(y)、R(O,9)、S(7) 分 别 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 旋转 变换 和 轴 
反射 变换 .证 明 : 

(1D)T(-y)S(DT(V) 与 (0, -90)S(1)R(O,0) 都 是 平面 x 的 轴 反 射 变 
换 ; 

(2)S(71)T(v)S(1) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 ; 

(3)S(CD)RCO,0)S(01) 是 平面 x 的 一 个 旋转 变换 . 

22. 证 明 :T(v)R(O,90)(9 zz 0) 是 一 个 旋转 变换 , 且 旋 转角 不 变 . 

23. 设 v | 1, 证 明 :T(y)S(D) 与 S(1)7T(v) 都 是 轴 反 射 变换 . 

24. 设 点 0 在 直线 1 上 .证 明 ;R(O,0)S(7) 与 S(1)R(O,0) 都 是 轴 有 反射 变 
换 . 

25. 已 知 平面 上 的 一 条 直线 1 不 在 直线 ! 上 的 一 点 O 以 及 任意 一 点 4. 证 
明 :只 利用 轴 反 射 变 换 S(1) 和 以 点 0 为 旋转 中 心 的 旋转 变换 , 即 可 以 将 点 0 
变 为 点 4. (第 19 届 原 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985) 

26. 证 明 ;S(1)T(v) 与 5(1)R(O,90) 都 是 滑动 反射 变换 . 

27. 证明: 对 于 平面 x 上 任意 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 线段 48 与 CD ,存在 


平面 x 的 一 个 滑动 反射 变换 C(1,p) ,使 4B -< 

28. 利 用 1.4 节 的 相关 知识 证 明 : 

(1) 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 . 

(2) 三 角形 的 三 条 内 角 平 分 线 交 于 一 点 . 

(3) 设 4、B、C、D、E、F 是 加 上 任意 六 点 , 如果 4B // DE,DC // 4F, 则 
BC // EF.( 第 11 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1959) 

29. 利 用 1.4 节 的 相关 知识 证 明 : 若 忆 是 人 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ,分 别 过 
顶点 4、.B、C 作 直 线 1 、 /23 ,使 

大 (4C) = + BAP, + (1,,BA) = ¢ CBP, 4 (13,CB) = + 4CP 
则 了、 、 5 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

30. 设 人 4BC 与 人 4'B'C' 真正 合同 .证 明 ;: 三 线段 44' 、BB' 、CC' 的 垂直 平 
分 线 共 点 或 互相 平行 , (新 加 坡 数 学 奥林匹克 ,1988) 


CD. 
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30 题 图 

31. 设 人 4BC 与 人 4'B'C' 真正 合同 , 1、J、 
KL.MN 分 别 为 BC'、B'C、CA’、C'A、AB'、 
4'B 的 中 点 , 则 万 三、WN 三 线 共 点 . 

32. 设 线段 4B = CD ,但 4B 六 CD. 确 定 具 
有 下 列 性 质 的 点 0 的 几何 位 置 :线段 48 关于 ， 
点 0 的 对 称 线段 是 线段 CD 关于 某 直线 的 对 称 
线段 . (捷克 数学 奥林匹克 ,1968) 31 题 图 

33. 证 明 :如 果 一 个 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 , 且 边 长 为 有 理 数 ,那么 这 个 
八 边 形 有 对 称 中 心 .( 原 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1988) 

34. 设 一 个 平面 图 形 是 某 个 请 动 反射 变换 (滑动 向 量 非 零 ) 的 不 变 图 形 .证 
明 :这 个 图 形 也 是 某 个 平移 变换 的 不 变 图 形 . 

35. 设 平面 图 形 有 一 条 对 称 轴 和 一 个 对 称 中心 , 且 对 称 中 心 在 对 称 轴 上 .证 
明 : 过 对 称 中心 且 垂直 于 对 称 轴 的 直线 也 是 这 个 图 形 的 对 称 轴 . 

36. 设 平面 图 形 既 是 中 心 对 称 图 形 , 又 是 轴 对 称 图 形 , 且 仅 有 有 限 条 对 称 
轴 . 求 证 :或 者 图 形 F 只 有 唯一 的 一 个 对 称 中 心 , 且 所 有 的 对 称 轴 都 通过 这 个 
对 称 中 心 ; 或 者 图 形 F 只 有 唯一 的 一 条 对 称 轴 ,上 且 所 有 的 对 称 中 心 都 在 这 条 对 
称 轴 上 . 

37. 设 平面 图 形 恰 有 偶数 条 对 称 轴 . 求 证 :这 个 图 形 必 为 中 心 对 称 图 形 . 

38. 证 明 : 只 有 奇数 条 对 称 轴 的 平面 图 形 不 可 能 是 中 心 对 称 图 形 . 

39. 设 平面 点 集 $ 有 两 条 对 称 轴 , 其 夹 角 为 9, 且 -< 是 无 理 数 .证 明 :如 果 点 
集 $ 至 少 含有 两 个 点 , 则 $ 必 含 有 无 穷 多 个 点 . (第 21 届 IMO 预选 ,1979) 

40. 设 5 是 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 . 如 果 点 0 是 $ 中 除 一 点 以 外 的 集合 的 
对 称 中 心 , 则 点 0 称 为 集合 $ 的 “ 准 对 称 中 心 ”, 问 :集合 S 可 以 有 几 个 “ 准 对 称 
中 心 ”? 


相似 变换 


A 


平面 几何 中 除了 “全 等 ”这 一 重要 概念 外 ,为 一 个 重要 的 
概念 便 是 “相似 ”. 但 我 们 通常 所 见 到 的 平面 几何 中 的 “相似 ” 
概念 是 立足 于 三 角形 的 , 而 对 于 一 般 图 形 的 相似 并 没有 论 及 . 
其 原因 就 在 于 一 般 图 形 的 相似 要 用 到 相似 变换 . 

相似 变换 是 合同 变换 的 推广 . 


2.1 相似 变换 及 其 性 质 


定义 2.1.1 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 ,如 果 存 在 一 个 大 
于 零 的 常数 &, 使 得 对 于 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B 与 其 在 变 
换 f 下 的 像 点 4'、B' 之 间 , 恒 有 4'B， = k. 4B, 则 称 了 是 平面 
r 的 一 个 相似 变换 . 常数 称 为 相似 系数 (或 相似 比 ). 

特别 地 ， 当 相似 系数 = 1 时 , 相似 变换 即 合同 变换 . 因 
此 , 相似 变换 是 合同 变换 的 推广 ; 反 过 来 说 , 合同 变换 是 相似 
变换 的 特例 . 

定义 2.1.2 对 于 平面 x 上 两 个 图 形 FF'， 如果 存在 平 
面 x 的 一 个 相似 变换 f, 使 得 fF = f(F), 则 称 图 形 下 与 户 相 
似 . 记 作 FF. 

下 面 的 一 系列 定理 中 , 未 给 出 证 明 的 定理 的 证 明 过 程 都 
和 定理 2.1.3 的 证 明 过 程 一 样 , 与 合同 变换 相应 的 定理 的 证 明 
完全 是 类 似 的 , 只 需 将 “合同 ” 或 “全 等 ” 改 为 “相似 ”, 并 注意 
在 证 明 过 程 中 多 了 一 个 相似 系数 “k”. 
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定理 2.1.1 相似 变换 是 一 一 变换 . 

由 此 可 知 , 平面 上 的 任意 一 个 相似 变换 都 是 可 道 的 . 

定理 2.1.2 相似 变换 的 逆 变 换 也 是 相似 变换 ,其 相似 系数 是 原 相似 系数 
的 倒数 ; 两 个 相似 变换 之 积 仍 是 相似 变换 ,其 相似 系数 是 原 两 个 相似 系数 之 
积 . 

定理 2.1.2 说 明 平面 x 上 的 所 有 相似 变换 构成 的 集合 作成 一 个 变换 群 . 这 
个 变换 群 称 为 平面 x 的 相似 群 ， 而 合同 变换 群 则 是 相似 群 的 一 个 子 群 . 

对 于 相似 变换 的 不 变性 质 和 不 变量 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2.1.3 在 相似 变换 下 , 共 线 点 的 像 仍 为 共 线 点 , 且 保 持 点 的 顺序 不 
变 . 

证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 ,4 、B、 
C 是 平面 x 上 共 线 的 三 点 , 且 B 在 4.C 之 间 c % 
(图 2.1.1). 再 设 4.B、C 一 全 ~4 .8 、C'， 则 由 x 
相似 变换 的 定义 有 4'B' = 天. 4B, BC = BC， 1 C 
A'C = kAC. 因 B 在 4、C 之 间 , 于 是 ,4C = 
4B +BC, 从 而 上 .AC=k.AB+k. BC,， 即 图 2.1.1 
4'C' = B+ B'C'. 这 说 明 4'、B'、C' 三 点 也 共 线 , 日 B' 在 4'、C' 之 间 . 换 句 
话说 ,相似 变换 f 不仅 保持 三 点 共 线 的 性 质 不 变 , 而 且 还 保持 共 线 三 点 的 顺序 
不 变 ， 

推论 2.1.1 在 相似 变换 下 ， 直线 的 像 是 直线 ; 射线 的 像 是 射线 ; 线段 的 
像 是 线段 ， 且 线段 的 中 点 的 像 是 对 应 线段 的 中 点 . 

定理 2.1.4 平面 x 的 一 个 变换 f 是 相似 变换 的 充分 必要 条 件 是 : 在 变换 
了 下 , 线段 的 像 仍 是 线段 ， 且 保持 两 线段 之 比 不 变 . 

证 明 ”必要 性 . 由 推论 2.1.1, 只 需 证 明 相 似 变 换 保 持 两 线段 之 比 不 变 即 
可 . 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 ,其 相似 系数 为 k， 对 平面 x 上 的 任意 两 条 


线段 4B.CD. 设 4B 一 全 >4'B', CD 一 + 
C'D -= 天 .CD ,于 是 


C'D', 则 有 4B = 大 .45， 


4'B' .4B 48 
CD CD cD 
即 相似 变 换 保持 两 线段 之 比 不 变 . 


充分 性 . 在 平面 上 任 取 两 个 不 同 的 点 C.D, 设 C.D 一 一 > C'、D'. 对 平 
而 上 任意 本 人 下 辐 的 感人 人 设 4.8- 一 一 ~4、6. 因 / 保 持 两 线段 的 比 不 变 ， 


CCD’. _ -JCD 
所 以 于 是 ,A'’B' = Fp 4B = 天 4B. 记 - 77 = 大 ， 则 有 


2 一 - 名， 
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4'B' = kk， AB. 故 由 相似 变换 的 定义 即 知 , f 是 平面 7 的 一 个 相似 变换 . 

定理 2.1.5 在 相似 变换 下 , 两 直线 的 夹 角 大 小 保持 不 变 . 

推论 2.1.2 在 相似 变换 下 ,两 正 交 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ; 两 平行 直 
线 的 像 仍 是 两 平行 直线 . 

定理 2.1.6 在 相似 变换 下 , 圆 的 像 仍 是 圆 ,， 且 保持 贺 上 点 的 顺序 不 变 . 
像 圆 半径 与 原 圆 半径 之 比 等 于 相似 比 . 

这 些 性 质 表明 ,两 条 线段 之 比 是 相似 变换 的 基本 不 变量 ; 同 素 性 、 结 合 
性 直线 上 点 的 顺序 、 圆 上 点 的 顺序 等 都 是 相似 变换 的 基本 不 变性 质 . 夹 角 是 
相似 变换 的 不 变量 ; 平行 性 . 正 交 性 等 都 是 相似 变换 的 不 变性 质 . 

定理 2.1.7 设 人 4BC 与 公 4'B8'C' 是 平面 x 上 的 两 个 相似 三 角形 ,， 则 存 


在 平面 x 的 唯一 一 个 相似 变换 f, 使 得 公 ABC {> 4'B'C’. 

与 合同 变换 一 样 , 在 相似 变换 下 , 一 -个 图 形 不 仅 变 为 与 之 相似 的 图 形 ， 而 
且 图 形 的 特殊 点 (如 三 角形 的 重心 、 垂 心 、 外 心 、. 内 心 等 ) 也 变 为 其 对 应 图 形 相 
应 的 特殊 点 . 

定理 2.1.8 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 系数 不 等 于 1 的 相似 变换 ， 则 至 少 
含 两 点 的 有 限 图 形 不 可 能 是 f 的 不 变 图 形 . 

证 明 ” 设 F 是 平面 x 的 一 个 有 限 图 形 , FF 至 少 含 有 两 个 不 同 的 点 4、B, 相 
似 变 换 f 的 相似 系数 k x 1. 如 果 Fr 是 f 的 不 变 图 形 , 那么 

(1) 阁 有 > 1, 设 在 相似 变换 f 下 


4 一 4 一 4 一 … 一 4 一 


B—> BI- Bp—:… —B,— … 

因 下 是 /的 不 变 图 形 , 所 以 A;、B(i = 1, 2,…,n,… ) 篆 在 FF 上 ,是 

AB, = k: AB ='"* =k .AB 

而 上 > 1, 所 以 一 + o (nn 一 + % ). 于 是 , 当 n 一 + wm 时 , 4,B. 一 +%. 
这 与 下 是 平面 x 的 有 限 图 形 矛 盾 . 

(2) 若 0 < < 1, 考 虑 了 的 逆 变 换 f -1, 因 /的 不 变 图 形 也 是 三- 的 不 变 图 
形 , 而 此 时 相似 变换 f -! 的 相似 系数 k-! > 1, 由 (1) 知 , F 也 不 可 能 是 平面 x 
的 有 限 图 形 . 

综 上 所 述 , 至 少 含 有 两 点 的 有 限 图 形 不 可 能 是 f 的 不 变 图 形 . 

定理 2.1.8 揭示 了 非 合 同 的 相似 变换 与 合同 变换 的 一 个 本 质 的 区 别 . 

下 面 的 定理 2.1.9 的 证 明 过 程 虽然 较 长 , 但 所 陈述 的 事实 则 突出 了 相似 变 
换 在 平面 几何 中 的 基本 作用 和 重要 地 位 . 

定理 2.1.9 平面 x 上 的 一 个 变换 /是 相似 变换 的 充分 必要 条 件 是 : 在 变 
换 耻 下, 平面 x 上 的 任意 一 条 直线 的 像 仍 是 直线 , 且 任 意 一 个 圆 的 像 仍 是 圆 . 
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证 明 必要 性 已 蕴含 在 推论 2.1.1 与 定理 2.1.6 中 . 下 证 充分 性 . 我 们 分 
6 步 进 行 . 

1 在 变换 ff 下, 平面 x 上 的 任意 两 条 平行 线 的 像 仍 是 两 条 平行 线 . 

事实 上 , 如 图 2.1.2 所 示 , 设 有 .1 是 平面 x 上 的 两 条 直线 ,kh // 1， 且 


一 xp ,1 一 >1. 车 直线 kr 与 1 相交, 设 交点 为 P, 因 P 既 在 直线 如 上 也 


在 直线 上 , 所 以 , 点 PP 的 原 像 既 在 直线 上, 也 在 直线 1 上 , 因而 与 1 有 
公共 点 . 这 与 大 A 1 了 矛盾 . 故 必 有 kV. 


图 2.1.2 

2? 在 变换 f 下 , 平面 x 上 的 任意 两 个 等 圆 的 像 仍 是 两 个 等 圆 . 

事实 上 , 如 图 2.1.3 所 示 , 设 刀 与 了 2 是 平面 x 上 的 两 个 等 圆 . k 和 i 是 它 
们 的 两 条 外 公 切 线 . 在 变换 下, 站 一 也 一 Tk 一 ,1-> 则 蔬 ， 
与 太 , 是 平面 x 上 的 两 个 圆 , kr 与 1! 是 平面 x 上 的 两 条 直线 . 因 在 变换 f 下 ， 
直线 的 像 仍 是 直线 , 圆 的 像 仍 是 圆 , 所 以 圆 的 切线 的 像 是 像 圆 的 切线 . 于 是 ， 
大 与 1 是 圆 广 1 与 太 , 的 两 条 外 公 切 线 . 又 因 卫 与 PP 是 两 个 等 圆 , 所 以 kW/ 
1, 由 1°, kAVT. 即 加 站 | 与 六 ,的 两 条 外 公 切 线 平行 , 因此 , 圆 书 ,与 媚 ? 也 


是 平面 x 的 两 个 等 圆 . 
局 
了 SS p 


图 2.1.3 
3。 设 在 变换 /下 , 圆 卫 的 像 是 圆 忆 ， 则 圆 卫 的 圆心 的 像 是 圆 己 的 圆心 . 


事实 上 , 如 图 2.1.4 所 示 , 设 0 为 圆 了 的 圆心 , 一 全 ", 0 一 >0',， P， 


与 ?是 过 点 0' 且 皆 与 圆 " 相 切 的 任意 两 圆 . 因 在 变换 /下 , 圆 的 像 仍 是 圆 ， 
所 以 , 两 相 切 圆 的 像 仍 是 两 相 切 圆 ,两 相交 圆 的 像 仍 是 两 相交 圆 . 因而 圆 的 原 
像 仍 是 圆 ,两 相 切 圆 的 原 像 仍 是 两 相 切 圆 ,两 相交 圆 的 原 像 仍 是 两 相交 圆 . 于 


k 
! 
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是 , 考虑 圆 户 | 与 一 :的 原 像 与 , 则 本 与 是 过 点 0 且 与 圆 卫 相 切 的 


两 圆 ，P, 与 P 显然 是 等 圆 , 因 有 一 PP 一 由 ,加 了 1 与 
是 等 圆 . 这 说 明 任 意 两 个 过 点 0 且 与 加 1" 相 切 的 圆 都 是 等 圆 ， 因 而 点 0' 必 
为 加 5 的 圆心 . 


也 
图 2.1.4 


4 在 变换 f 下, 平面 x 上 的 任意 两 条 相等 线段 的 像 仍 是 两 条 相等 线段 . 

事实 上 ,如 图 2.1.5 所 示 , 设 4B、CD 是 平面 x 上 的 两 条 相等 线段 . 则 以 4 
为 贺 心 .4B 为 半径 作 贺 | 与 以 C 为 贺 心 、CD 为 半径 的 圆 卫 是 等 圆 . 设 在 变换 
fF,A—>A’,B—>B,C—>C,D>D,TT>TI,T > I). 由 3, 4'、 
C' 分 别 为 圆 局, 与 圆 媚 ?的 圆心 . 由 ,站 | 与 大 ;是 两 个 等 贺 . 而 B' 在 圆 上 ， 


D' 在 圆 上 , 故 4’B” = CD 
( 念 
人 
p B!’ 
D 


图 2.1.5 


5° 设 4B8 、 CD 是 平面 x 上 的 两 条 线段 ， 4B—>A4'B', CD 一 二 -CD 若 
AB > CD, 则 A'B'’ > CD 
事实 上 ,如 图 2.1.6 所 示 , 因 48 > CD, 所 以 , 点 4 在 以 B 为 圆心 .CD 为 


半径 的 圆 厂 外 , 于 是 , 过 点 4 引 圆 的 两 条 切线 上 .1 设 了 一 一 有 ,大 一 人 用， 


1 一 1， 则 由 3, 点 B' 是 圆 的 圆心 . 由 各, 相等 线段 在 变换 f 下 的 像 仍 是 
相等 线段 ， 所 以 ，C'D' 等 于 圆 的 半径 . 但 直线 k* .1 是 圆 F 的 两 条 切线 , 日 
k'、7' 针 过 点 4'. 这 说 明 点 4' 在 圆 玉 外 . 故 4B' > CD 

6 在 变换 下, 平面 x 上 的 任意 两 条 线段 的 比 保持 不 变 . 
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图 2.1.6 


事实 上 , 设 4B、CD 是 平面 上 的 任意 两 条 线段 , 且 4B -二 4 有 7， CD -二 = 


C'D’. 

若 人 = 至 (mn 营 为 正 整 数 ) 是 一 个 有 理 数 , 则 在 线段 48 存在 n - 1 个 
点 A1、42、…*、4,_1, 在 线段 CD 上 存在 m - 1 个 点 C1、C，、…、C_1, 使 得 

AA1 = AiAy =… = A,1B = CC = CC = = CD 

如 图 2.1.7 所 示 , 设 在 变换 f 下 ，A1、4,、…、h,_! 的 像 点 分 别 为 4'1、 
42、 4 1 CC 、 Cl 的 像 点 分 别 为 CC、 Ci. 因 在 变换 f 
下 ,相等 线段 的 像 仍 是 相等 线段 ， 所 以 , 点 4'1、4',、…'、4',_1 在 线段 4'B' 上 
点 CT CC 在 线段 CD 上 ,是 


A'A' = A’ 1A', 二 - = A’, 1B = _ CC 一 CC'， 一 . - CD 
A'B' A'B’ AB 
故 一 . 即 当 售 太古 有 理 数 时 ， 有 pry DD 一 ~ CD: 
B 
An 1 
4 Al 42 
CC 下 所 
Ce Co 
图 2.1.7 
.AB 人 , AB 
若 凶 是 无 理 数 ， 取 两 个 有 理 数 数列 |a,| .1B.1, 使 得 w < 红 < Bp.(n - 
] ， 2 ， 3，， … ) ， 日 
几何 变换 
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liman = limp = Cp (2.1.1) 
因 ansBn(n 一 1 ， 2， 3， *…) 都 是 有 理 数 ， 于 是 由 3? ， 得 
A'B!’ 
Qn < CD < Bn = 工 ， 2， 3， …) 

. . . . A'B' 、、 AB 
从 而 由 limea, = lim B, MN lim a, = lim pb, = pr 再 注意 式 (2. 1.1) 即 得 0 = 
AB 
CD 


至 此 , 由 印 及 定理 2.1.4 即 知 , 变换 f 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 . 

定理 2.1.10 在 相似 变换 下 ,如 果 有 两 个 对 应 三 角形 是 同 ( 异 ) 问 的 ， 则 
它 的 任意 两 个 对 应 三 角形 都 是 同 ( 异 ) 向 的 . 

定义 2.1.3 设 平面 x 的 相似 变换 f 由 两 个 相似 三 角形 全 ABC 与 
和 4'B'C' 确定 , 如 果 个 ABC 与 人 4'B'C' 是 同 向 的 ， 则 称 了 为 平面 x 的 真正 相 
似 变 换 ; 如 果 全 ABC 与 人 4'B'C' 是 异 问 的 , 则 称 了 为 平面 x 的 镜像 相似 变换 . 

定义 2.1.4 设 玉 .到 是 平面 r 上 的 两 个 图 形 , 如 果 存 在 平面 x 的 一 个 真 
正 ( 镜 像 ) 相似 变换 f, 使 得 fF = f(F), 则 称 图 形 FF 与 Fr 真正 (镜像 ) 相似 
(图 2.1.8, 2.1.9). 


OAcIONAG 


图 2.1.8 图 2.1.9 


图 形 下 与 Fr 真正 相似 , 记 作 下 FF; 图 形 下 与 屎 镜 像 相 似 , 记 作 下 号 严 . 

两 图 形 真正 相似 也 称 为 “ 同 向 相似 ”或 “ 顺 相 似 ”, 镜像 相似 也 称 为 “ 反 向 相 
似 ” 或“* 逆 相似 ” 

同样 , 平面 x 上 的 所 有 真正 相似 变换 构成 的 集合 作成 一 个 变换 群 . 这 个 群 
称 为 真正 相似 群 , 它 是 相似 群 的 一 个 子 群 ; 而 运动 群 则 是 真正 相似 群 的 一 个 
子 群 . 

我 们 已 见 到 过 的 变换 群 的 关系 可 表示 为 (箭头 方向 为 子 群 ) 


平移 群 


一 
和 旋转 群 


合同 群 


相似 群 ~ 运动 群 
~ 真正 相似 群 一 
ee 
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2.2 基本 相似 变换 位 似 变换 


位 似 变 换 是 最 基本 的 相似 变换 , 同时 也 是 中 心 反 射 变换 的 推广 . 我 们 用 
回 量 来 刻画 . 

定义 2.2.1 设 0O 是 平面 zx 上 的 一 个 定点 , 大 是 一 个 非 零 常 数 . 如 果 平 面 
Fr 的 一 个 变换 , 使 得 对 于 平面 x 上 任意 一 点 4 与 其 像 点 4' 之 间 , 恒 有 

04 = 下 .04 

则 这 个 变换 称 为 平面 x 的 一 个 位 似 变换 . 记 作 (0,&). 其 中 定点 0 称 为 位 
似 中 心 , 常数 天 称 为 位 似 系数 或 位 似 比 . 

由 条 件 04”= .04 知 ，4'、0、4 三 点 共 线 , 且 当 上 > 0 时 , 点 0 在 线段 
44' 或 4'4 的 延长 线 上 , 点 0 以 上 为 分 比 外 分 线段 4'4( 图 2.2.1). 当 有 < 0 时 ， 
点 0 在 线段 44' 上 ,点 0 以 1 上 | 为 分 比 内 分 线段 4'4 (图 2.2.2). 


(4") (4A) 
4A | A’ 
(k>0) (Kk <0) 
图 2.2.1 图 2.2.2 


位 似 系数 大 于 零 的 位 似 变换 称 为 外 位 似 变换 ; 位 似 系数 小 于 零 的 位 似 变 
换 称 为 内 位 似 变换 . 相应 的 位 似 中 心 称 为 外 位 似 中 心 和 内 位 似 中 心 . 

显然 ，H(O, 1) = 7 为 恒 等 变 换 , 有 GO,，- 1) = C(0O0) 为 中 心 反 射 变 换 . 
位 似 中 心 是 位 似 变 换 的 不 动 点 . 

定理 2.2.1 平面 zx 的 一 个 变换 了 是 位 似 变换 或 平移 变换 的 充分 必要 条 件 
是 存在 常数 上 # 0, 使 得 对 于 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B, 当 4A、B 一 A’'、B' 
时 , 恒 有 ZAPB = 天. 4. 

证 明 ”必要 性 . 当 了 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 时 , 取 k = 1 即 可 . 当 f 是 
平面 xz 的 一 个 位 似 变 换 时 , 设 f= H(0, 月 ). 如 图 2.2.3, 2.2.4 所 示 , 对 于 平 


面 x 上 的 任意 两 点 4.B, 设 4.B 一 > 4'、B', 由 位 似 变 换 的 定义 , OX = 
k. 04, OF = k. O08. 于 是 
A'B’ 二 OB _ O04 - k. 0B- k. OA -= k(COB - 04) 二 k. AB 


一 一 


Bl A’B’ = k.: AB. 
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B’ B 
B A 
OO 
B' 
O 4 4 4 
(XA>0) (Kk <0) 
2.2,3 图 2.2.4 


充分 性 . 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 , 存在 k z 0, 使 得 对 于 平面 x 上 的 任 
意 两 点 4.B, 当 4.B8 一 >4'、B' 时 , 恒 有 A = k. 入 

如 果 上 = 1, 由 定理 1.3.1 即 知 , f 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 . 

如 果 z 1, 在 平面 x 上任 取 一 点 B (图 2.2.3, 2.2.4)， 设 8 一 ~B', 则 
在 平面 + 上 存在 唯一 的 点 0, 使 得 0 = 一 . B$. 因 OF = 下 + BB = 


0 +(k -1) 0 = .0 六 .于 是 , 对 于 平面 x 上 任意 一 点 4, 设 4 一 一 4', 则 
由 假设 ,XB = kA 妨 , 从 而 
04 =- 08-AB =k.0B-k.AB=k.04 
由 位 似 变 换 的 定义 邑 知 , f = H(O0, 上 有) 是 一 个 位 似 变换 . 
由 定理 2.1.7 与 定理 2.2.1 即 得 下 面 的 推论 . 
推论 2.2.1 如果 人 48C 与 人 4'B'C' 
的 对 应 边 分 别 平 行 或 重合 , 则 存在 一 个 平 
移 变 换 或 位 似 变换 f, 使 得 下 面 的 推论 . 
AABC— A> AA'B'C 
证 明 ”由 假设 , 存在 非 零 常数 k, 使 得 8 


BC =k.BC 
CA =k.CA 
APB =k.Ab 


当 = 1 时 , 显然 在 平移 变换 T(447) 下 , 人 4BC -> 人 4'BC (图 2.2.5). 
当 有 送 1 时 ,由 定理 2.2.1 的 充分 性 的 证 明 即 知 , 存在 一 个 以 天 为 位 似 系数 的 
位 似 变换 于 (O， 有 ,使 得 人 ABC 人 人 和 4BC (图 2.2.6, 2.2.7). 

定理 2.2.2 位 似 变 换 是 真正 相似 变换 . 

证 明 ” 设 H(O, 上) 是 平面 x 的 一 个 位 似 变 换 . 对 于 平面 x+ 上 任意 两 点 4、 


H(O,k 一 -一 — 
\ ) A’'、B’,， 则 由 定理 2.1.1 知 ， A'B' 一 上 让、 AB, 所 以 A'B!’ 二 


B, 设 A、B 
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1k1. 4B. 从 而 H8(O0,〖) 是 一 个 相似 变换 ,日 相 似 系数 为 1 天 |， 


B’ ed 
~ ~ 
~ pi 
( 一 这 一 一 一 ~ C 
~、 
A ~ 
~ 
B 
A' 
(kK>0, 1) (大 <0) 
图 2.2.6 图 2.2.7 


又 在 平面 + 上 取 一 个 以 位 似 中 心 0 为 顶点 的 人 0O4B , 并 设 4.B -全 Ce 
4A'.、B', 则 有 O04 = k. O04, 0B” = kk. 0B, 所 以 x 4'0B， = x 40B, 于 是 ， 
全 A'0B' 中 全 A0B (图 2.2.3, 2.2.4). 故 H(O, 上) 是 一 个 真正 的 相似 变换 ， 

由 于 位 似 变 换 是 相似 变换 ， 因 而 位 似 变 换 具 有 相似 变换 的 一 切 不 变性 质 
和 不 变量 . 

无 论 是 由 定义 2.2.1, 还 是 由 定理 2.2.2 与 定理 2.1.1 都 可 得 到 ; 位 似 变换 
是 可 北 的 . 

由 道 变 换 与 位 似 变 换 的 定义 即 得 下 面 的 定理 . 

定理 2.2.3 ”位 似 变 换 的 逆 变换 也 是 位 似 变换 , 且 位 似 中 心 不 变 , 位 似 系 
数 是 原 位 似 系数 的 倒数 

位 似 变 换 HH(O,〖) 的 道 变换 记 作 已 -1(0,， 4)， 定理 2.2.3 表明 

1 (0O, k) = H(O, k-!) 
定理 2.2.4 在 位 似 变 换 下 , 任 一 条 直线 边 为 与 之 平行 或 重合 的 直线 . 
证 明 设 H(O0, 上 有) 是 平面 x 的 一 个 位 似 变 换 , /是 平面 + 上 的 一 条 直线 . 


H(O, Ek) H(O,E) 


设 1 1!',，A4A、B 是 直线 1 上 的 两 个 不 同 的 点 , A4、B A'、B', 则 4'、 
B' 沸 在 直线 1 上 . 由 定理 2.2.1 知 , 4 户 = kA 妃 ,由 此 即 知 1 // 1, 或 1 与 
1 重合 . 

定理 2.2.5 位 似 中 心 是 位 似 系 数 不 等 于 1 的 位 似 变 换 的 唯一 不 动 点 ; 一 
条 直线 是 位 似 系 数 不 等 于 1 的 位 似 变换 的 不 变 直 线 , 当 且 仅 当 这 条 直线 过 位 似 
中 心 ， 

证 明 设 H(O, 上) 是 平面 x 的 一 个 位 似 变 换 . 

(1) 显然 , 位 似 中 心 0 是 位 似 变 换 H(O,) 的 一 个 不 动 点 . 如 果 异 于 位 似 
中 心 0 的 点 4 也 是 (OO, 有 ) 的 一 个 不 动 点 , 则 有 04 = 有. 04, 于 是 = 1， 
从 而 H(0O,k) = H(O, 1) = /为 平面 x 的 恒 等 变换 . 因此 , 位 似 系 数 不 等 于 
1 的 位 似 变 换 没有 异 于 位 似 中 心 的 不 动 点 . 


58 


Geometric transformations and their applications 


(2) 当 直 线 ! 过 位 似 变换 豆 (0, 有 ) 的 位 似 中 心 0 时 , 由 位 似 变 换 的 定义 
即 知 ! 是 H(O, 上) 的 不 变 直 线 . 
H(O,k) 


反之 , 设 直 线 是 位 似 变 换 H( OO, 有)(k zz 1) 的 不 变 直 线 , 即 1 一 一 一 > 1. 


在 1 上 任 取 异 于 位 似 中 心 0 的 一 点 4, 设 4 4', 则 4’ 仍 在 直线 上 , 且 
由 (1) 知 ，4' < 4, 所 以 4、4' 是 直线 1 上 的 两 个 不 同 的 点 . 但 由 位 似 变换 的 定 
义 ， 4' .0.4 三 点 共 线 , 故 点 0 也 在 直线 1 上, 即 直线 1 过 位 似 中 心 . 

定义 2.2.2 设 F 与 所 是 平面 + 上 的 两 个 图 形 , 如 果 存在 平面 x 的 一 个 


位 似 变换 五 ( 0, 8) ,使 得 玉生 > 严 ， 则 称 图 形 与 位 似 , 或 严 是 图 形 
F 的 位 似 图 形 . 此 时 , 位 似 中 心 0 也 称 为 图 形 下 与 图 形 所 的 位 似 中 心 
(图 2.2.8,2.2.9). 


图 2.2.8 图 2.2.9 


由 位 似 变 换 的 定义 立即 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 2.2.6 ”两 位 似 图 形 的 对 应 点 的 连 线 共 点 . 

现在 讨论 两 个 位 似 变换 的 乘积 . 

定理 2.2.7 设 H8(0i1, 有 ) 与 已 (0 ， kk,) 是 平面 x 的 两 个 位 似 变换 , 那么 

(1) 当 kz 关 1 时 ,HH( Os，,，k2)H(Oi, 后 ) 仍 是 一 个 位 似 变换 , 且 积 的 位 似 
系数 等 于 两 因子 的 位 似 系数 之 积 , 积 的 位 似 中 心 与 两 因子 的 位 似 中 心 在 一 条 
直线 上 ; 

(2) 当 kz = 1 时 ,，H( Ok2) 8(O1, ki) 是 一 个 平移 变换 , 日 平移 向 量 平 
行 于 两 因子 的 位 似 中 心 的 连 线 . 

证 明 ”对 于 平面 x 上 任意 两 点 4、B8, 设 


H(O,,ki) H(O,, ks) 
AB—— > A'B’—— >» AP’ 


则 由 定理 2.2.1,A4B = .AB,APB = pp: AB, UAB = kik,: AbB. 
(1) 当 有 12 关 工 时 (图 2.2.10, 2.2.11), 由 定理 2.2.1, 在 平面 x 上 存在 一 
点 0 ,使 得 
H(Os, ky)H(OI,k) = HC(O, kikz) (2.2.1) 
仍 是 一 个 位 似 变换 ， 
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ra -一 
pe ~ B -一 一 -一 
- 一 一 AA" 一 一作 人 
oe 二 一 一 一 一 -@- 一 一 考 一 一 一 一 一 > — Se 
O) O O O: A” A 0 
图 2.2.10 图 2.2.11 


H( O01, hi) H( O02;, ka) 


设 0 一 一 一 > 0', 则 0’' 一 一 一 > 0, 因而 0'、01、0 三 点 共 线 ，0 、0，、 
0' 三 点 共 线 . 故 0、01、0; 三 点 共 线 . 
(2) 当 k= 1 时 (图 2.2.12, 2.2.13), 有 4 记 = 她 .由 定理 1.3.1， 在 
平面 x 上 存在 向 量 v, 使 得 
H(Os, ks)H(OiI, k1) = T(y) 


是 一 个 平移 变换 . 


-17 > > 
图 2.2. 12 图 2.2. 13 
一 一 一 w 一 一 和 一 一 一 和 -一 一 0O A” 
因 OI = 0A, OF = hb: OF, 而 hk, = = 二 ， 
2 


于 是 44” /010;. 但 445 = y, 故 vy/ 010). 
当 kik2 关 1 时, 我 们 可 以 直接 根据 01 、.0;、kj、k; 确定 等 式 (2.2.1) 中 点 0 

的 位 置 . 即 有 
O00 二 Ei ” O010, (2.2.2) 


、 H( 0O,, k») -一 一， 一 一 和 — > 
事实 上 ， 设 0 -一 一 一 > 人 ， 则 有 00”1 三 k» * O00] = 一 k» . O102. 于 


是 由 式 (2.2.1), 有 
O01 二 O010, 十 OO 二 CN 0 一 k2 “ 010, 二 


(1 - kk) O10, = (ji - 1) OO 
因此 OO" 二 CO 十 OO 1 二 kk “ 0O01, 即 OO 一 kk2 * O01. 
、 H(O, ki) H(O,, k,) 
对 于 平面 上 任意 一 点 4, 设 4 一 一 一 > 4 一 一 一 > 4”, 则 由 定理 2.2.1 
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与 位 似 变换 的 定义 ， 有 
OA = ks* 0O4 = kiks>* O14 


于 是 由 
O00 = kk O00 


得 
OF = 00% + OR = kk O00 + hk: Oh = 
kik2( OO! + 014) = kik2* 04 
由 位 似 变换 的 定义 即 得 式 (2.2.1). 故 点 0 由 式 (2.2.2) 所 确定 . 
定理 2.2.8 平移 变换 与 位 似 系 数 不 等 于 1 的 位 似 变换 之 积 (不 论 顺 序 先 
后 ) 是 一 个 似 变 换 ， 生 位 似 系数 不 变 . 
证 朋 ” 设 7T(v) 与 H(O0,) 分别 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 与 一 个 位 似 变 


T(rv) ， 


换 ,， 如 图 2.2.14,2.2.15 所 示 ， 对 平面 上 的 任意 两 点 4、B, 设 A、B 一 一 > A'、 


H(O,k > 一 和 -和 ~ 3 和 
有 余人 则 由 定理 2.2.1, 有 7 访 = 稍 , A -下 .这 所 以 


水 访 = k. 外 .再 一 次 由 定理 2.2.1 即 知 , 存在 点 0 , 使 得 
H(O, k)T(v) = H(O,, k) 
是 一 个 位 似 变 换 ， 且 位 似 系 数 仍 为 . 


图 2.2. 14 图 2.2.15 


同 理 可 证 ，7T(y)H(O, 上 有) 也 是 一 个 位 似 系 数 仍 为 上 的 位 似 变 换 . 
由 定理 2.2.7 与 定理 2.2.8, 用 数学 归纳 法 立即 可 得 如 下 定理 . 
定理 2.2.9 设 H(O1, 有 )，H(032， 局 ),…，H(0O0,，k) 是 平面 x 的 
n(n 宇 2) 个 位 似 变 换 ， 则 
(1) 当 有 Ap 和 闫 1 时, 在 平面 x 上 存在 一 点 0, 使 得 
H(O1, ki)H(O2, k2)°-* H(O,, ka) = H(O, kik2'*k,) 
仍 是 一 个 位 似 变 换 ; 
(2) 当 kk2… k= 1 时 , 在 平面 x 上 存在 向 量 y, 使 得 
H(O:1, Ek)H(Os, k2)* H(Oi,, ka) = TOy) 
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是 一 个 平移 变换 ， 
2.3 ”位 似 旋 转变 换 


本 节 讨 论 一 个 非常 重要 的 真正 相似 变换 一 一 位 似 旋转 变换 , 并 由 此 弄 清 
楚 平 面 上 的 所 有 真正 相似 变换 . 

定义 2.3.1 设 0 是 平面 x 上 的 一 个 定点 , 9 是 一 个 定 角 (有 向 角 ) ,天 是 
一 个 大 于 零 的 常数 .如 果 平 面 x 的 一 个 变换 , 使 得 对 于 平面 上 任意 一 点 4 与 其 
像 点 4' 之 间 , 恒 有 

(1)04' = 大 .0O4; 

(2) 404' = 0. 
则 这 个 变换 称 为 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 . 记 
作 S(O, ,9). 其 中 定点 0 称 为 位 似 旋 转 中 心 ， 
常数 上 称 为 位 似 系数 或 位 似 比 , 定 角 9 称 为 旋转 
角 ( 图 2.3.1). 

由 定义 可 知 ， 位 似 旋转 变换 实际 上 是 位 似 中 ”天 一 4 
心 与 旋转 中 心 重合 的 位 似 变换 与 旋转 变换 之 积 ， 
并 且 这 个 乘积 还 是 可 交换 的 ,， 即 有 图 2.3.1 

S(O,k,0) = H(O,k)R(O,0) = R(O,0)H(O,k) 

由 此 可 见 , 位 似 旋 转变 换 是 可 道 的 .如果 记 S(O0 ,有 k，09) 的 道 位 似 旋转 变 

换 为 S$-1(O, k, 9 ), 则 有 
S-1(O, k, 0) = S(O, k-!1, 9) 
显然 
S(O,1,09) = R(O,0) 
S(O, k, 0) = H(O, £) 
S(O, k, x) = H(O, -k) 

故 旋转 变换 与 位 似 变换 都 可 以 统一 于 位 似 旋转 变换 之 中 . 

与 旋转 变换 一 样 , 我 们 也 一 般 将 位 似 旋 转变 换 的 旋转 角 限 定 在 (- r, x ] 
或 [0, 2x ) 内 取 值 . 

由 于 位 似 旋转 变换 是 位 似 变换 与 旋转 变换 之 积 , 因此 , 根据 位 似 变 换 与 
旋转 变换 的 性 质 便 可 导出 位 似 旋转 变换 的 性 质 . 

定理 2.3.1 位 似 旋转 变换 是 真正 相似 变换 . 

证 明 ” 设 S(O,〖, 9) 是 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 , 因 S(O0, kk, 9) = 
H(O, 有 )R(O, 0), 上 且 R(O, 9) 与 H(O,) 均 为 平面 x 的 真正 相似 变换 , 故 
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S(O0, ,9) 是 平面 x 的 一 个 真正 相似 变换 . 
下 面 的 定理 2.3.2 的 证 明 需 要 用 到 一 条 引 理 . 
引 理 2.3.1 到 两 定点 的 距离 之 比 等 于 定 比 (六 1) 的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 
证 明 ”如 图 2.3.2 所 示 , 设 4、B 为 两 定 


点 , 4 ( #1) 是 一 个 常数 , 点 满足 条 件 54 = 
4. 不 失 一 般 性 , 设 * > 1, 再 设 C.D 分 别 是 线 
段 48 的 内 分 点 写 外 分 点 , 且 4C = A ，* CB， 
4D = 4 BD, 则 C.D 都 合 于 所 设 条 件 . 对 于 
合 于 条 件 而 不 在 直线 4B 上 的 任意 一 点 P， 办 


PA 4C AD _ 
pp = CB = DB， 由 三 角形 的 内 、 外 角 平 分 线 判 图 2.3.2 


定 定 理 即 知 ，PC 、PD 分 别 为 4PB 的 内 角 平 分 线 与 外 角 平 分 线 . 于 是 PC 上 
PD. 从 而 点 PP 在 以 CD 为 直径 的 圆 上 . 
反之 , 设 忆 是 以 CD 为 直径 的 加 上 蜡 于 C、D 的 任意 一 点 , 过 点 B 作 P4 的 


平行 线 分 别 交 直 线 PC、PD 于 E、F, 则 有 S86 = 各 = 名 = 各 ,所 以 ,本 =- 


BF, 因而 B8 为 EF 的 中 点 , 但 PE | PF, 而 直角 三 角形 的 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 


边 的 一 半 , 所 以 ，PB = BE, 于 是 5 = BE = 人 8 = 4. 即 点 尸 合 于 条 件 ， 


综 上 所 述 , 合 于 条 件 的 点 P 的 轨迹 是 以 CD 为 直径 的 圆 . 

引 理 2.3.1 所 述 之 圆 称 为 以 4、B 为 定点 、4 为 定 比 的 Apollonius 圆 , 简称 阿 
氏 圆 . 

定理 2.3.2 平面 x 的 一 个 变换 f ( 非 恒 等 ) 是 位 似 旋 转变 换 的 充分 必要 条 
件 是 : 存在 常数 (kk > 0) 和 0, 有 = 1 与 9 = 2nx (nn 为 整数 ) 不 同时 成 立 ， 


且 对 于 平面 x 上 的 任意 两 点 4、8, 当 A、B 一 >4'、B' 时 , 恒 有 4'B' = 大 .4B， 
且 (4B, 4'B') = 0. 

证 了 明 必要 性 . 设 5(0,k,9) 是 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 ， 显 然 ， 
k=1 与 9 = 2nr(n 为 整数 ) 不 同时 成 立 , 否则 ，S(0,k,9) = 了 为 恒 等 变 换 ， 


S(O,k,0) 


和 矛盾 . 对 平面 x 上 任意 两 点 4、B, 当 4.B8 一 一 一 > A’、B' 时 . 因 S$S(0,， 


、 R(O,8 ， 
9) = H(O, k)R(O, 0), 于 是 , 设 A.B 全 Ce 4 8 则 4 、B 一 全 > 


A'、B'. 由 定理 1.3.11,，4;B = A4B, x (4B, 4A1B1) = 0. 又 由 定理 2.2.1， 
AB = .A1Bi, 所 以 4'B = 大 .458. 再 注意 上 > 0 即 知 之 (4B, 4'B' ) = 
(4B, 41B81) = 0( 图 2.3.3, 2.3.4). 

充分 性 . 设 f 是 平面 x 的 一 个 变换 , 存在 k( 局 >0) 和 08, 当 =1 与 9 = 
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2nx(n 为 整数 ) 不 同时 成 立时 , 对 于 平面 + 上 的 任意 两 点 4、B, 当 4、B 一 人 > 
A'、B' 时 , 恒 有 4’B' = :AB, 有 昌 之 (4B, 4A'B') = 0. 
若 上 = 1, 则 98 产 2nx (n 为 整数 ), 由 定理 1.3.11 即 知 
f= R(O,0) = $C(O0,1,9) 


B’ B' B 
~、、 1 
BN jy B BI~ ~、 A /a 
\ SA 
、\ 
A 4 
如 


一 ~ ~AP 
\、 Ha 
% 
一 、 91 .34 
7 ~ 9, 
Ww 
0 O 
图 2.3.3 图 2.3.4 


苟 上 有关 1, 可 设 0 三 0 < 2x. 

当 0 = 0 时 , 条 件 “4'B' = 有. 4B, 是 x (4B, 4'B') = 9” 等 价 于 “A4'B” -= 
k. AB”. 由 定理 2.2.1 即 知 f = H(0, k) = S(O0, 有, 0) 是 一 个 位 似 旋 转变 
换 . 

当 0 = x 时 , 条 件 “4'’B' = 大. 4B, 且 (4B, A'B') = 90” 等 价 于 “AB -= 
- k. AB”. 同样 由 定理 2.2.1 即 知 f = H(O, -有 ) = S(0, 有 ,x ) 是 一 个 位 
似 旋转 变换 . 

当 98 0 且 6 xx 时, 不妨 设 0 < 0 < x( 必 
要 时 重新 规定 角 的 正 问 ). 在 平面 x 上 任 取 一 


点 B8, 设 8- 人 >B'. 车 B' = B, 则 取 0 -= 8. 
若 B' zz B, 在 平面 x 上 作 以 B' 与 有 为 定点 
为 定 比 的 阿 氏 圆 以 及 以 BB' 为 弦 . 定 角 为 0 的 
马 形 弧 ( 图 2.3.5). 设 阿 氏 圆 与 号 形 弧 交 于 0 
(点 0 是 唯一 的 一 一 注意 角 有 方向 )， 则 有 
0B' = k.0B, 且 x BOB' = 0. 对 平面 上 任 


意 一 点 4(A 声 B), 设 4-4>4'. 车 4 = 0, 则 由 4'B' = :4B, 4 (4B， 
A'B') = 0 = BOB' 即 知 4 = 0. 若 4 zz 0, 设 直 线 4'B' 与 4B 交 于 P. 如 
果 P = 0, 则 0、4、B 三 点 共 线 ,0 、4'’、B' 三 点 共 线 , 由 4'B = kk， 48， 
0B' = k . 0B, + (4B, 4’B') = 0 =x BOB' 即 知 04' = 大 04,， 
大 404 =0 (图 2.3.3). 如 果 P 六 0, 则 由 六 (4B, 4'B')= 0 = 大 BO8' 知 ， 
0、B、P、B' 四 点 共 圆 (图 2.3.4), 于 是 x 0B'’A’ = 0BA. 义 4'B' = 上 上: 4B, 
0B' = k. 0B, 所 以 个 0B'A'’ 内 人 0BA. 从 而 04'’ = kk:04, BA'O = 


图 2.3.5 
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区 B40, 这 样 O0、.4、P、4' 四 点 也 共 圆 , 故 x 404' = (4B, 4'B') = 0. 无 
论 哪 种 情形 都 有 04 = kk . 04，x 404' = 9. 由 位 似 旋 转变 换 的 定义 即 知 
f= S(O0, ,09) 是 一 个 位 似 旋转 变换 . 


定理 2.3.3 设 4.B -于 0 4 8 ， 直线 4B 与 41B' 交 于 点 P, 则 0、 
P、 4、4' 四 点 共 圆 ,0 、P、8、8’ 四 点 共 圆 . 

证 明 如 图 2.3.6, 2.3.7 所 示 , 由 定理 2.3.2, 大 4P4' = 0 = 六 404’'， 
改 0O、P、.4、4’ 四 点 共 圆 . 同 理 ，0 、P、B、B' 四 点 共 圆 . 


4 一 < 
AAA 
/ 有 NA 
| {、\ fn 


图 2.3.6 图 2.3.7 


、 、 StO,k,0) AA’ 
2.3. 有 一 一 一 一 > 见 ’ 
推论 2.3.1 设 4.B , 则 有 27 = 5， 且 文 (44'， 


BB') = 广 408. 又 若 直 线 44' 与 BB" 交 于 点 记 ， 则 O、P、4、 刀 四 点 共 圆 ，O、 
P、4’、B' 四 点 共 圆 . 


证 明 如 图 2.3.8, 2.3.9 所 示 , 因 A4、B 
0 一 大 404 ， 从 而 
大 408 = * 4 08 + 大 BOB' = + A'OB + 大 404” = ¢ AOB 


+ A0B) 下 , A—> B, A’ 于 是 由 定理 2.3.2 即 得 , 上 且 (44’,， BB'’) = 
+ AOB. 


S(O,k,0) 


A'、B', 所 以 BOB’ = 


图 2.3.8 图 2.3.9 


SCO,08 


:O04’ * AOP) 


若 直 线 44' 与 BB' 交 于 点 P( 图 2.3.10,2.3.11), 则 因 4 、4， 
B8B、B', 由 定理 2.3.3 即 知 0O、P、4、B 四 点 共 圆 ，0、P、4' 8' 四 点 共 圆 . 


图 2.3.10 图 2.3.11 


定理 2.3.4 设 S(t01, ki, 9 的 ) 与 S(0;,, 和 ,，9,) 是 平面 x 的 两 个 位 似 旋 
转变 换 , 那么 
(1) 当 kk2 关 1 或 91 + 909， 关 2nx(n 为 整数 ) 时 
S(O2, k2, O03) S(O1, ki1, 01) 
仍 是 一 个 位 似 旋 转变 换 ， 且 积 的 位 似 系 数 等 于 两 因子 的 位 似 系数 之 积 , 积 的 
旋转 角 等 于 两 个 因子 的 旋转 角 之 和 ， 即 存在 点 0, 使 得 
S(O, ks, O25) S(O1, ki, 01) = S(O, ki ks, O01 + DO) 
(2) 当 kk2 = 1 且 01 + 0; = 2nx(n 为 整数 ) 时 
S(O2, k2, 02) S(O1, k1, 01) 
是 一 个 平移 变换 . 即 存在 向 量 vy, 使 得 
S(O02, ka, O03) S(O1, ki, 01) = Tp) 
证 明 ”对 于 平面 x 上 的 任意 两 点 4、B, 设 


4A.B S(O1, ki,01) 4 Lp S( 02, ka, 02) pr 


由 定理 2.3.1, 4B = 有 48 = kiks*: AB, + (AB, A'B') = 0, + (4A'B’, 
4BP") = .因此 , 4"B = kk 4B, 量 
+ (AB, A’B’) = + (4B, AB)++ (A4B'’, A'B) = 0+ 0, 
于 是 ， 由 定理 2.3.1 即 知 , 当 jj < 1 或 0+ 0 “2nr(n 为 整数 ) 时 
(图 2.3.12), 存在 点 0, 使 得 
S(O3, ks, 02) S(O1, ki1, 01) = S(O, kiks, O01 + 0,) 
仍 是 一 个 位 似 旋转 变换 ,其 位 似 系数 为 kk,, 旋转 角 为 9 + 9,; 
当 jk2 = 1 且 01 + 9, = 2nx(n 为 整数 ) 时 (图 2.3.13), 因 A4”B” = 4B， 
(4B, 4"B” ) = 2nx, 所 以 水 序 = 外 ,由 定理 1.3.1 即 知 , 存在 向 量 v, 使 
得 
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S(O0,, 大 > ， 6,) S(O), 天 1 ， 01) 二 T(vy) 
是 一 个 平移 变换 . 


图 2.3. 12 图 2.3.13 


完全 仿照 定理 2.3.4 的 证 明 , 可 以 得 到 关于 多 个 位 似 旋转 变换 之 积 的 同 
样 的 结论 . 即 有 如 下 定理 . 

定理 2.3.5 设 S(01, ki, 01)、S(O0,, kp，0;)、…、S(0,, ，0 ) 是 平面 
z 的 n(n = 2 ) 个 位 似 旋转 变换 ， 则 

(1) 当 和 说 友 关 1 或 01 + 02+… + 9, 关 2kn( 上 为 整数 ) 时 , 在 平面 
r 上 存在 一 点 0, 使 得 

S(O1, £1, 01)S(O2, ks, 02) … S(O,, hk,, 0,) = 
S(O, ki ka ka, Ol1 + Or7+ … 二 0, ) 

仍 是 一 个 位 似 旋转 变换 ; 

(2) 当 丰 1 所 = 1 且 01+ 0,+… +0, = 2krn( 上 为 整数 ) 时 , 在 平面 x 
上 存在 向 量 vy, 使 得 

S(Oi, ki, 01)S(O0,, k2, 9) … SOD ,8) = T(y) 

是 一 个 平移 变换 ， 

因 旋 转变 换 是 位 似 旋 转变 换 中 位 似 系数 为 1 的 特例 , 于 是 由 定理 2.3.5 即 得 

推论 2.3.2 设 R(O1, 91)、R(O,, 0,)、…、R(O,, 0,) 是 平面 x 的 n(n > 
2) 个 旋转 变换 ， 则 

(1) 当 01 + 902 +… + 0, 关 2kn(k 为 整数 ) 时 , 在 平面 x 上 存在 点 0, 使 
得 

R(Oi1, 0.)R(O;, 0,) '… R(O,, OO) = R(O,, O01 + 0 + + 0,) 
仍 是 一 个 旋转 变换 ; 

(2) 当 0+ 思 +…+0 = 2krn( 上 为 整数 ) 时 , 在 平面 x 上 存在 向 量 v, 使 
得 

R(O1, O01) R(O,, 05)°…R(O,, 0,) = T(y) 

是 一 个 平移 变换 . 
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推论 2.3.2 即 定理 1.3. 15. 

定理 2.3.6 相似 系数 不 等 于 1 的 真正 相 
似 变 换 必 为 位 似 旋转 变换 . 

证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 真正 相似 变 
换 ， 相似 系数 为 k(k > 0, 丰 二 1). 如 图 2.3.14 
所 不 ， 在 平面 x 上 任 取 两 点 P.Q, 设 ， 


P.0 一 xP 0',， 则 PO = PO， 记 
(PO, P'Q0’ ) = 0. 
对 于 平面 x 上 任意 两 点 4、.8, 设 4、.B8 一 人 >4'、B'. 因为 /是 一 个 真正 相似 


变换 , 所 以 , 4'B' = .4B, 且 4P0O' =y4p0,y4PB' -< 4PB, 注 
意 


图 2.3.14 


+ (4B'’, A'P') =- 大 (4P，4) 
庆 (PO，4P) =-+ (4AP, PQ) 
于 是 
(AB, A'B') = + (AP, AB ) + (AB, A'’B')++ (A'B', A'P’) = 
* (AP, A'P') = + (AP, PO) + (PO, PO')+ 
(PQ', A'P') = + (PO, P'Q’) 
即 有 x (4B, 4'B') = 六 (POPO') = 9. 这 就 是 说 , 存在 常数 k( 上 > 0， 
k 头 1) ， 9, 使 得 对 平面 + 上 的 任意 两 点 4、B, 当 4.B ->4'、B' 时 , 恒 有 
4'B' =k.AB, 日 x (4B, 4'B') = 0. 由 定理 2.3.2 即 知 , 在 平面 x 上 存在 一 
点 0, 使 得 f = S(O0, 有 ,09) 是 一 个 位 似 旋转 变换 . 
易 知 , 位 似 旋 转 中 心 是 位 似 旋 转变 换 ( 只 要 不 是 恒 等 变换 ) 的 唯一 的 不 动 
点 ， 因 而 定理 2.3.6 说 明 , 相似 系数 不 等 于 1 的 真正 相似 变换 必 有 唯一 的 一 个 
不 动 点 . 不 难 知道 , 除 位 似 变换 外 , 位 似 旋转 变换 没有 不 变 直 线 . 
当 平 面 x 上 的 两 个 图 形 下 .有 真正 相似 ,而 其 相似 系数 又 不 等 于 1 时 ,由 


定理 2.3.6, 存在 一 个 位 似 旋转 变换 S(0, ,0), 使 得 > Fr. 这 时 ， 
位 似 旋 转 中 心 0 称 为 图 形 F 与 Fr 的 顺 相 似 中 心 . 

如 果 我 们 知道 两 个 图 形 真 正 相 似 , 其 相似 系数 又 不 等 于 1, 怎样 确定 这 两 
个 图 形 的 顺 相 似 中心 呢 ? 定理 2.3.3 告诉 我 们 ， 只 要 知道 两 对 对 应 点 即 可 . 

事实 上 , 设 4、4’ 与 B、B' 是 两 个 真正 相似 图 形 亚 、 严 上 的 两 对 对 应 点 . 当 
4'B' // 4B 时 , 直线 44 与 BB 的 交点 0 即 图 形 玉 、 严 的 顺 相 似 中 心 . 当 
A'B' 冰 48 时, 如 图 2.3.15, 2.3.16 所 示 , 设 直线 4'B' 与 4 有 交 于 点 已 , 则 由 定 
理 2.3.3，@(P44' ) 与 @(PBB' ) 的 第 二 个 交点 0 即 图 形 、F' 的 顺 相 似 中 心 . 
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图 2.3.15 图 2.3.16 


定理 2.3.7 设 48 和 CD 是 平面 + 上 的 任意 两 条 线段 , 则 存在 平面 x 的 
一 个 平移 变换 或 位 似 旋 转变 换 , 使 得 4B -> CD. 
证 明 ” 当 48 与 CD 同 向 平行 且 相 等 或 同 向 共 线 旦 相等 时 , 显然 存在 一 个 


T(r) 


平移 变换 T(v ), 使 得 48 一 一 CD; 当 48B 与 CD 反 向 平行 且 相 等 或 反 向 共 线 日 
相等 时 ， 则 存在 一 个 位 似 变换 HH(0O，- 1)( 即 中 心 反 射 变换 C(0)), 使 得 
AB 0 一 1 CD; 如 果 4B ] CD 或 4B 与 CD 共 线 , 但 48 < CD, 则 容易 证 
明 存 在 一 个 位 似 变换 太 (0O， 上), 使 得 48 下 > CD; 如 果 4B 水 CD, 如 图 
2.3.17, 2.3.18 所 示 , 设 直线 4B 与 CD 交 于 P, (4CP) 与 @(BDP) 交 于 P、 
0 两 点 , 则 < 0OCD = 048, x CDO = x 4ABO, 所 以 , 人 0OCD 中 人 04B， 


， S(O,k,0 
浆 BOD = 类 40C. 于 是 , 设 CD =k 和 :AB, A0C = 0， 则 有 4B 6% CD. 


图 2.3.17 图 2.3.18 


定理 2.3.8 设 公 4'B'C' 中 全 4BC，, 其 中 4、4' 在 直线 11 上， B、B' 在 直 
线 1, 上 , C、C' 在 直线 站 上, 且 1] 0. 若 且 与 1 05 相交, 则 直线 B'C' 与 BC 
交 于 全 4'B'C' 与 人 4BC 的 怖 相似 中 心 0. 且 着 姬 与 ;43 分 别 交 于 P、Q 两 点 ， 
则 全 0P0Q 与 人 4BC 镜像 相似 . 

证 明 “如 图 2.3.19 所 示 , 设 0 是 人 4'BC' 与 人 4BC 的 顺 相 似 中 心 ， 则 
存在 位 似 旋 转变 换 S(O，k，0), 使 得 


S(O,k,0) 


个 ABC 人 A'B'C 
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由 定理 2.3.3 
+ AOB = + (44’, BB')=+ (lh, 1,) 
+ COA = (CCC, A4) = + (bs, 1) 
而 lf B33, PL + AOB + CO0h4 = 坟 (0 2)+ 太 (00) = 180P, 因此 , B、 
0、C 三 点 共 线 ， 即 点 0 在 直线 BC 上 . 同 理 , 点 0 也 在 直线 B'C' 上 , 换 句 话 
说 ,直线 B'C' 与 BC 的 交点 是 全 4'B'C' 与 人 4BC 的 相似 中 心 . 又 因 4 .PB、 
0 四 点 共 圆 ，C、0、4、0 四 点 共 圆 . 于 是 
+ OPO = + OPA = 0BA =yCB4 = -4BC 
+ POO = A00 = ACO = ACB = -+ BCA 
故人 OPo 与 人 4BC 镜像 相似 . 
推论 2.3.3 设 公 4'B'C' 中 全 4BC, 其 中 4、 4 在 直线 上 上，B 、B' 在 直 
线 岂 上 ，C、C' 在 直线 1 上, 且 员 2 AP, 则 点 4 在 直线 BC 上 的 射影 
即 人 4'B2C' 与 人 4BC 的 相似 中 心 0. 
证 明 ”如 图 2.3.20 所 示 , 由 定理 2.3.8, 全 A'B'C' 与 人 4BC 的 相似 中 心 
0 在 直线 BC 上 . 又 4P 1 PB, 4、P、.B、O 四 点 共 圆 , 所 以 40 | BC， 即 
从 4A'B'C' 与 人 4BC 的 相似 中 心 0 是 点 4 在 直线 BC 上 的 射影 . 


图 2.3.19 图 2.3.20 


例 2.3.1 设 ABCD 和 4'B'C'D' 是 同一 国家 同一 区 域 的 两 幅 正 方形 地 图 ， 
但 按 不 同比 例 尺 画 出 , 并 且 重 笃 如 图 2.3.19 所 示 . 求证 : 小 地 图 上 有 且 只 有 一 
点 0, 它 和 大 地 图 上 表示 同一 地 点 的 0' 重合 . (第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ， 
1978) A' 

证 明 如 图 2.3.21 所 示 , 显然 ,正方形 
ABCD 和 4'B'C'D' 同 向 相似 ,， 且 相似 比 kk = 


4 人 、1, 由 定理 2.3.6, 存在 一 个 位 似 旋转 变 


D' 


S(O0, k,0) 


换 S(O, ,9), 使 得 正方 形 4BCD 
正方 形 4'B'C'D'. 因 正 方形 4BCD 与 正方 形 
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A'B'C'D’' 一 个 在 另 一 个 内 部 , 所 以 , 点 0 一定 在 正方 形 4BCD 内 部 . 由 于 位 似 
旋转 中 心 是 非 恒 等 的 位 似 旋转 变换 的 唯一 的 不 动 点 . 故 点 0 无论 作为 小 地 图 
上 的 点 , 还 是 作为 大 地 图 上 的 点 ,都 表示 同一 地 点 . 

例 2.3.2 边 长 为 x 的 正三 角形 的 三 个 顶点 都 在 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 的 
边 上 . 求 x 的 所 有 可 能 的 值 . (第 39 届 瑞 典 数学 奥 林 匹 元 ，1999) 

解 。” 当 正 三 角形 的 三 个 项 点 都 在 正方 形 的 边 上 时 , 则 三 个 顶点 至 少 要 涉 
及 正方 形 的 三 边 ( 包 括 边 的 端点 ). 设 4BCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 , 不 妨 设 正 
全 POR 的 三 个 项 点 P.Q\R 分别 在 正方 形 4BCD 的 边 4B、CD、D4 上 
(图 2.3.22), 所 有 这 样 的 正 全 POR 都 是 同 向 相似 的 . 设 其 中 一 个 与 人 POR 的 
顺 相似 中 心 为 0, 因 全 POR 是 正三 角形 , 由 推论 2.3.3，0O 是 Po 的 中 点 , 且 由 
定理 2.3.6, 公 0D4 是 一 个 正三 角形 , 因而 PQ 的 中 点 0 是 一 个 定点 . 

显然 , 当 Po V BC 时 ，Po 最 短 , 此 时 PO = BC = 1. 而 当 Po 有 一 个 端 
点 与 B 或 C 重 合 时 ，Po 最 长 , 此 时 PO = sec 1$ = V6 -V2. 故 * 的 所 有 可 
能 的 值 构成 区 间 [1, V6 - V2]. 

本 题 与 我 国 1978 年 首次 举行 的 全 国 高 中 数学 联赛 第 2 试 的 最 后 一 道 试题 
本 质 上 是 一 样 的 (仅仅 将 求 面积 改 成 了 求 边 长 ). 流行 的 解法 是 先 取 Po 的 中 点 
0, 然后 再 证 明 0 是 一 个 定点 . 但 为 什么 会 想到 取 Po 的 中 点 ?中 点 是 怎么 
“ 咒 ” 出 来 的 ? 这 些 问题 都 说 不 清道 不 明 . 而 这 里 从 图 形 的 同 向 相似 的 背景 来 
考虑 两 个 不 同 正 三 角形 的 关系 , 在 推论 2.3.3 的 指引 下 得 到 Po 的 中 点 O 是 非 
党 自然 的 . 

例 2.3.3 设 公 4BC 内 全 4'B'C', 且 其 对 应 边 不 平行 . 再 设 直线 BC 与 
B'C' 交 于 D， 直线 C4 与 C'4' 交 于 E， 直线 4B 与 4'B' 交 于 F. 证 明 : 人 BB'D、 
全 CC'E\ 公 A4'F 这 三 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 

证 明 ”如 图 2.3.23 所 示 , 因 全 ABC 中 全 4h’'B'C', 县 其 对 应 边 不 平行 , 于 
是 , 存在 一 个 位 似 旋 转变 换 S(O0, ,9) (包括 旋 转变 换 , 但 不 包括 位 似 变 换 )， 
使 得 人 4BC 一 > 和 41B'C', 而 人 BB'D .人 CC'E、 信 A4'F 这 三 个 三 角形 的 
外 接 圆 均 通过 位 似 旋 转 中 心 0, 故 它 们 共 点 . 


D 


71 


几何 变换 
与 几何 证 题 


2.4 位 似 轴 反 射 变换 


我 们 在 上 一 节 已 经 把 平面 上 的 真正 的 相似 变换 彻底 弄 清 楚 了 . 为 了 措 清 
楚 平 面 上 的 镜像 相似 变换 ,我们 还 需 讨 论 一 个 具体 的 镜像 相似 变换 ,这 就 是 
位 似 轴 反射 变换 . 

定义 2.4.1 设 0 是 平面 x 的 一 个 定点 , ! 是 过 定点 O 的 一 条 定 直线 ,是 
一 个 大 于 零 的 和 常数. 如果 平面 x 的 一 个 变换 , 使 得 对 于 平面 + 上 任意 一 点 4 与 
其 像 点 4' 之 间 , 恒 有 

(1) 04' = kk. 04; 

(2) ¢ (1, 04’ ) = (04,7) 
则 这 个 变换 称 为 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反射 变 
换 , 记 作 7(0, ,1). 其 中 定点 0 称 为 位 似 中 
心 ; 常 数 天 称 为 位 似 系 数 或 位 似 比 ; 定 直 线 1 及 
过 顶点 0 且 垂 直 于 直线 ! 的 直线 mm 缘 称 为 反射 
轴 , 前 者 称 为 内 反射 轴 ， 后 者 称 为 外 反射 轴 ( 图 
2.4.1). 

由 定义 可 知 , 位 似 轴 反射 变换 是 位 似 变换 
与 轴 反 射 变换 之 积 ， 只 不 过 位 似 中 心 在 反射 轴 图 2.4.1 
上 ,并 且 这 个 乘积 也 是 可 交换 的 ， 即 有 

T(O, k, 1) = H(O, k)S(1) = S(I)H(O, k) 

这 同时 也 表明 位 似 轴 反射 变换 同样 是 可 道 的 ， 如果 记 位 似 轴 反射 变换 

T(O, 上, L) 的 道 变换 为 T-'(O, kk,，1), 则 有 
TI(O, k, 1) = T(O, k-!1, 7) 
不 难 知 道 ， 对 于 位 似 轴 反 射 变换 T( 0, ,1 ) 的 外 反射 轴 m, 有 
H(O, - k) S(m) = S(m)H(O, - k) = T(O, k, /1) 

显然 , 当 上 = 1 时 , 7T(0, 1, 1) = S$S(1) 是 以 1 为 反射 轴 的 轴 反 射 变换 . 
因此 , 位 似 轴 反射 变换 是 轴 反 射 变 换 的 推广 . 

因为 位 似 中 心 是 位 似 变换 的 不 动 点 ， 而 反射 轴 上 的 点 都 是 轴 反 射 变换 的 
不 动 点 , 所 以 , 位 似 中 心 是 位 似 轴 反射 变换 的 不 动 点 . 并 且 当 位 似 系数 不 等 于 
1 时 ,位 似 中 心 还 是 位 似 轴 反 射 的 唯一 的 一 个 不 动 点 . 

下 面 的 定理 2.4.1 ~ 定理 2.4.3 是 位 似 轴 反射 变换 的 几 个 独特 的 性 质 . 

定理 2.4.1 设 T(0, 5，!) 是 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反 射 变换 ,4 .有 是 平 


T(O,k,1) .十 |- 一 
面 x 上 的 两 点 , 且 A4、B A'、B'. 阁 0、4、B 三 点 共 线 , 则 44' / BB'. 
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证 明 ”如 图 2.4.2, 2.4.3 所 示 , 因 0、4、B 三 点 共 线 , 反射 轴 7 既 平 分 
Ah404' ,也 平分 BOB' , 所以，0 、4'、B' 三 点 也 共 线 . 又 由 位 似 轴 反 射 变换 


的 定义 , 有 94- = 5 (= ), 故 A4' // BB'. 


图 2.4.2 图 2.4.3 
定理 2.4.2 设 T(0, 上 ,| ) 是 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反射 变换 ,4、B 是 平 


T(O,k,/) 


面 x 上 的 两 点 , 是 4、B 
B' 四 点 共立. 
证 明 ”如 图 2.4.4, 2.4.5 所 示 , 由 0、4、B' 三 点 共 线 知 0、A'、B 三 点 也 
共 线 . 又 由 位 似 轴 反 射 变换 的 定义 , 有 4 = 8， 所 以 
04. 0B' = 04' . 08 
故 4、B、4' 、B' 四 点 共 圆 . 


A'、B'. 若 0、.4、B' 三 点 共 线 , 则 4、B、A'、 


图 2.4.4 图 2.4.5 
定理 2.4.3 设 7T(0, 上 有, 1)(k 关 1) 是 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反射 变换 ，4 


是 平面 x 上 不 在 其 反射 轴 上 的 任 一 点 , 目 4 -> 4' ,直线 44' 与 内 反射 
轴 1 交 于 P，, 与 外 反射 轴 m 交 于 0, 则 
P4 04’ 


PA “04 
证 明 ”如 图 2.4.6 所 示 , 由 位 似 轴 反射 变换 的 定义 知 ，li、m 分 别 为 
二 404' 的 内 角 平 分 线 与 外 角 平 分 线 (所 在 直线 ), 于 是 由 三 角形 的 内 角 平 分 线 
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性 质 定理 与 外 角 和 平分 线性 质 定理 立即 可 得 
PA _ 04' OA’ 1 
PA = OA = = 
由 于 位 似 轴 反射 变换 是 位 似 变 换 与 铀 反射 变换 的 于 积 ， 因而 容易 由 位 似 
变换 与 轴 反 射 变换 的 性 质 导 出 位 似 轴 反射 变换 的 其 他 一 些 性 质 . 
定理 2.4.4 设 直线 n “0 直线 n',W yn,l) = (lL,n'). 
证 明 ” 因 7(0, ,1) = AH(0,k)S(1), 于 是 , 设 ,0 ni, 则 有 


H(O, k) 


ni n'( 图 2.4.7). 由 轴 反 射 变 换 的 性 质 , 及 (n, [1) = (1, n). 
又 直线 1 过 位 似 中 心 0, 由 定理 2.2.5, 1 是 H(O,) 的 不 变 直 线 , 于 是 由 位 似 
变换 的 性 质 , 有 x 文 (1,， ni) = 了 (1,n). 故 (nn,1)= 娘 (ll,n'). 


图 2.4.6 图 2.4.7 


推论 2.4.1 在 位 似 轴 反射 变换 下 ,与 内 (外 ) 反射 轴 平 行 的 直线 仍 变 为 
写 内 (外 ) 反射 轴 平 行 的 直线 . 
定理 2.4.5 内 、 外 反射 轴 是 位 似 系数 不 等 于 1 的 位 似 轴 反 射 变 换 仅 有 的 
两 条 不 变 直 线 . 
证 明 ” 设 a 是 位 似 轴 反 射 变换 T(O, ,1) (1) 的 一 条 不 变 直线 . 因 
T(O, k, 1) = H(O, k)S(1) 
, H(O,k) S(L) 


二 是, 设 a 一 Ya’, 则 4a 如果 a AI, 则 由 4a 一 > a’ 知 , wo 与 a 


分 布 在 1 的 两 侧 , 但 由 a a 与 > 0 知 , a' 与 a 分布 在 i 的 同 侧 , 予 
盾 . 因而 a 与 ! 必 有 公共 点 , 由 定理 1.3.19, a' 与 a 有 公共 点 , 再 由 定理 2.2.4 
知 ，a” = a, 这 说 明 a 既是 S$(7) 的 不 变 直 线 , 又 是 H(O ,上 上) 的 不 变 直 线 .而 当 
位 似 系数 不 等 于 1 时 ,位 似 变 换 的 不 变 直 线 是 过 位 似 中 心 的 直线 (定理 2.2.5). 
又 由 定理 1.3.18,， 轴 反射 变换 的 不 变 直 线 或 是 反射 轴 ,， 或 是 与 反射 轴 垂 直 的 
直线 , 故 位 似 系数 不 等 于 工 的 位 似 轴 反 射 变换 有 且 仅 有 两 条 不 变 直 线 一 一 内 、 
外 两 条 反射 轴 、 


S(1) 


H(O,k) 
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定理 2.4.6 ”位 似 轴 反射 变换 是 镜像 相似 变换 . 

证 明 “” 因 位 似 轴 反 射 变 换 是 轴 反 射 变换 与 位 似 变 换 之 积 , 轴 反 射 变换 是 
镜像 合同 变换 (当然 也 是 镜像 相似 变换 ), 位 似 变换 是 真正 相似 变换 ， 而 镜像 
相似 变换 与 真正 相似 变换 之 积 是 镜像 相似 变换 ， 故 位 似 轴 反 射 变换 是 镜像 相 
似 变换 . 

定理 2.4.7 设 H(O01, 有) 与 S$(4) 分 别 是 平面 x 的 一 个 位 似 变换 与 一 个 
轴 反 射 变换 , 则 当 了 产 -1 时 , 乘积 S(L1)H(O1,〖) 与 H(O1, 有 )S(1) 均 为 平 
面 x 的 位 似 轴 反射 变换 . 

证 明 ”如 图 2.4.8, 2.4.9 所 示 , 设 点 0; 在 直线 同上 的 射影 为 M. 因 k 
- 1, 所 以 平面 x 上 存在 唯一 的 一 点 0, 使 得 


| 
| 


O00 = Ei OM 
、 H(CO', k) 
设 0 一 一 一 0', 则 有 
O00’ = 天， O10 一 OIM 
方太 方 _F_ {2k 2 2(k - 1) 一 一 ~ 
00' = O00 - 0 = (2 - .01 说 = 人 
”下 = 万 方 
大 =- 5 六 -50 - (1- 和 让 5 六- 全 二 5 六 
所 以 MO’ = 00 - ON =- OF 
SCL) 
故 OO/ 
a 
(Kk<0) 
图 2.4.8 图 2.4.9 
H(O'1,k) SC 
对 于 平面 x 上 任意 一 点 4, 设 4 一 一 一 > 4' 一 一 > yi 则 有 04” = 0'4' = 


151 .04，04" 与 0'4' 关于 直线 1 对称 ,0 4 ] 04. 

1° 当 k > 0 时 (图 2.4.8), 设 过 0 是 与 1 平行 的 直线 为 1, 则 由 0'4' // 04， 
04” 与 0'4’' 关于 直线 4 对称 即 知 , 直线 /平分 404". 由 位 似 轴 反射 变换 的 定 
义 , 得 
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S(L)H(OI, k) = T(O, k, 1) 
2 当 k < 0 时 (图 2.4.9), 设 过 点 0 是 与 4 垂直 的 直线 为 1, 则 0、01、O 
都 在 直线 ! 上, 于 是 ,由 位 似 变 换 与 轴 反 射 变换 的 性 质 ， 有 
大 400' =- 大 40'0 = 004 = 0'04 
即 直 线 ! 平分 人 404”. 由 位 似 轴 反 射 变换 的 定义 即 知 
S(L)H(OI, k) = T(O, -kk, 1) 
综 上 所 述 , 只 要 六- 1，S(L1)H(O1, 有 ) 就 是 一 个 位 似 轴 反射 变换 . 
同样 可 证 ，H(O1, 上 有)S(L)(k 二 - 1) 也 是 一 个 位 似 轴 反 射 变换 . 
位 似 轴 反射 变换 尽管 是 两 个 已 知 变换 一 一 轴 反 射 变换 与 位 似 变换 的 乘 
积 , 但 它 有 一 个 不 动 点 一 一 位 似 轴 反射 中 心 . 更 重要 的 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.4.8 相似 系数 不 等 于 1 的 镜像 相似 变换 必 为 位 似 轴 反射 变换 . 
证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 镜像 相似 变换 ,其 相似 系数 zx 1. 在 平面 x 
上 任 取 一 点 01, 以 01 为 位 似 中 心 ，k-! 为 位 似 系 数 作 位 似 变换 H(O),，k-!)， 
令 g = H(01, k-!) f, 则 g 是 平面 x 的 一 个 镜像 合同 变换 ， 从 而 由 定理 1.4.1 
知 ，g 是 平面 x 的 一 个 滑行 反射 变换 . 因而 可 设 
H(Oi1, k7) f= TS VD 
所 以 
f= H- (O01, £7 )T(y)S(L) = HC(O1, k)T(v)S(L) 
由 定理 2.2.8, 在 平面 x+ 上 存在 一 点 0,, 使 得 H(O1, k)T(v) = H(0,, 有 ). 再 
由 定理 2.4.8, 在 平面 x 上 存在 一 点 0 〇 , 使 得 
H(O;,, k)S(1) = T(O, k, 1) 
故 f = T(0, 天，1) 是 一 个 位 似 轴 反射 变换 , 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
由 于 位 似 中心 是 位 似 轴 反射 变换 (只 要 位 似 系 数 不 等 于 1) 的 唯一 的 不 动 
点 ,因而 由 定理 2.4.8 即 知 ,相似 系数 不 等 于 1 的 镜像 相似 变换 必 有 唯一 的 不 
动 点 . 
综合 2.3 中 的 讨论 , 我 们 得 到 
定理 2.4.9 ”相似 系数 不 等 于 1 的 相似 变换 必 有 唯一 的 一 个 不 动 点 . 
定理 2.4.10 相似 系数 不 等 于 1 的 相似 变换 或 是 位 似 旋转 变换 , 或 是 位 
似 轴 到 射 变 换 . 
至 此 , 我 们 已 将 平面 上 的 相似 变换 彻底 弄 清 : 
合同 变换 之 外 的 相似 变换 只 有 两 种 : 位 似 旋转 变换 与 位 似 轴 反射 变换 . 
定理 2.4.11 设 AB、CD 是 平面 rz 上 的 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 不 相等 线 


T(O,k,1) 


段 , 则 存在 平面 7 的 一 个 位 似 轴 反射 变换 T(O0,〖, ), 使 得 4B 一 一 一 > CD. 
证 明 ”如 图 2.4.10, 2.4.11 所 示 , 设 CD = 有、 AB. 以 为 分 比分 别 内 分 
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线段 C4 与 DB 于 P、.0, 过 P.0 两 点 作 直 线 1， 以 ! 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 


Ss(i 
Ss(L1), 设 4BSe 4 、B'， 则 4' 二 C. 连 4C 交 1 于 点 O0, 则 4'B' = 4B,CD = 


kAB= .4 04 = 04, 08' = 08，! 平分 人 40C,， 1 平分 二 BOB' . 因 

PC = k. PA, 由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 定 理 , 有 0C = 有 .04 = 有 .04 .又 

不 难 证 明 ( 见 例 6.1.4 及 习题 6 第 2 题 ), x (CD, PO) = (PO,，4B), 而 
(4B', PO) = + (PO, AB) 

所 以 4'B' /CD. 而 0C = kk:04', CD = 48 ,因此 和 04'8 忠信 0CD， 

从 而 0、D、B' 三 点 共 线 , 于 是 i! 平分 BOD, 且 0D = kk 0B = kk，0B. 故 


T(O,k,1) 
~ 一 一 一 


图 2.4. 10 图 2.4.11 
如 果 平 面 x 上 的 两 个 图 形 下 与 PP 镜像 相似 , 且 相 似 系 数 不 等 于 1, 则 由 定 


理 2.4.8, 存在 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反 射 变换 7(O, hk, !), 使 得 > pF 
这 时 , 位 似 中 心 0 称 为 图 形 玉 与 所 的 逆 相 似 中 心 , 而 反射 轴 ( 内 、 外 两 条 ) 则 称 
为 图 形 FF 与 Fr" 的 相似 轴 . 

只 有 镜像 相似 图 形 ( 相 似 比 不 等 于 1) 才 有 相似 轴 . 

顺 相似 中 心 与 逆 相 似 中 心 统称 为 相似 中 心 . 

对 于 平面 上 的 两 个 相似 图 形 ， 只 要 其 相似 系数 不 等 于 1, 它们 就 有 一 个 相 
似 中 心 . 

当 两 个 图 形 镜像 相似 (相似 比 不 等 于 时) 
时 , 如 何 作 出 其 相似 轴 和 相似 中 心 ? 实际 上 ， 
定理 2.4.3 已 经 告诉 了 我 们 作法 . 

如 图 2.4.12 所 示 , 设 4.8 两 点 在 位 似 轴 
反射 变换 7(O, ,71) 下 的 像 点 分 别 为 4 、 
以 相似 比分 别 内 分 和 外 分 线段 44 与 BB, 则 
两 个 内 分 点 MM、N 的 连 线 及 两 个 外 分 点 P09 的 
连 线 即 为 两 条 相似 轴 , 而 两 相似 轴 的 交点 0 即 图 2.4.12 
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为 相似 中 心 . 

站 在 相似 轴 与 相似 中 心 的 平台 上 看 某 些 平面 几何 问题 , 会 显得 十 分 简单 . 

例 2.4.1 设 公 4BC 与 个 4'B'C' 镜像 相似 , 相似 比 不 等 于 1. 以 相似 比 为 
分 比 内 分 线段 44、B'B、C'C 于 D、E、F; 再 以 相似 比 为 分 比 外 分 线段 A'h、 
B'B、CTC 于 PQ、R. 求证 : DE、F 三 点 与 P.O、R 三 点 分 别 共 线 , 且 这 两 条 
直线 互相 垂直 . 

证 明 如 图 2.4.13 所 示 , 因 人 4BC 与 人 4'B'C' 镜像 相似 , 上 且 相似 比 不 等 
于 1, 所 以 ,它们 有 两 条 互相 垂直 的 相似 轴 . 由 定理 4.4.3 即 知 , D.E、F 与 P、 
Q、R 分 别 位 于 两 条 相似 轴 上 ,， 故 结论 成 立 ， 


图 2.4. 13 

例 2.4.2 设 公 4BC 与 人 4'B'C' 真 
正 相 似 , 相似 比 为 k, 以 有 为 分 比分 别 内 
分 线段 C'B、B'C、4'C、C'4、B'4、A4'B 于 
点 人 KM AN 则 KL、MN 三 线 
共 点 . 

证 明 ”如 图 2.4.14, 设 0、O' 分 别 
是 人 4BC 和 人 4'B'C 的 外 心 ， 则 
全 BOC 与 全 C0'B' 是 镜像 相似 的 . 以 图 2.4. 14 
为 分 比 内 分 线段 0'0 于 P, 则 由 上 题 知 ,，1、P、J 三 点 是 共 线 的 , 即 万 通 过 点 
P. 同 理 ，KL、MN 和 丝 通 过 点 P. 故 厢 、KL、MN 三 线 共 点 . 

本 题 是 习题 1 第 31 题 的 推广 . 


2.5 三 相似 图 形 
设 Fl、F,、 王 是 平面 7 的 三 个 真正 相似 图 形 , 即 Fj 由 Ff, 内 下. 01 为 F,、 
Fs 的 相似 中 心 ， (2 为 3 的 相似 中 心 ， Os 为 FI\rF, 的 相似 中 心 ， 则 
个 01020;3 称 为 三 个 真正 相似 图 形 Fj、F,、F3 的 相似 三 角形 , 过 三 点 01、0,、0;3 
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的 圆 称 为 三 个 真正 相似 图 形 FF 、Ff、F 的 相似 圆 . 当 点 01、0，、0; 在 一 直线 上 
或 重合 时 ,相似 圆 退化 成 一 条 直线 或 一 个 点 . 此 时 , 这 条 直线 或 点 分 别称 为 图 
形 局 .FF 的 相似 轴 或 相似 中 心 . 

先 看 三 个 图 形 两 两 位 似 的 情形 . 

定理 2.5.1 如果 平面 zx 上 的 三 个 有 限 图 形 ( 至 少 含 有 两 点 ) 两 两 位 似 , 且 
三 个 位 似 系数 之 积 大 于 零 , 则 三 个 位 似 中 心 在 一 条 直线 上 . 
证 了 明 ”如 图 2.5.1, 2.5.2 所 示 , 设 平面 x 上 的 三 个 图 形 刻 、F,、Fy 两 两 位 
三 个 位 似 中 心 分 别 为 0 、0，、03, 位 似 系数 分 别 为 ki 、ho、k3. 不妨 设 


H( Oi,k) H( 0O,, k) H(O;, ka) 
1 /2 3 F 


令 f = H(O3, 有 )H(Os;，k2)H(O1, ki), 则 了 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 ， 
且 F 是 f 的 一 个 不 变 图 形 . 由 定理 2.1.8, 至 少 含 有 两 点 的 有 限 图 形 不 可 能 是 
非 合 同 的 相似 变换 的 不 变 图 形 , 所 以 , f 必 为 一 个 合同 变换 . 由 定理 2.2.9, 三 
个 位 似 变 换 之 积 或 仍 是 一 个 位 似 变 换 , 或 是 一 个 平移 变换 . 而 由 定理 1.5.1， 
非 恒 等 的 平移 变换 没有 有 限 不 变 图 形 , 所 以 , 了 只 可 能 是 恒 等 变 换 或 中 心 反 射 
变换 H(O，- 1). 但 kok3 > 0, 故 f 必 为 恒 等 变 换 I. 由 有 

H(O3, 让) 有 GO， ko)H(O, hk) = 1 

于 是 ，H(O2，k2)H(O1, ki) = HI(O3,，h) = H(03，k3!). 青 由 定理 
2.2.7(1) 即 知 01、0，、0; 在 一 条 直线 上 . 


似 


图 2.5.1 图 2. 5.2 


由 于 我 们 平时 所 见 到 的 有 限 图 形 都 是 线段 或 贺 ( 弧 ) 或 由 它们 构成 的 复合 
图 形 . 另外 “有 和 jia > 0” 说 明 三 个 位 似 变换 或 者 都 是 外 位 似 (图 2.5.1), 或 
者 是 两 个 内 位 似 一 个 外 位 似 (图 2.5.2). 因此 , 我 们 通常 按 这 样 理解 而 将 定 
理 2.5.1 叙述 为 : 

三 个 图 形 两 两 位 似 , 则 三 个 位 似 中 心 在 一 条 直线 上 . 

三 个 两 两 位 似 的 图 形 , 其 三 个 位 似 中 心 所 在 的 直线 称 为 这 三 个 图 形 的 位 
似 轴 . 

任意 两 条 线段 总 是 相似 的 (既是 真正 相似 图 形 , 也 是 镜像 相似 图 形 ), 且 
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任意 两 条 不 等 的 平行 线段 总 是 位 似 的 . 因而 三 线段 总 是 三 相似 图 形 . 

推论 2.5.1 如 果 在 平面 x 上 的 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平行 ， 
则 其 对 应 边 的 交点 共 线 . 

证 明 ”如 图 2.5.3 所 示 , 设 公 4BC 与 全 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平 
行 , 即 44' // BB' // CC'. 直线 BC 与 B'C' 交 于 LL， 直 线 Ch 与 0C'h' 交 于 MH, 直 
线 4B 与 4'B' 交 于 N. 由 于 三 线段 44'、BB' 、CC' 互相 平行 ,因而 它们 两 两 位 
似 , 且 L、M、N 是 它们 的 三 个 位 似 中 心 , 故 由 定理 2.5.1, L、.M、N 三 点 共 线 . 


图 2.5.3 

定理 2.5.2 设 A1B81、4,B,、43B3 是 平面 x 上 三 条 互 不 平行 的 线段 ，C1、 
Cs、 G3 分 别 是 直线 42Bs 与 43B3、43B3 与 41B1、41B1 与 4;B; 的 交点 ，01、0s、 
03 分 别 是 线段 4,B, 与 43B3、43B3 与 41B1、41B1 与 4;Bz 的 顺 相 似 中 心 , 则 

(1) (A4243C1)、(h4341C2) .th4142C3) 三 圆 交 于 一 上 点 己 ， 
(BB3C1) .OO(B3B1C). (BBC:) 三 圆 交 于 一 点 0, 且 P、Q 两 点 都 在 线 
段 41B1、42B,、43Bs 的 相似 加 上 ; z 

(2) 直线 01C1、0，C,、03C; 三 线 交 于 线段 41B1、4，B,、43B3 的 相似 加 上 一 


忆 . 
证 明 ”如 图 2.5.4 所 示 , 设 (4243C1) 与 (Ah341C;) 的 异 于 43 的 交 后 
为 P,， 则 
大 AiPA3 = «AiC2A3 = 大 C3C2C1 
庆 43P4: = 大 43C142 = 4 C2C103 
于 是 


+ AiPA, = 大 AiPA3 + 43P4: = 大 C3C2CI+ 庆 C2C1C3 = 
天 C2C3C1 = 4 41C0342 
所 以 , 点 PP 也 在 (hi142C3) 上 . 故 (4h,43C1)、(4341C2)、(4142C3) 三 
圆 交 于 一 点 P. 同 理 可 证 , @(B,B3C1) .(B3B81C;)、(B1B,C;) 三 圆 交 于 一 
点 Q. 
现在 设 直 线 C，0; 与 CG303 交 于 0, 因 C, .OP、41 四 点 共 圆 ,C3、03、P、 
4; 四 点 共 圆 , 所 以 PO,C, = Ph4iC， x P03C3 = 庆 PA1Cs. 于 是 
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图 2.5.4 
大 O00, O003 三 区 (2 PO3 十 天 PO,O 一 和 蔷 PO30 = 


OPO3 + POsyC; -天 PO;C3 = 

+ OPOs + PAIC; -yx PAIC; 
但 yx P41C;, = 六 P41C;3, 因此 ， 02PO3 = 了 0;003. 故 0，,、03、0、P 四 点 共 
圆 . 同 理 可 证 ，0,、03、0、0 四 点 共和 全. 这 说 明 0,、03、P、0 四 点 共 圆 . 同 理 可 
证 01、0;、P、Q 四 点 共 圆 . 所 以 ，P 、O 两 点 皆 在 过 0 、 0 、03 三 点 的 圆 上 ， 即 
P、0 两 点 丝 在 线段 41B1、4，B,、4;B3 的 相似 圆 上 . 这 就 证 明了 (1). 

另外 , 上面 已 经 证 明 直 线 C,0, 与 C3 03 的 交点 0 在 线段 41B1、4,B,、43B3 
的 相似 圆 上 . 同样 , 直线 C10 与 C;0; 的 交点 也 在 线段 41B1、4,B,、43B; 的 相 
似 加 上. 但 直线 C0; 与 线段 418,、4,8B,、43B; 的 相似 圆 的 交点 ( 异 于 0,) 是 唯 
一 的 , 故 O01C1、02;C2、03C3 三 线 交 于 线段 41B1、4;B，、43B3 的 相似 圆 上 一 点 
0. 这 就 完成 了 (2) 的 证 明 . 

推论 2.5.2 设 4,B1、4,B;、43B3 是 平面 x 上 三 条 互 不 平行 的 线段 ，C1、 
C2、C3 分 别 是 直线 4,Bs 与 43B3、43B3 与 41B1、h41B1 与 4yBz 的 交点 ，01、0，、 
0; 分 别 是 线段 4,B, 与 43B;、43B; 与 A1B1、418B1 与 42B; 的 顺 相似 中 心 , 则 三 
线段 41B1、42B,、43B3 有 相似 轴 ( 其 01、0;、0; 三 点 共 线 ) 的 充分 必要 条 件 为 
OiC1/ O21C3 HA O303. 

证 明 如 图 2.5.5 所 示 , 设 三 线段 
A1B1、4，B,、A3B; 有 相似 轴 ， 即 01、0,、0;3 
三 点 共 线 . 着 01C /02C, /03C; 不 成 
立 , 则 由 定理 2.5.2, O01C1、0;C3、03C3 三 
线 交 于 一 点 0, 且 0O、O1:、0，、03 四 点 共 圆 ， 
这 与 01、02、03 三 点 共 线 矛盾 . 因而 当 O1、 
02、03 三 点 共 线 时 , 必 有 DC / 02C2 /7 
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03 0C3. 

反之 , 当 OCIVA 02C2 /O03G3 时 , 若 01、0，、03 三 点 不 共 线 , 则 由 定理 
2.5.2，0O1C1、02C2、03C3 三 线 交 于 由 01、0，、03 三 点 所 确定 的 加 上 一 点 , 此 
与 01C1/ 02C2 V 03C3 矛盾 . 因而 01、02、03 三 点 必 共 线 , 即 三 线段 41B1、 
4，B,、43B3 有 相似 轴 . 

定理 2.5.3 设 和 人 41B1Cl 中 公 h4,B;C; 由 全 43B3C3， D1、D2、D; 分 别 是 
直线 B,C 与 B3C3、B3C3 与 BC 、 BCI 与 ByC2 的 交点 ，E1、Es、E3 分 别 是 直 
线 Chy 与 CG3h43、C343 与 C141、C141 与 Ch; 的 交点 ，F1、F、F 分 别 是 直线 
A2B, 与 43B3、43Bs 与 41B1、41B1 与 4;B; 的 交点 , 则 人 D1D,D3 由 全 EE,E;, 峭 
全 FF 下 , 且 后 三 个 三 角形 与 前 三 个 三 角形 有 一 个 共同 的 相似 圆 ， 

证 明 ”如 图 2.5.6 所 示 , 因 公 4;B,C; 中 全 43B3C3, 所 以 

(Chs, C3h3) = + (hsB,, A3B;) 

而 E3EIE2 = (C2h2, C3h3), # FsFiF, = 大 (42pB2，43B3)， 因 此 ， 
广 BEBIE2 = « FFiF2. 同 理 ,， 太 EiEEy = 大 FiF2Fs3. 故人 ElEsEs 才 
人 入 据 FF3. 同 理 可 证 , 全 D1DyD3 中 全 BE. 


又 因 会 EhsbBs 与 会 FiFFs 的 相似 中 心 Pi 在 @(E3Ff341) 上 ,而 
大 5342813 = Edy, 所以, OO(E3F341) 过 点 42, 即 P 在 (4142F3) 上 . 
同 理 ，P| 也 在 (4243F1) 和 (Ah341F,) 上 . 由 定理 2.5.2(1), (4h,43 了 1)、 
(A3A1F)、(A142F3) 三 圆 交 于 全 A1B1C1、 合 42BC2、 全 43B3C3 的 相似 圆 
上 一 点 故 会 EBBs 与 会 FFoFs 的 相似 中 心 Pi 在 会 A1BiCi、 全 A4,B,Cy、 
和信 A3Bs3C3 的 相似 圆 上 . 同 理 ， 公 DiDyD; 与 全 BEzE3 的 相似 中 心 Py、 
会 忆 局 所 与 全 D1D;D3 的 相似 中 心 Py; 敌 在 全 41B1Ci、 全 4,B,Cs、 合 43B3C; 的 
相似 圆 上 . 故 全 D1D2D3、 会 Byks\ 合 FiFzFs 这 三 个 三 角形 与 人 A41B1Ci、 
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全 4,B,C;、 合 43B3C3 这 三 个 三 角形 有 一 个 共同 的 相似 圆 . 

定理 2.5.4 设 和 人 A1BiC1 岂 全 AyByCy 内 人 Ah3Bs3C3, 且 4 4、4; 三 点 
均 在 直线 l1 上 ，B1、Bs、Bs 三 点 均 在 直线 1;, 上 ,Ci、C2、C3 三 点 均 在 直线 ls 上 
且 直 线 1、ls、ls 中 至 多 有 两 条 直线 平行 , 则 个 41B1C1、 公 4A,B;C;、 全 4h43B3C; 这 
三 个 相似 三 角形 有 相似 中 心 . 

证 明 因 直 线 1 ls、ls 中 至 多 有 两 条 直线 平行 , 所 以 , 其 中 一 定 有 一 条 与 
丸 两 条 相交 . 不 妨 设 直 线 4 与 1;、43 分 别 交 于 P、0( 图 2.5.7), 则 会 41B1C 与 
全 4，B2C; 的 相似 中 心 是 (41B1P ) 与 (4,ByP) 的 异 于 PP 的 交点 , 也 是 
(CA10) 与 ( C2420 ) 异 于 0 的 交点 , 因而 是 @(hsBsP) 与 ©(C,4,0) 
异 于 C2 的 交点 0. 同样 , 全 4;BsC; 与 全 43B3Cs 的 相似 中 心 也 是 ©©(4,B,P) 
与 (C4.0) 异 于 CC; 的 交点 0. 故 分 A1B1C1\ 全 4;B;C;、 全 43B3C;3 这 三 个 相 
似 三 角形 有 相似 中 心 . 


图 2.5.7 
定理 2.5.5 设 人 41BiC1 中 全 45BsC; 中 人 43B3C3, 年 BC 、 BC、 
BsC3 三 线 交 于 一 点 ，C1A1、C242、C343 三 线 交 于 一 点 ，A1B1、42B,、43B, 三 线 
区 于 一 点 ， 则 全 41B1C1、 合 42B2C;、 全 43Bs3C3 这 三 个 相似 三 角形 有 相似 中 心 . 
证 明 ”如 图 2.5.8 所 示 , 设 BiC)、 4 


BC，、BsC3 三 线 交 于 点 P,，C1A1、 C4;、 
C3h3 三 线 交 于 点 0O，A1B1、A4,B,、4A3B; gS 
三 线 交 于 点 R， 设 人 41B1C! 少 2 
人 4282C2 的 相似 中 心 为 0， 旋 转角 为 | 


0,， 则 由 定 理 2.3.2， 区 bl RB, 二 ~\、 -7 、 4 
天 BiPB, = 0,， 所 以 点 0 在 过 Bi、B,、R、 ~ 一 一 一 一 一 
P 四 点 的 圆 上 . 同 理 , 点 0 在 过 Cl、C;、 5 


P.O 四 点 的 圆 上 ， 即 人 41B1Ci 与 
全 42B2C2 的 相似 中 心 是 品 (B2RP) 与 ©@(C,P0) 的 异 于 PP 的 交点 0. 同 理 ， 
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与 几何 证 题 


和 4?B2C2 与 人 43B3C3 的 相似 中 心 是 四 (BRP) 与 加 (人 C2PO) 的 寞 于 PP 的 交点 
0. 故 全 4A1B1C1、 合 4,B,C;、 合 43B3C3 这 三 个 相似 三 角形 有 相似 中 心 . 这 就 证 
明了 我 们 的 断言 . 

设 公 41B1Cl 中 全 4BC, 且 顶 点 41 在 直线 4B 上 , 顶点 Bi 在 直线 BC 上， 
顶点 C1 在 直线 C4 上 . 显然 , 这 样 的 全 41B1Cl 有 无 穷 多 个 . 由 定理 2.5.4, 所 
有 这 些 人 4 和 1B1C 与 会 4BC 有 相似 中 心 21, 点 0 称 为 人 4BC 的 第 一 Brocard 
点 . 再 设 公 4,B,C; 中 全 4BC, 且 顶 点 4, 在 直线 C4 上 , 顶点 B, 在 直线 4B 上 ， 
顶点 C; 在 直线 BC 上 (这 样 的 全 4，B,C;, 同样 有 无 穷 多 个 ). 所 有 这 些 
个 4,B,C 与 人 4BC 有 相似 中 心 0;,，0, 称 为 人 4BC 的 第 二 Brocard 点 . 三 角形 
的 第 一 Brocard 点 与 第 二 Brocard 点 统称 为 三 角形 的 Brocard 点 . 

定理 2.5.6 设 02; 是 全 4BC 的 内 部 两 点 ， 则 

(1) Q21 是 公 4BC 的 第 一 Brocard 点 的 充分 必要 条 件 是 一 B4D = 人 CB) = 
了 4C6021. 

(2) 0 是 人 4BC 的 第 二 Brocard 点 的 充分 必要 条 件 是 人 人 0,4C = 一 Q2B4 = 
00B. 

(3) 当 Q21、02; 分 别 为 人 4B6 的 第 一 Brocard 点 与 第 二 Brocard 点 时 ， 
BAN = 一 0Q24C， 

证 明 (1) 如 图 2.5.9 所 示 , 设 Q21 是 公 4BC 的 第 一 Brocard 点 , 公 4'B'C' 小 
人 ABC, 上 且 顶点 4'、B'、C' 分 别 在 直线 4B、BC、C4 上 . 因 Q2 是 个 4'B'C' 与 


是 人 和 (2 4 
人 4B5C 的 位 似 旋 转 中 心 , 所 以 人 A4014' = 人 人 BQ1B'’ = 人 CQ1C'， 且 j = 
QB AC 
QB QC 于 是 
ADi44' 小 APiBB' 小 人 DCC' 
故 了 B40 = 一 CBD = 一 4CD， 


反之 , 设 2 在 全 4BC 的 内 部 , 且 人 BA4Q1 = 人 CB0 = ACQ1. 仍 见 
图 2.5.9, 过 点 01 作 三 条 射线 Q4' .QB'、Q21C', 使 它们 与 人 4BC 的 边 4B、 
BC 、C4 分 别 交 于 4A’'、B'、C', 自 了 40214' = 828 = 人 CQ1C', 则 有 

/LBA'N, = LBAN + LANA = LCBN + BDIB = /CB'N 
所 以 ,， Q21、4'、B、B' 四 点 共 圆 . 同 理 ，Q1、C'、4 、4' 四 点 共 圆 . 因此 

ApB4D = LB'BN), = 8Bh40， Di4'C = LAC 

于 是 

LBA'C’ = BA4D + LNAC' = 人 B40 + LOAC = LBAC 

同 理 , 了 CB'h4'’ = CBA, 46'B = 人 ACB. 从 而 人 4'BC 中 全 4BC. 
显然 , AD44' 小 AiBB' 内 人 QCC'. 故 0 是 全 4'B'C' 与 人 4BC 的 相似 
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中 心 ， 即 2 是 人 4BC 的 第 一 Brocard 点 . 

同 理 可 证 (2). 

(3) 如 图 2.5.10 所 示 , 分 别 作 直线 Q14、Q21B、Q1C 关于 人 BAC 、 作 CBAh、 
4CB 的 平分 线 对 称 的 直线 , 设 点 Q1 到 公 4BC 的 三 边 BC、CA、4B 的 距离 分 别 
为 4d、e 、f, 则 直线 0Q14 关于 人 人 BAC 的 平分 线 对 称 的 直线 是 与 直线 C4 和 4B 的 
距离 之 比 为 f:e 的 点 的 轨迹 , 直线 0Q18B 关于 CB4 的 平分 线 对 称 的 直线 是 与 
直线 4B 和 BC 的 距离 之 比 为 e: d 的 点 的 轨迹 , 直线 Q1C 关于 人 4CB 的 平分 线 
对 称 的 直线 是 与 直线 BC 和 C4 的 距离 之 比 为 df 的 点 的 轨迹 , 由 此 可 知 ,， 所 作 
三 条 直线 交 于 一 点 P. 


图 2.5.9 图 2.5.10 


由 一 B40 = CB01 = 人 4CQ1 知 PAC = 人 人 PBA = 了 PCB. 于 是 由 
(2) 即 知 P 就 是 全 4BC 的 第 二 Brocard 点 人 2. 故 了 Bh40D = 人 0,4C. 

记 一 B401 = 了 人 0224C = ww, 则 ww 称 为 人 4BC 的 Brocard 角 . 

定理 2.$.6 告 诉 了 我 们 作 三 角形 的 Brocard 点 的 一 个 简单 方法 ， 

如 图 2.5.11 所 示 , 作 一 个 过 点 4 并且 与 边 BC 相 切 于 点 B 的 癌 , 再 作 一 个 
过 点 C 并 且 与 边 4B 相 切 于 点 4 的 圆 , 则 两 圆 异 于 点 4 的 交点 即 全 4BC 的 第 一 
Brocard 点 . 全 ABC 的 第 二 Brocard 点 可 类 似 作 出 . 

例 2.5.1 设 D 是 公 4BC 的 边 BC 上 一 点 , 过 A4、B、D 三 点 的 圆 交 Ch 于 
E, 过 DD 的 且 平 行 于 C4 的 直线 交 48 于 下 , 0 是 人 4BC 的 第 一 Brocard 点 . 求 
证 : A、E、Q、F 四 点 村 圆 . 

证 明 如 图 2.5.12 所 示 , 设 人 (DEF ) 与 BC 的 男 一 交点 为 K, 则 人 FEK = 
LFDB = /ACB( 因 FD/ AC), /KFE = /CDE = /BAC( 因 A.BDE 
四 点 也 共 圆 ), 所 以 全 FKE 中 全 ABC. 而 KE、F 分 别 在 全 4BC 的 边 BC、C4、 
AB 上 , 所以, 点 Q2 为 全 FFKE 与 全 4BC 的 相似 中 心 . 由 推论 2,3.1, (AEF) 
过 公 FKE 与 人 ABC 的 相似 中 心 . 换血 话说 ，4、E、Q、F 四 点 共 圆 . 


几何 变换 
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图 2.5.11 
定理 2.5.7 ( Peterson-Schoute ) 设 
和 人 4j4)4; 中 人 B11BB3 中 人 C1iC;C3， 且 
信 A1BIC! 岂 人 4B;C，,， 则 个 4,B,C， 少 
人 人 A;3B;C;. 
证 明 ”如 图 2.5.13 所 示 , 因 人 41B1C1 中 zg 
信 4,B，C，， 由 定理 2.3.6, 存在 位 似 旋转 变换 2 
S(O，,， ki，09;)，, 使 得 


S(O, ki,0)) 
公 A1BICOI > 个 A, BC, 
所 以 人 041h4; DD AeAO0BB; th AOCC, 
又 和 414)43 人 人 BIB,B3D 人 CC2 C3 
因此 人 4,0h; 全 BO0B; th 人 C00 
; 043 0Bs _ 04 
于 大 可 设 042 =- 08 OC, = ® 
区 A, 043 二 天 BOB; 二 < 实 C2 OC3 二 0,» 
这 样 便 有 
S{ OO, ks,02) 
全 A,B,C; > 全 43B3C3 
故 人 4,BC; th SAA,BsG3 


由 于 定理 2.5.6 深刻 地 揭示 了 平面 上 三 个 真正 相似 三 角形 之 间 的 一 个 关 
系 , 因而 也 称 为 三 相似 定理 . 这 是 一 个 内 涵 十 分 丰富 的 几何 定理 . 
在 定理 2.5.7 中 , 当 公 414,4;、 合 B1B;Bs、 合 C1C2C3 缘 退 化 为 共 线 三 点 
时 , 则 有 (图 2.5.14) 
推论 2.5.3 设 4A1、4;、4; 三 点 共 线 , Bj、B,、Bs 三 点 共 线 ,C1、C2、C; 三 点 
共 线 , 县 人 41BI1C1 中 人 4 BC，， 人生 = 亏 = 志 世 
人 4)5C) Dh ABsC3 


当 个 AlBI CI 与 公 A,B,C, 丝 为 正三 角形 ， 且 43、B3 、LC3 分 别 为 线段 4142>、 


hv 
ES 
> 
[| 
> 
QO 
[| 
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B1B，、C1C2 的 中 点 时 (图 2.5.15), 由 推论 2.5.2 立 即 可 知 全 43 B3 C3 也 为 正三 
角形 . 于 是 有 如 下 推论 . 


4 


; y 经 C3 
8 记 
图 2.5.14 图 2.5. 15 
推论 2.5.4 (Echols ) 两 个 同 向 正三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线段 的 中 后 也 
构成 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 . 


进一步 , 在 推论 2.5.3 中 , 当 公 41B1C1 与 全 42B;Cs 也 都 退化 为 共 线 三 点 
时 , 有 (图 2.5.16, 2.5.17) 

推论 2.5.5 (Peterson-Schoute ) 设 已 .下 分 别 是 四 边 形 4BCD 的 边 4B 和 CD 
上 的 点 ，P、Q、R 分 别 是 边 4D .BC 及 线段 BF 上 的 点 . 若 由 = fC,P5 = 96 = 
pp, 则 P、O、R 三 点 共 线 或 重合 于 一 点 (图 2.5.17 的 情形 , 如 果 4B / CD, 则 
P、0、R 有 可 能 重合 于 一 点). 


图 2.5.16 图 2.5.17 
例 2.5.2 如 图 2.$.18, 2.5.19 所 示 , 设 4BCD 、4'B'C'D 是 平面 上 两 个 四 
边 形 ，P、0 是 四 边 形 48CD 内 部 两 点 , 且 人 PhB 出 人 D'h'C', 人 PCD 路 
和信 B'C'A4', 个 0DA 由 会 C'D'B', 求证 : 全 QBC 中 分 4A'B'D'. 
4 


图 2.5.19 
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证 明 如 图 2.5.20 所 示 , 作 人 EDC 中 和 Ph4C6 人 FAD 出 人 4B'D'， 
则 由 全 PCD 会 B'C'hA'， 人 0D4 出 人 CD'B' 知 ， 四 边 形 DPCE 只 四 边 形 
4A'B'C'D' 中 四边形 F40D，, 所 以 

DFO TD APAB AEDC, ADPE AFAD 
由 三 相似 定理 即 得 , AOBC 中 人 FAD 出 信 4'B'D'. 

例 2.5.3 已 知 四 边 形 4i42B8;B 路 四边 形 DiD,C3C,， 四 边 形 
A142D2D1 由 四边形 B1BsC2C1， 求证 ， 四边形 4B CD 由 四 边 形 
A, B,C,D,. 

征明 如 图 2.5.21 所 示 , 作 四 边 形 B,EFC; 少 四 边 形 4;B, CD,, 则 由 四 
边 形 4142D2D1 喉 四边形 BiB,C2C1, 四 边 形 4,4; BB 内 四 边 形 D1D, CC 可 
知 

SABIBEDAAAB DH ADD, Ch AC CF 
因 会 B1BE 由 全 A142Bs 内 售 C1CsF, 目 四 边 形 BpEFC, 必 四 边 形 A, B,C»D,, 
所 以 全 B42C2 只 全 EBspF. 于 是 由 三 相似 定理 即 得 ， 人 BAICID A 人 B,AsC,. 
同样 , 由 全 4142By 中 人 DiDCr hh ACICF RAAD Ch AB CP 
各, 全 A1D1C1 中 全 A;D;C;. 故 四 边 形 41B1C1DI 小 四边形 A»B, C3D,. 


图 2.5.20 几 2.5.21 


例 2.5.4 设 公 4B1Ci 由 人 41BC; 岂 人 43B3C 内 全 4BC, LL.MN 分别 
为 AA3、B3BI.CiC, 的 中 点 . 求证 : 全 LMN Dh 人 ABC. 

证 明 ”如 图 2.5.22 所 示 , 设 P.0 分 别 为 BB3、CC; 的 中 点 , 因 人 4)BC, 中 
今 43B3C, 由 推论 2.5.3, 人 LPO 中 人 42BC; 内 人 4BC. 所 以 ,， PLO = 


你 BAC. 且 设 4C = AB, 则 LP =. L0. 又 人 4B1C) 由 和 46BC， 所 以 
S(A,K, yx BAC) 
B .BI 一 > CC， 于 是 
< 天 (BB, CC1) = 区 BAC., CO = 大， 人 


而 PWM | BB, ON cc ,日 pf- BB, ON = 7 CC)， 所 以 


( PM , ON) 三 < 禄 ( BB,, CC1) = BAC, ON = k: PM 
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S(L,k, * BAC) 


因而 有 PM ON. 故 人 LMN 由 人 LPQ th 人 人 ABC. 

特别 地 ， 当 人 4BC 退化 为 一 点 时 , 则 有 如 下 命题 . 

命题 2.5.1 如 图 2.5.23 所 示 , 设 人 480 路 人 AOCD 中信 FOE, LMN 
分 别 为 FA4、BC、DE 的 中 点 , 则 人 LMN 由 人 ABC. 


图 2.5.22 图 2.5.23 


进一步 , 当 公 4BO、 公 0CD、 公 FOE 均 为 正三 角形 时 , 人 LMN 也 为 正三 角 
形 . 

1941 年 举行 的 第 45 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 有 一 道 试题 为 (图 2.5.24): 

六 边 形 4BCDEF 内 接 于 一 圆 , 它 的 边 4B、CD 、EF 各 等 于 圆 的 半径 . 证 明 : 
六 边 形 4BCDEF 的 其 他 三 边 的 中 点 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 . 

这 显然 是 命题 2.5.1 的 特殊 情形 . 

在 例 2.5.4 中 , 当 和 全 4BC 退化 为 一 点 时 , 则 有 如 下 命题 . 

命题 2.5.2 ”如 图 2.5.25 所 示 , 设 人 4BCI 由 全 Ah,BsC1 中 全 A3B,G;， 
L、M、N 分 别 为 线段 444) 、 Bi4， 4 0C3 的 中 点 . 则 人 LMN 中 全 A1B1C1. 


图 2.5.24 图 2.5.25 


习题 2 


1 .证 明定 理 2.1.1, 定 理 2.1.2; 定理 2.1.5 ~ 定理 2.1.7; 推论 2.1.1 与 推 
论 2.1.2. 
2. 证 明 : 平面 x 上 任意 一 个 平移 变换 都 可 以 表示 为 两 个 位 似 变换 之 积 , 日 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


其 中 一 个 位 似 变 换 可 以 任意 选取 ， 只 要 位 似 系 数 不 等 于 1 即 可 . 

3. 证 明 : 平面 x 上 的 所 有 位 似 变换 与 平移 变换 合并 在 -一 起 构成 的 集合 作 
成 一 个 变换 群 . 

4. 设 ko 关 0,1, 且 H(Os, 局 ) H (O01, i) = H(O, ki kk). 求证 : 0 是 
线段 010; 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 


1 
和 + 有 = 


5. 设 0 0: 是 平面 x 上 不 同 两 点 , hk 和 1, 且 忆 (ON，p) 感 (02，12) = 
H(O，kik2). 求证 : 对 于 任意 非 零 常 数 上 ，00，= 上 .010 的 充分 必要 条 件 是 
名 工 1 
E+hk = 1+ 

6. 设 01、0, 是 平面 x 上 不 同 两 点 , kik> 二 - 1, 且 
H(O1, k2) C(O H(O1, hh) = H(O, - kik,) 
求证 : 
(1) 0 与 0; 重合 的 充分 必要 条 件 是 广 + - 2. 


(2) 0 为 线段 010, 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 + 让 -4. 


7. 设 直线 4B、CD 交 于 点 0, 在 以 0 为 位 似 中 心 的 某 个 位 似 变 换 下 ，4、B、 
C.D -> 4'、B'、C'、D'. 求证 : 4、B8、C.D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 
AA’ . BB' = CC . DD’ 
8. 设 S(0, ,09) 是 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 ,1/ 是 平面 x 上 的 一 条 直 


S(O,k.0) 


线 . 斌 在 直线 ! 上 求 一 点 P, 使 得 当 P 一 一 一 > P' 时 , 线段 PP' 为 最 短 . 

9. 设 S(0, 有, 9) 与 S(7) 分 别 为 平面 x 的 一 个 位 似 旋 转变 换 与 一 个 轴 反 
射 变换 , 且 位 似 旋转 中 心 0 在 反射 轴 / 上. 证 明 : 

(1) S$S(1)S(O, k, 09)S(1) = S(O, k, - 0); 

(2) SO, 90)S(1)S(O, 5 0) = SS (7). 其 中 直线 /通过 位 似 旋转 
中 心 0, 且 yx (1) = 0. 

10. 设 SCO, ,0)(k zz1)、 TOP) 分 别 是 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 与 一 
个 平移 变换 . 证 明 : 存在 点 0', 使 得 S(O, k, 9) T(v) = S(O', 有 , 09). 并 根 
据 0O、k、9、v 确定 点 O' 的 位 置 . 

11. 平 面 上 有 两 个 其 对 应 边 不 平行 的 真正 相似 的 mm (mnm > 3 ) 边 形 
A142… Ah, 和 Bl1B，…B,( 不 一 定 是 凸 的 ). 设 直线 4,4;,| 与 盏 Bi 交 于 点 Cj， 过 
A;、B;、C; 三 点 作 贺 (i = 1,2,…, n, 4 = 三 41，B,,i 二 B1). 求证 : m 个 圆 
PT 共 点 . (首届 全 国 数学 竞赛 命题 比赛 三 等 奖 ，1989 ) 
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12. 7T(O1, i, 1) 与 7(O0;,,， k2， 42) 是 平面 x 上 的 两 个 位 似 轴 反 射 变换 . 
证 明 :(1) 当 如 /4 时 , 车 hks 产 1, 则 存在 点 0 ,使 得 
T(O2, ka, 12) T(O1, bi, 1) = H(O, kik,) 
若 kk。 = 1, 则 存在 向 量 v ,使 得 
T(O23, kl2) TO Ni) = T(r) 
(2) 当 1 | 4 时 , 则 在 点 0 ,使 得 
T(O,, ka, 12)T(O1, kei, 11) = H(O, ~ kik,) 
13. 证 明 : H8 (0, -1)S(1) 与 $ (1)H (0,--1) 皆 为 其 反射 轴 垂 直 于 1/ 
的 滑动 反射 变换 . 
14. 证 明 :; 若 一 个 平面 图 形 是 某 个 位 似 轴 反射 变换 (位 似 系 数 k 1) 的 不 变 
图 形 , 则 这 个 图 形 也 是 某 个 位 似 图 形 的 不 变 图 形 . 
15. 证 明 : H(O,k)S(1) (开关 ~- 1) 是 一 个 位 似 轴 反射 变换 . 
16. 设 T(O0, 上 ,1 ) 是 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反射 变换 ,，m 是 平面 x 上 的 一 


条 直线 . 试 在 直线 m 上 找 出 一 点 P, 使 得 当 P -人 > p' 时 , 线段 PP' 为 最 
短 . 

17. 设 两 个 三 角形 镜像 相似 . 证 明 : 它们 的 对 应 边 的 交角 的 平分 线 互相 平 
行 . 


18. 设 人 4'BC cm 人 4BC,， 相似 系数 不 等 于 1, 以 相似 比分 别 内 分 和 外 分 
线段 44、B'B、C'C， 内 分 点 和 外 分 点 分 别 为 D.E、F 和 P、0、R, 再 分 别 以 
DP 、EQ、RF 为 直径 作 圆 . 证 明 : 无 论 全 A'B'C' 与 人 4BC 是 真正 相似 还 是 镜像 
相似 , 所 作 三 个 圆 总 是 共 点 的 . 


18 题 图 
19. 设 4BCD 和 A4'B'C'D' 是 同一 国家 同一 区 域 的 两 幅 正 方形 地 图 , 但 按 不 
同比 例 尺 画 出 , 并 有 是 一 正 一 反 肥 放 . 求证 : 小 地 图 上 有 且 只 有 一 点 0, 它 和 大 
地 图 上 表示 同一 地 点 的 0' 重合 . 
20. 设 半径 分 别 为 mr(r 关 靖 ) 的 两 圆 局 TT 相交 , 过 它们 的 一 个 交点 
任 作 两 条 割 线 4B、CD, 其 中 4、C 在 圆 忆 上 ,，B 也 在 圆 忆 上 , 已、O 分别 外 分 
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线段 4.CB, 且 pD = 人 = 一， 两 圆 的 外 公 切 线 交 于 0. 证 明 ; 0、P、0 三 点 


共 线 . 
19 题 图 20 题 图 
21. 设 0 是 全 4BC 的 第 一 Brocard 点 ,直线 40 与 BC 交 于 也 .求证 ， 
BD _ AB’ 
DC BC? 


22. 证 明 : 任意 三 角形 的 Brocard 角 不 超过 30?. 

23. 设 已 是 全 4BC 内 任意 一 点 . 求证 : PAB、 人 PBC、 人 PCh 中 至 少 有 一 
个 角 不 超过 30F. (第 32 届 IMO, 1991) 

24. 设 和 个 A1B1Cil 中 人 4ByC; 内 全 4BC, 点 4h1、B1、Ci 分 别 在 的 边 4B、 
BC、CA 上 , 点 4，、B，、C; 分 别 在 的 边 C4 、4B、BC 上 , 有 是 BiCl1 和 B,C 与 BC 构 
成 等 角 . 求证 : 

(1) 人 A1BiC! 全 4,B,C; 

(2) BCi1 // BC, Ch1/ CA, A2B1 // 4B; 


(3) 41、B1、C1、42、Bs、C; 六 点 共 圆 . 
4 


B 已 CC 


21 题 图 24 题 图 
25. 设 人 4181C 小 和 4BC 小 人 4BC, 有 目 41、4; 在 全 4BC 的 BC 边 上 ， 
Bi、B; 在 C4 边 上 , C1、C; 在 4B 边 上 . 求证 : 全 41Bi1Ci 与 全 4;B,C, 的 相似 中 
心 是 人 4BC 的 外 心 . 
26. 设 DD 是 全 4BC 的 边 BC 上 一 点 ，DC 的 垂直 平分 线 交 CAh 于 忆 ，BD 的 垂 
直 平 分 线 交 4B 于 ,0 是 全 4BC 的 外 心 . 求证 : A4、E、0、F 四 点 共 圆 . (第 27 


几何 变换 


与 几何 证 是 3< 


Geometric transformations and their lications 


属 俄罗斯 数学 奥 林 匹 殉 ，2001) 


25 题 图 26 题 图 
27. 设 公 A1B1C1 与 全 4;BsC; 都 与 全 ABC 反 向 相似 , 其 中 4 、 4 在 人 4BC 
的 BC 边 上 , Bi1、Bs 在 4B 边 上 , C1、C2 在 C4 边 上 . 确定 全 41BIC1 与 人 4,B,C， 
的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 
28. 设 AD、BE、CF 是 非 直角 全 4BC 的 三 条 高 ， D、E、F 为 垂 足 , 人 DD'E'F' 
人 DEF, 且 DE'、F' 分 别 在 全 4BC 的 边 BC、C4、 4B 所 在 直线 上 . 确定 
会 D'E' 牛 与 人 DEF 的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 


27 题 图 28 题 图 
29. 设 个 4BC 的 内 切 圆 分 别 与 边 BC 、C4 、4B 切 于 DE、F, 人 DEF'F' 省 
和 PDF ,有 上 且 订 及 、 玉 分别 在 人 4pBC 的 边 BC、C4 、4B 上. 确定 全 D'E'F' 与 
全 DEF 的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 
30. 设 D、E、F 分 别 为 全 4ABC 的 三 边 BC、Ch .4B 上 的 点 , 且 DB = DF,， 
DC = DE, H 为 令 4BC 的 重心 .求证 : 4、E、H、F 四 点 共 圆 . 
4 


-一 一 一 A 


29 题 图 30 题 图 
31. 设 D、.E、FF 分 别 为 人 4BC 的 三 边 BC、Ch4、4B 上 的 点 , 且 BD = BF， 
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CD = CE, 7 为 全 48C 的 内 心 . 求 证 : 4 .有 .下 四 点 共 圆 . 

32. 设 人 4:BiCi 路 人 47B5 CC， 点 D1、.D; 分 别 为 四 边 形 414,BsBi 的 边 
A1B1、42B; 上 的 点 . 证 明 : 者 四 边 形 C1D1D2C; 中 四边形 4;BB8,4,， 则 四 边 
形 有 B2D2 Di 内 四 边 形 4 4, CCi. 


一 


-一 ~ 


31 题 图 32 题 图 


33. 设 记 、F、G、 有 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 四 边 4B、BC、CD、D4 上 的 点 , 且 
AE DE AH BF ,pp. 得 
EB = CC， BD = FC 证 明 : 存在 点 P, 使 得 人 4BP 路人 BFc, 人 CDP 路 


人 FHE. 
34. 在 四 边 形 4BCD 的 四 周作 全 ABE、 全 BCF、 合 DCG、 人 4DH. 证 明 : 如 果 


人 ABE 由 人 DCG, 全 BCF 内 人 ADH， 则 存在 点 P, 使 得 人 ABP 出 人 HFC， 
人 CDP A 人 FHE. 


33 题 图 34 题 图 
35. 设 nn 边 形 4142…4, 与 B1B…B(n 宕 3, n 边 形 不 一 定 是 凸 的 ) 真正 相 
_ ... A hpPs .AP oir 
似 ，P; 在 直线 4,B; 上 (i = 1 2，.-…，, ) 有 万 记 - BF- pF 求证 : 


或 Pl、P，、…、P, 重合 于 一 点 , 或 n 边 形 P1 PP 中 n 边 形 A142…4，. 

36. 设 人 4A41BIC! 中 会 4ByCy DH 人 43Ba3C3, 人 A1h4,k43 人 Bi1B, Bs. 
全 C1C2C; 的 重心 分 别 为 G1、Gs、G3. 求证 : 全 A1BiC1 中 人 G1626;. 

37. 设 A4,BC; 中 人 hzB;C2, 任 取 一 -点 0, 作 向 量 0 = 机 访 , 0 六 = 
Bi1B;,0C3 = CiC;. 求证 : 人 43B3C3 中 全 A1BI1Ci. 


几何 变换 
与 几何 证 是 34 


Geometric transformations and their applications 


38. 设 4BCD 与 4'B'C'D' 是 两 个 真正 相似 的 和 矩形. 求证 : 
A'A*+ CC = BB:+ D'D’ 
39. 设 ABCDEF 与 4'B'C'D'E'F' 是 两 个 转向 相同 的 正六 边 形 . 求证 : 
AA*+ CC +EE: = BB+ DD + FF 


C0 


人 DD’ 


38 题 图 39 题 图 
40. 以 中 心 对 称 六 边 形 的 各 边 为 边 长 回 形 外 作 正 三 角形 . 求证 : 相 邻 两 个 
正三 角形 的 新 顶点 的 连 线段 的 中 点 构成 一 个 正六 边 形 的 六 个 顶点 . 
41. 分 别 以 平行 四 边 形 4BCD 的 边 为 边 长 向 形 外 作 四 个 正三 角形 4EB、 
BFC、CGD、DHA. 求证 : AE 、EF、FC、CG、GH 、HA 的 中 点 是 一 个 正六 边 形 的 六 
个 顶点 . 


40 题 图 
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平移 变换 与 几何 证 题 


-tt 


从 前 面 两 章 介 绍 的 几 个 具体 的 合同 变换 和 相似 变换 可 知 ， 
每 一 个 几何 变换 都 有 自己 一 些 独特 的 性 质 . 而 每 一 个 平面 几何 
问题 所 对 应 的 几何 图 形 也 都 具有 这 样 或 那样 的 一 些 特征 子 图 
形 ( 如 平行 四 边 形 .正三 角形 、 等 腰 三 角形 、 正 方形. 圆 .中 点 等 
等 ) ,于 是 , 面 对 一 个 阳 生 的 平面 几何 问题 ,我 们 就 可 以 将 注意 
力 集中 在 所 对 应 的 几何 图 形 中 的 某 个 特征 子 图 形 上 ,将 特征 子 
图 形 中 的 一 部 分 元 素 ( 点 .线段 、 直 线 等 等 ) 视 为 另 一 部 分 元 素 
在 某 个 几何 变换 下 的 像 .这 就 是 说 ,如 果 施 以 某 个 几何 变换 , 则 
特征 子 图 形 中 的 某 些 已 知 元 素 便 成 为 男 一 些 已 知 元 素 的 像 . 然 
后 我 们 只 需 找 出 整个 几何 图 形 中 与 结论 有 关 的 其 他 元 素 的 像 
(此 万 轻 而 易 举 之 事 , 但 相当 于 传统 的 作 辅 助 线 ) , 则 整个 几何 
图 形 即 重新 改组 ,问题 的 结构 发 生 改 变 .再 根据 相应 几何 变换 
的 性 质 ( 尤 其 是 新 旧 元 素 之 间 的 关系 ) , 即 可 将 分 散 的 元 素 相 对 
集中 ,进而 使 问题 得 到 转化 化 难为 易 ,化 繁 为 简 , 化 陌生 
为 熟悉 .从 而 使 问题 较 顺 利 地 得 到 解决 ,避免 作 辅 助 线 的 若 思 

从 现在 起 ,我 们 将 陆续 介绍 怎样 用 合同 变换 和 相似 变换 处 
理 平 面 几何 问题 .本 章 将 全 面 而 系统 地 介绍 怎样 用 乎 移 变 换 处 
理 平面 几何 问题 . 


Geometric transforrnations and their applications 


3.1 平行 四 边 形 与 平移 变换 


由 于 在 平移 变换 下 , 与 平移 方向 不 平行 的 线段 变 为 与 之 平行 且 相 等 的 线 
段 ,因此 ,对 于 已 知 条 件 中 有 平行 四 边 形 的 平面 几何 问题 ,我 们 即 可 以 考虑 用 平 
移 变 换 处 理 .平移 向 量 的 始点 与 终点 为 平行 四 边 形 的 某 两 个 相 邻 顶点 . 

例 3.1.1 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 .证 明 : 人 BA4P = 人 PCB 当 
晶 仅 当 PBA = 一 4DP. 

证 明 ”如 图 3.1.1 所 示 , 作 平移 变换 T(48), 则 4 一 B,D-> C. 设 P 一 
P', 则 了 BCP = 4DP, 且 四 边 形 4BP'P 是 一 个 平行 四 边 形 ,所 以 ,一 B4P = 
了 PP'B,PB4 = 人 BPP' .于 是 ,了 BMP = PCB 一 PP'B = /PCBesB. 
P'、.C、P 四 点 共 圆 人 BPP’ = 人 BCP' 一 PB4 = 4DP. 

例 3.1.2 设 E、F 分 别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B 和 BC 的 中 点 ,线段 DE 
和 4F 相交 于 点 PP, 点 0 在 线段 DE 上 , 且 40 // PC. 证 明 : 公 PFC 和 梯形 4PCO 
的 面积 相等 . (第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 

证 明 ”如 图 3.1.2 所 示 , 作 平移 变换 7(48), 设 EE', 则 EE' = CD = 
2AE ,EP // E'C. 设 直线 4F 交 包 FC 于 R, 则 PR = 24P. 由 会 FRC 人 APD， 


FC = FAD 知 FR - 方 4P - 二 PR ,所 以 PF = PR, 从 而 4P = 入 PF. 过 F 


作 PC 的 平行 线 交 RC 于 5S, 则 40 = 2FS. 而 FR = 二 PR, 所 以 ,FS - 六 PC. 再 


注意 FS = 4@ 即 知 PC = 240. 


图 3.1.1 图 3.1.2 


因 全 PFC( 视 PC 为 底 ) 与 梯形 4PCO 的 高 的 比 等 于 PF 与 4P 之 比 ,所 以 ， 
设 人 PFC 的 高 hi = 3k, 则 梯形 4PCQ 的 高 h。 = 2k. 再 设 4Q = a, 则 PC = 2a. 
于 是 有 


SAprr = @* hl= 3k:a 


97 


S 顽 形 4PCO = 2 (40 + PC)h, = 7 (a + 20) .2k = 3ka 


故 心 梯形 4PCO = SApFc 

例 3.1.3 设 及 为 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4D 的 中 点 ,过 点 C 作 4B 的 垂 线 
交 4B 于 E. 求 证 :人 EMD = 3 MEA 的 充分 必要 条 件 是 BC = 24B. 

证 明 ”如 图 3.1.3 所 示 , 作 平移 变换 7(4B), 则 4 一 B,D 一 C. 设 M 一 
M',E 一 E', 则 M’ 是 BC 的 中 点 , EE'’ = A4B, 人 EBM' = /EAM,/EMM' = 
LMEA, AME'B = MEA,AMMD = 人 EAM = 人 EBM'. 因 M' 是 Rt 全 EBC 的 
斜 边 的 中 点 ,所 以 ,ME = BM ,从 而 人 BEM' = 人 人 M'BE. 因此 ,人 EF'BM' = 
180? -一 BEHM .于 是 

LEMD = 3L MEAcs/ M'MD = 2 /MEA F'BM' = 2 M'F'Bes 


180? - A BEM’ = 2 ME'Be AME'B = 90? - 7 LBEM' 


LF = AEME' cyEM' = EE'sBM' = ABeBC = 2AB 
例 3.1.4 以 平行 四 边 形 4BCD 的 边 BC 和 CD 为 边 长 向 形 外 作 两 个 相似 三 
角形 BEC 与 DCF .求证 :人 4FPF cm 人 BEC. 
证 明 ”如 图 3.1.4 所 示 , 作 平移 变换 7T(4B), 则 BB 一 C,A4 一 D. 设 E 一 
E’ , 则 人 DCE’ 2 AAABE,AE'CE WW ADCF. 由 于 ECE = LDCF, 所 以 ， 


LPCD = LECF. 又 Ci = Fe, 因此 ,人 DCE' 人 FCE. 但 人 DCE' 各 


八 ABE ,所 LM, 个 ABE cm 人 FCE .于 是 ,#6 = Fe LFEC = 过 4AEB ,进而 人 人 FEA = 
CEB 故人 人 48 人 BEC. 


图 3.1.3 图 3.1.4 
如 果 一 个 平面 几何 问题 中 含有 几 个 平行 四 边 形 ,我们 选择 其 中 一 个 平行 
四 边 形 作 平 移 变 换 即 可 . 


例 3.1.5 以 A4BC 的 边 BC 为 一 边 作 平行 四 边 形 BKLC ,使 它 与 全 4BC 位 
于 直线 BC 的 同 侧 ;再 分 别 以 4B 和 BC 为 一 边 向 人 4BC 外 作 平 行 四 边 形 4BEF 
与 ACMN ,使 E、FK 三 点 共 线 ,MN、L 三 点 共 线 .求证 
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SBCIK = SABEF + SACMN 

其 中 5 表示 相应 图 形 的 面积 . (Pappus 定理 ;第 14 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1988) 

证 明 如 图 3.1.5 所 示 , 作 平 移 变 换 A 
T( 弃 ), 则 B 一 K,C 一 上 L. 设 A 一 4', 则 四 边 形 
ABKA' 、4CLA' 丝 为 平行 四 边 形 . 由 此 可 知 ,4 
为 直线 EF 与 MN 的 交点 ,从 而 有 SjjapgF = 
SDABK4' SDACMN = So : 又 因 全 4'KL 宇 
人 4BC ,所 以 ,SAki = SA4pc. 于 是 


SABEF + S ,ACMN 二 S ABKA' + Sj ACIA = 


图 3.1.5 
SBCIK — SAABC + SAAKL = SBCLK 


矩形 和 正方 形 都 是 特殊 的 平行 四 边 形 , 因 此 ,条 件 中 含有 和 扼 形 或 正方 形 的 
平面 几何 问题 也 可 以 尝试 用 平移 变换 处 理 . 

例 3.1.6 设 P 是 和 矩形 4BCD 所 在 平面 上 的 一 点 ,过 点 B 引 PD 的 垂 线 ,过 
点 C 引 PAh 的 垂 线 ,它们 交 于 点 0. 证 明 : 若 Pz 0, 则 PO | 4D.( 第 17 届 俄 罗 
斯 数学 奥林匹克 ,1991) 

证 明 如 图 3.1.6 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(AB), 则 4 一 B,D 一 C. 设 PP', 则 BP'// 
AP, CP’ V DP. 轩 BO | PD, CO | 4P, 所 以 ， 
BO | PC.CO 1 P'B, 这 样 ,0 为 会 P'BC 的 重 
心 .于 是 ,PO 1 BC, 但 PP' | BC, 因 此 ,P、 
P'、0 三 点 共 线 . 再 由 PQ 上 4D 即 知 PO 上 
AD. 

例 3.1.7 平面 上 一 个 单位 正方 形 与 距离 图 3.1.6 
为 1 的 两 条 平行 线 均 相 交 , 使 得 正方 形 被 两 条 平行 线 截 出 两 个 三 角形 (在 两 条 
平行 线 之 外 ) .证明 : 这 两 个 三 角形 的 周 长 之 和 与 正方 形 在 平面 上 的 位 置 无 关 . 
(第 15 届 亚 洲 - 太平 洋 数 学 奥林匹克 ,2003) 

证 明 ”如 图 3.1.7 所 示 , 设 直线 1// 4, 
与 六 ,的 距离 为 1, 单 位 正方 形 4BCD 的 边 4B、 
47 分 别 与 1 交 于 P、Q, 边 BC、CD 分 别 写 1, 交 
于 R、S. 作 平移 变换 T(PA4), 设 一 7,1 一 
1 ;RR->R', 则 R' 在 ,上 ,Vi 过 正方 形 的 顶点 
4. 因 点 4 到 1 的 距离 等 于 4B, 所 以 1, 决 不 会 
与 边 4B 、4 相交 . 设 /与 边 BC 、CD 分 别 交 于 
EF, 则 有 R'F = RS,SF = PA4,ER = 40, 进 


几何 变换 
与 几何 证 题 


而 ER' = Po ,于 是 
AP + PO+AQO+ RC+CS+ RS = 
SF + ER'’+ ER+ RC+CS+RF = EC+CF+ EF 

过 顶点 4 作 , 的 垂 线 , 设 垂 足 为 H, 则 48H = 4B = 4D = 1. 由 于 4B | 
EC,AD | CF,AH | EF, 所 以 ,点 4 是 全 CEF 的 C- 沙 心 , 且 B、H.D 分 别 为 
全 CEF 的 C- 旁 切 圆 与 三 边 的 切 点 ,所 以 EH = BE,HF = FD, 从 而 EC + 
CF +EF = BC + CD =2. 即 

AP+ PO+AO+ RC+CS+RS=2 

这 束 是 说 ,全 AP0Q 的 周 长 与 人 CSR 的 周 长 之 和 等 于 2. 它 与 正方 形 在 平面 上 的 
位 置 无 关 . 

上 面 几 个 例子 都 是 实施 一 个 平移 变换 后 便 能 很 快 得 到 结论 . 然而 并 非 所 有 
的 问题 都 如 此 .但 即便 不 是 这 样 ,我 们 也 可 通过 一 个 平移 变换 将 问题 转化 为 另 
一 个 容易 解决 的 问题 . 

例 3.1.8 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 的 内 
部 一 点 .求证 : PB = PC = 4 的 充分 必要 条 件 
是 :PBA = 2A4DP 人 DCP = 2 PA4D.( 充 
分 性 :第 25 届 澳 大 利 亚 数 学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 如 图 3.1.8 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(4B), 则 4 一 B,D->C. 设 P>P', 则 有 
PP' LAB, 日 LBCP'’ = /ADP,LP'BC =: 
Ph4D, PPC = /DCP,/ BPP' = /PBA. 
于 是 , 当 PB = PC = 4B 时 ,有 PB-=PC- 图 3.1.8 
PP' ,从 而 P 为 全 P'BC 的 外 心 .所 以 ,人 BPP' =2BCP' ,PPC =27P'BC. 
故 


LPBA = 2 ADP,/ DCP = 2/ PAD 

反之 , 当 人 PBA = 2 4DP 且 一 DCP = 2 PAD 时 ,有 人 BPP' = 2 一 BCP'， 
公 P'PC = 2 人 P'BC. 延 长 PP' 至 0, 使 Po = PB, 连 BO, 则 BPP' = 2 一 BOP， 
所 以 ,了 BQP' = 人 人 BCP' ,从 而 0.B、P C 四 点 共 圆 ,因此 人 P'O0C = 一 P'BC. 
X24LP'BC = 人 PPC = 人 P'QC + 人 QCP, 所 以 ,了 P'QC = 了 人 QCP, 于 是 
PC = PQ = PB, 从 而 PP 为 全 QBC 的 外 心 .但 0、.B、P'、C 四 点 共 圆 , 故 PP' = 
PB. 再 由 PP' = AB 即 知 PB = PC = 4B. 

在 这 个 问题 中 ,必要 性 通过 一 个 平移 变换 即 可 得 到 ,而 充分 性 并 非 如 此 .但 
我 们 通过 平移 变换 后 已 将 其 转化 成 立 另 一 个 容易 解决 的 问题 ,并且 必 要 性 的 证 
明 给 我 们 提供 了 一 个 解决 问题 的 正确 思路 . 

一 般 来 说 ,对 于 含有 平行 四 边 形 的 平面 几何 问题 ,我 们 可 以 沿 着 平行 四 边 
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形 的 某 一 边 平移 ,使 平行 四 边 形 的 一 边 与 其 对 边 重合 ,就 有 可 能 使 问题 得 到 解 
决 .但 这 有 一 个 前 提 , 即 问题 中 的 平行 四 边 形 的 条 件 必 不 可 少 . 如 果 问 题 中 的 平 
行 四 边 形 的 条 件 可 以 去 掉 , 则 作 平 移 变 换 就 有 可 能 导致 失败 .另外 ,有 些 问题 尽 
管 表面 上 不 含有 平行 四 边 形 的 条 件 , 但 有 可 能 隐 含 了 某 个 平行 四 边 形 . 发 现 了 
隐 含 的 平行 四 边 形 ,同样 可 以 考虑 施 以 平移 变换 . 

例 3.1.9 由 平行 四 边 形 4BCD 的 顶点 4 引 它 的 两 条 高 4E、4F, 设 4C = 
a,EF = b, 求 点 4 到 个 4EF 的 後 心 8H 的 距离 . 

如 果 对 本 题 直接 沿 ABCD 的 某 边 作 平移 变换 , 则 我 们 得 不 到 对 解 题 有 任何 
帮助 的 信息 ,从 而 不 可 避免 地 陷 人 “ 山 重水 复 疑 无 路 ”的 困境 . 究 其 原因 ,是 因 
为 本 题 只 不 过 是 穿 了 一 件 漂亮 的 “平行 四 边 形 ” 外 衣 . 因 整 个 问题 仅 与 四 边 形 
AECF 有 关 ( 只 是 在 这 个 四 边 形 中 ,4E | EC,AF | FC). 但 如 果 注 意 到 两 个 垂 
直 的 条 件 和 一 个 “ 垂 心 ” 的 条 件 ,情形 就 不 同 了 .由 旦 为 全 4EF 的 重心 立即 可 知 
四 边 形 HECF 是 一 个 平行 四 边 形 .注意 到 了 这 个 隐 含 的 平行 四 边 形 ,并 以 此 为 
基础 实施 平移 变换 , 则 我 们 立马 进入 “柳暗花明 又 一 村 ”的 佳境 . 

解法 1 ”如 图 3.1.9 所 示 , 作 平移 变换 T(EC), 则 EE-> C. 设 4->4', 则 4 
在 直线 4D 上 ,日 AF 4 AH, 而 AH | EF, 所 以 A'F | EF. 义 A4’' 二 EC, 
4 | EC, 因 此 ,四 边 形 4ECA' 为 窍 形 , 从 而 4'E = 4C = a, 于 是 ,由 勾 股 定理 
立即 可 得 

AH = AF=VAE- EF-Va-b 

解法 2 如 图 3.1.10 所 示 , 作 平移 变换 7T( 琴 ), 则 E->H. 设 fF 一下, 则 
Fr" 在 直线 CD 上 ,日 fF” = EH = CF, 即 下 为 CF"' 的 中 点 .但 4F | CF ,因而 
AF’ =AC = a.X HF' A EF,M AH | EF,BW AH | HF',HF' = EF = b, 
于 是 ,由 勾 股 定理 立即 可 得 

AH=AF = VAF?- HF?Y-Va-b 


图 3.1.9 图 3.1.10 


由 以 上 各 例 可 以 看 出 ,用 平移 变换 处 理 某 些 与 平行 四 边 形 有 关 的 平面 几 
何 问题 确实 是 非常 方便 的 .但 这 并 不 等 于 说 , 凡 平 行 四 边 形 问题 都 可 以 用 平移 
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变换 处 理 ,只 能 说 ,平移 变换 是 处 理 平行 四 边 形 问 题 的 重要 工具 之 一 .有 些 平行 
四 边 形 问 题 则 不 能 将 一 边 平移 到 对 边 ( 如 例 3.3.1), 有 些 平行 四 边 形 问题 则 可 
能 运 于 用 别 的 几何 变换 处 理 (如 例 4.2.3) 而 将 平移 变换 拒 之 门 外 . 实际 上 , 任 
何 一 种 方法 都 不 是 万 能 的 ,迟早 会 有 例外 .另外 ,对 于 某 个 具体 的 平行 四 边 形 问 
题 来 说 ,尽管 可 以 用 平移 变换 解决 ,但 平移 变换 方法 也 许 不 是 最 好 的 或 最 简单 
的 方法 .读者 对 本 书 以 后 的 各 种 几何 变换 处 理 的 各 类 平面 几何 问题 都 应 持 这 种 
观 操 看 待 . 


3.2 共 线 相等 线段 与 平移 变换 


因为 在 平移 变换 下 ,与 平移 方向 平行 的 线段 变 为 与 之 共 线 且 相 等 的 线段 ， 
所 以 ,对 于 已 知 条 件 中 有 共 线 且 相 等 的 线段 的 平面 几何 问题 ,我 们 也 可 以 考虑 
用 平移 变换 处 理 .在 一 般 情况 下 ,平移 向 量 的 选择 是 为 了 使 其 中 一 条 线段 通过 
平移 变换 变 成 男 一 条 线段 . 

例 3.2.1 设 DE 是 全 4BC 的 边 BC 上 两 点 ,上 且 BD = EC, 人 /BAD = 
作 EAC. 求 证 :全 4BC 是 一 个 等 腰 三 角形 . (第 18 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1992) 

证 明 ”如 图 3.2.1 所 示 , 作 平移 变换 T( 妇 ), 则 B 一 E,D 一 C. 设 A 一 
A', 则 A'E = 4B,44' // BC, 人 EA'C = BAD = /EAC, 所 以 ,四 边 形 AECA’ 
为 圆 内 接 梯 形 ,因而 为 等 腰 梯 形 . 于 是 ,4C = A'E = 48. 故 人 4BC 是 一 个 等 腰 
三 角形 . 

例 3.2.2 如 图 3.2.2 所 示 , 设 是 个 4BC 的 边 BC 上 的 一 点 ,N 是 BC 的 
延长 线 上 一 点 , 且 MN = BC, 过 M 作 A4C 的 垂 线 ,再 过 六 作 45 的 垂 线 , 垂 足 分 
别 为 D、E, 全 4ABC 的 重心 为 已. 求证 :4 、.E、H.D 四 点 共 圆 . 


图 3.2.] 图 3.2.2 


证 明 ”如 图 3.2.2 所 示 , 作 平移 变换 T(BK), 则 B 一 M,C 一 N. 设 H-> 
H', 则 MH' // BH,M BH | 4C, 所 以 MB | 4C. 又 HWHD | 4AC, 因 此 M.D、H' 
三 点 共 线 . 同 理 ,N、E、H 三 点 共 线 , 即 下 是 直线 MD 与 NE 的 交点 . 这样 便 有 
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AD | DH' ,AE | EH' ,于 是 D、E 均 在 以 AH 为 直径 的 圆 上 .又 因 HH' // BC， 
AH BC, 所 以 4H | HH' ,从 而 昌 也 在 以 AH' 为 直径 的 贺 上 . 故 4、E、H.D 由 
点 共 圆 . 

这 两 例 均 属于 典型 的 共 线 相等 线段 问题 .前 一 题 通过 一 个 平移 变换 ,借助 
四 点 共 圆 ,问题 轻松 地 得 到 了 解决 .后 一 题 则 通过 一 个 平移 变换 ,借助 三 点 共 线 
也 使 问题 很 快 得 到 解决 . 

当 共 线 相 等 的 两 线段 有 一 个 公共 端点 时 ,公共 端点 就 成 了 这 两 条 线段 的 另 
两 个 端点 所 构成 的 一 条 长 线段 的 中 点 . 这 就 是 说 ,中 点 问题 是 共 线 相等 线段 的 
特殊 情形 ,因此 ,对 于 出 现 了 中 点 的 平面 几何 问题 ,我们 也 可 以 尝试 用 平移 变换 
处 理 . 

例 3.2.3 证 明 : 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 

证 明 如 图 3.2/3 所 示 , 设 D.E、F 分 别 
为 全 4BC 的 边 BC、CA 、4B 的 中 点 . 作 平 移 变换 
T(BD), 则 B 一 D,D->C,F->E. 设 E>F'， 
则 DE' 人 BE .再 设 CF 与 BE 交 于 G,DE 与 CF 
交 于 K. 因 D 为 BC 的 中 点 , DK // BCG, 所 以 K 为 
CG 的 中 点 , 即 有 CK = KG. 又 EE 为 FE' 的 中 点 ， 
GE // KE' ,所 以 G 为 FK 的 中 点 , 即 FG = GK， 
从 而 有 FC = 3 CF, 即 G 为 CF 上 的 一 个 定点 . 
同 理 ,4D 也 通过 CF 上 的 定点 C. 故 4D、BE 、CFK 三 线 共 点 . 

众所周知 ,三 角形 的 三 条 中 线 所 共 之 点 称 为 三 角形 的 重心 . 因而 上 述 证 明 
还 同时 给 我 们 带 来 了 一 个 副产品 : 

三 角形 的 重心 到 各 个 顶点 的 距离 等 于 相应 中 线 长 的 三 分 之 二 . 

例 3.2.4 设 MM 为 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4D 的 中 点 ,过 点 C 作 4B 的 垂 线 
区 4B 于 E. 求 证 :EMD = 3 了 MEA 的 充分 必要 条 件 是 BC = 24B. 

本 题 即 上 一 节 的 例 3.1.3, 那里 曾 作 为 一 
个 平行 四 边 形 问题 用 平移 变换 给 出 了 它 的 一 个 4 y 
证 明 , 这 里 再 作为 中 点 问题 用 平移 变换 给 出 另 /— 


一 个 证 明 . E 

证 明 如 图 3.2.4 所 示 , 作 平 移 变 换 /一 
T(AM), 则 4 一 M,M 一 D. 设 E 一 BF, 则 / 
ME’ AE,DE’ | ME,H /EME' = /AEM. 


由 4E |] EC 知 ME'” | EC. 叉 M 为 4D 的 中 点 ， 
AE CD, 因而 ME' 为 线段 EC 的 垂直 平分 线 , 所 以 ,EFMC = EME' = 


图 3.2.3 


C 


图 3.2.4 


103 


几何 变换 
与 几何 证 题 


人 451 .于 是 再 由 人 MCD = 一 PHMHC = 人 AAEM 得 
LDEM = 3 AEMes/ CMD = DCM MD = CD BC = 24B 

例 3.2.5 设计 是 全 4BC 的 边 BC 的 中 点 ,个 4BD 与 人 4CM 反 向 相似 . 求 
证 ; DM // AC. 

证 明 ”如 图 3.2.5 所 示 , 作 平移 变换 T(BKM), 则 8 一 M,M 一 C. 设 4 一 
A',D 一 D', 则 人 MD'A'’ = 人 BDA = AMC. 又 44' // BC, 所 以 /MAAh' 与 
了 4MC 互补 ,进而 全 M44' 与 人 MD'A' 互补 ,从 而 M、4、4A'、D' 四 点 共同 .于 是 ， 
了 M4D' = 人 MA'D' = 人 BAD = MAC, 所 以 D' 在 直线 4C 上 .但 DD' 上 MC， 
故 DM / DC, 即 DM / AC. 

例 3.2.6 在 全 4BC 中 ,4B 4C, 过 BC 的 中 点 M 作 一 条 直线 1! 分别 于 直 
线 4B 、4C 交 于 D、E. 求 证 : BD = CE 的 充分 必要 条 件 是 直线 1 平行 于 人 B4C 的 
平分 线 . 

证 明 ”如 图 3.2.6 所 示 , 设 47 为 人 BAC 的 平分 线 . 作 平移 变换 7(BV)， 
则 B 一 M,M 一 C. 设 DD’', 则 D'C/ MD,MD' = BD,/ MD'C = /BDM. 
于 是 ,1// 4TBDM = 人 NECe MD'C = 人 MECo 四边形 EMCD' 内 接 于 
圆 全 四 边 形 EMCD' 为 等 腰 梯 形 MD’ = CE 之 BD = CE. 


图 3.2.5 图 3.2.6 


如 果 对 于 一 个 中 点 问题 , 当 我 们 对 其 实施 一 次 平移 变换 后 仍 难以 沟通 条 件 
与 结论 之 间 的 逻辑 关系 时 ,我 们 可 以 考虑 作 两 次 平移 变换 ( 非 变 换 之 积 ) , 先 将 
线段 的 一 个 端点 平移 至 中 点 处 ,再 将 线段 的 另 一 个 端点 也 平移 至 中 点 处 ,或 将 
相关 线段 都 平移 至 与 中 点 有 天 的 线段 的 两 端 ， 
这 就 有 可 能 使 得 问题 的 条 件 与 结论 之 间 的 逻辑 
关系 变 得 清晰 起 来 . 

例 3.2.7 过 直角 全 A4BC 的 斜 边 4B 的 中 
点 与 直角 顶点 C 任 作 一 个 圆 卫 , 圆 卫 分 别 与 两 
直角 边 4C 、BC 交 于 EE、F. 求 证 : 4E? + Bh? = 
EF’. 

证 明 如 图 3.2.7 所 示 , 作 平 移 变 换 图 3.2.7 


104 


Geometric transformations and their applications 


T(AN), 则 4A—> M. 设 E> FE, 则 ME'’ = AE,EE' | AM,/ EE'M = /BAC = 
ECM ,所 以 ,E' 在 圆 厂 上 .再 作 平 移 变 换 T(BM), 设 一 F', 则 Fr 同样 也 在 
圆 厂 上 ,上 是 MF = BF,FF 人 MB. 而 M 为 4B 的 中 点 ,所 以 F'F 人 EF' ,从 而 
rEE'F 是 一 个 矩形 ,因此 ,所 F = EF ,是 E'F' 也 为 圆 T 的 直径 . 故 

AE* + BR = MBE + MF'’ -= EF = EF 

在 这 个 问题 中 , 我们 作 一 次 平移 变换 根本 达 不 到 目的 . 但 作 平 移 变 换 
T( 4 用) 后 ,EE 的 像 点 E' 正好 在 圆 广 上 ,这 使 得 我 们 马上 想到 如 果 再 作 平移 变换 
T(BM), 则 下 的 像 点 rr 也 在 贺 厂 上 .通过 这 两 个 平移 变换 ,使 得 问题 的 结构 发 
生 改 变 , 从 而 使 得 我 们 很 快 达到 了 解决 问题 的 目的 . 

例 3.2.8 设 村 WN 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 BC 、47D 的 中 点 ,直线 4B、CD 
分 别 与 直线 MN 交 于 E、F. 证 明 :4B = CD 的 充分 必要 条 件 是 人 BEM = 
/MEFC. 

本 题 当 属 典型 的 中 点 问题 ,但 如 果 仅 作 一 次 平移 变换 7(4 亨 ) 或 7(BM)， 
是 难以 沟通 “4B = CD" 与 “人 BEM = 人 MEFC” 之 间 的 逻辑 关系 的 .而 当 我 们 同 
时 作 两 次 平移 变换 时 ,情形 就 不 同 了 .下 面 给 出 两 种 不 同 的 证 法 . 

证 法 1 如 图 3.2.8 所 示 , 作 平移 变换 T(4N), 则 4 一 N. 设 BB', 则 四 
边 形 ABB'N 为 平行 四 边 形 , 所 以 BN 上 B4, 从 而 BEM = 人 B'NM .再 作 平 移 
变换 T(DN), 则 D->N. 设 C 一 C', 则 WNC' 于 DC, 了 MFC = 人 MNC' .又 易 知 
BB’ 从 CC' ,而 BM = MC, 所 以 B'、.M、C' 三 点 共 线 ,日 M 为 B'C' 的 中 点 .于 是 

AB = CDeNB’' = NC'w/BNM = 人 1MHNC' Oo/ BEM = /MFC 

证 法 2 ”如 图 3.2.9 所 示 , 作 平移 变换 T(BKY), 则 8-> M. 设 4A 一 4', 则 
A'M 上 4B, 所 以 人 BEM = 人 A'MN .再 作 平 移 变 换 T(DN), 则 D 一 N. 设 C 一 
C', 则 NC’ 二 DC, 了 MFC = MNC' .又 易 知 44' 十 MC,CC' 上 上 AN, 所 以 
N4' 十 MC' , 即 四 边 形 NMC'4' 是 一 个 平行 四 边 形 ,从 而 人 A4'MN = MA'C'， 
所 以 人 人 BEM = 人 MA'C' .于 是 ,4B = CDesA'M = NC' 心 平行 四 边 形 NMC'4 
是 一 个 矩形 oN、M、C'、4' 四 点 共 圆 > 人 MA'C'’ = 人 NMNC' BFM = 
MEFC. 
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1999 年 举行 的 第 21 必 世 界 城市 (冬季 ) 数学 竞赛 有 一 - 道 试题 为 : 

已 知 全 4BC 的 B- 旁 切 圆 与 C4 相 切 于 卫 ， 
C- 旁 切 圆 与 4B 相 切 于 E,M 和 WN 分别 为 BC 和 
DE 的 中 点 .求证 :直线 MN 平分 人 4BC 的 周 
长 ,上 且 与 人 4 的 平分 线 平行 . 

这 道 题 可 由 例 3.2.8 与 例 3.2.6 直接 得 到 . 

事实 上 ,如 图 3.2.10 所 示 , 设 直线 MN 与 直 
线 4B 和 CD 分 别 交 于 ,G6 ,由 条 件 有 


EB - 六 (4B + c4 _Bcy -= DC 


(这 是 旁 切 圆 的 一 个 重要 性 质 ). 于 是 ,由 例 3.2.8 即 得 BFM = MGC. 这 表 
明 直 线 MN 与 一 4 的 平分 线 平 行 . 进 而 由 例 3.2.6 有 BF = CC. 再 注意 AF = 
AG, MM 为 BC 的 中 点 即 知 直线 MN 平分 人 48BC 的 周 长 . 

用 平移 变换 处 理 共 线 相等 线段 问题 时 ,平移 问 量 的 选取 并 非 一 定 要 使 其 中 
的 一 条 线段 变 为 另 一 条 线段 ,有 时 要 综合 考虑 其 他 条 件 而 灵活 地 选取 平移 回 
量 . 

例 3.2.9 在 人 4B8C 中 ,4B zx 4C,7 为 人 4BC 的 内 心 .直线 41 与 人 4BC 
的 外 接 贺 交 于 D, 过 点 D 且 垂直 于 AD 的 直线 与 直线 4B 交 于 P. 公 4BC 的 B- 劳 
切 圆 与 边 C4 切 于 点 5,C- 旁 切 圆 与 边 4B 切 于 点 下 .求证 ; EF // IP. (秘鲁 国家 
队 选 拔 考试 ,2007) 

证 明 ”如 图 3.2.11 所 示 ,不 失 一 般 性 , 设 
AB > AC, 则 点 P 在 CB 的 延长 线 上 . 再 设 
全 4ABC 的 内 切 阅 与 4C、48B 分 别 切 于 XX、Y, PD 
与 人 人 48BC 的 外 接 圆 交 于 K, 则 AE = XC,AF = 
YB ,KC | A4C,KB | 4B. 作 平移 变换 T( 及 )， 
则 4 一 设 E 一 FF,F>F, 则 E'F' / EF. 

另 一 方面 ,不 难 知道 四 边 形 JE'CX 与 1YBF 
都 是 矩形 ,因而 FF 在 直线 KC 上 ,Fr' 在 直线 BK 图 3.2.11 
.又 LDPC = LDBC - LBDK = LBCD - LBCK = LKCD = 一 KBD, 所 
以 DK. DP = DB*. 但 由 三 角形 的 内 心 的 性 质 , 有 DB = D1, 因 此, DK .: DP = 
DR, 所 以 ,了 DKI = PID. 青 注意 KF .DE'、T 五 点 共 圆 (它们 都 在 以 IK 为 
直径 的 图 上 ) ,所 以 

LEFI = LEKI = ADKI- /DKE' = 
LPID- /DAC = LPID - /BAD = 
LPID- LFID = LPIF 


图 3.2.10 
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于 是 PT/ EE'F'. 故 PI // EF. 

本 题 隐 售 了 两 组 共 线 相等 线段 :AE 与 XC ,4F 与 YB. 但 无 论 将 哪 一 组 通过 
平移 变换 使 一 条 线段 变 为 另 一 条 线段 ,都 无 法 解决 问题 . 因为 这 两 组 共 线 相等 
线段 中 存在 两 条 线段 有 公共 端点 4 ,而 另 两 条 线段 均 与 三 角形 的 内 心 工 联系 在 
一 起 , 故 尝 试 作 平移 变换 7(47) ,并 且 最 终 获得 了 成 功 . 


3.3 一 般 相 等 线段 与 平移 变换 


如 果 两 条 相等 线段 既 不 平行 也 不 共 线 , 则 其 中 一 条 线段 不 可 能 是 另 一 条 线 
段 在 某 个 平移 变换 下 的 像 .但 我 们 可 以 通过 平移 变换 移动 其 中 一 条 线段 ,使 两 
条 线段 有 一 个 公共 端点 ,然后 通过 等 腰 三 角形 的 性 质 再 加 上 其 他 相关 条 件 使 问 
题 得 到 解决 . 

例 3.3.1， 设 EF 分 别 为 平行 四 边 形 的 边 
AB、A4AD 上 的 点 , BF 与 DE 交 于 点 K. 求 证 : BF = 
DE 的 充分 必要 条 件 是 CK 平分 人 BKD. 

证 明 ”如 图 3.3.1 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(E28), 则 EB. 设 D>D', 则 由 DC // 4B 
知 , D' 在 DC 上 ,和 且 BD’' 上 ED. 由 于 KD/ BD'， 
FD // BC ,从 而 FD' // KC. 这 样 便 有 人 BD'F = 
全 CKD, 了 BKC = ABFD'. 于 是 ,BF -= 图 3.3.1 
DEeSBF = B1 ees/ BFD’ = /FD'Bes/ BKC = /CKDesCK 平分 人 BKD. 

本 题 属于 上 典型 的 平行 四 边 形 问 题 , 但 如 果 将 其 作为 平行 四 边 形 问 题 用 平移 
变换 处 理 ( 将 平行 四 边 形 的 一 边 平移 到 对 边 ), 则 我 们 会 走 进 一 个 死胡同 .而 这 
里 将 其 作为 相等 线段 问题 处 理 , 则 一 路 畅通 无 阻 . 

例 3.3.2 设 D、E 分 别 是 个 4BC 的 边 BC 、 
4C 上 的 点 , 且 BD = A E,AD 与 BE 交 于 P， 
4C8B 的 平分 线 与 4D、BE 分 别 交 于 OQ、R. 求 


证 : 信 = fp. (第 58 届 波 兰 数学 奥林匹克 ， 
2007) 


证 明 ”如 图 3.3.2 所 示 , 作 平 移 恋 换 " ” " 
T(E), 则 B 一 EE. 设 DpD->D', 则 ED' BD， 图 3.3.2 


DD’' 4 BE, 所 以 LD'EA = 180 - 一 4CB .又 因 
FED' = BD = AE, 所 以 
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LEAD' = 这 (180 ~ LD'EA) = HLACB = LACF 
因此 4D' // QC, 从 而 人 4DD' 人 QPR. 故 他 = 2 - 人， 
在 本 题 中 ,线段 相等 的 条 件 “BD = A4E” 与 欲 证 比例 关系 似乎 很 难 联系 起 
来 .但 是 ,在 作 了 平移 变换 T(BE) 后 ,通过 等 腰 三 角形 及 角 平 分 线 的 条 件 便 产 
生 了 两 个 相似 三 角形 ,从 而 顺利 地 得 到 了 结论 . 
例 3.3.3 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ,BC > 4D,CD > 4B,E、F 分 别 为 
BC、CD 上 的 点 , 且 BE = 4AD,DF = AB,M 为 EF 的 中 点 .求证 :DM | BM. 
证 明 ”如 图 3.3.3 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(2D), 则 4 一 D. 设 8B 一 KK, 则 四 边 形 4BKD 
是 一 个 平行 四 边 形 . 因 BC > 4D,CD > 48, 所 
以 ,点 天 一 定 在 四 边 形 4BCD 内 .注意 
LABK + LDAB = 180* 
LBAD + LDCB = 180 
所 以 ,ABK = /ABCD,LCBK = /ABC - 
BCD ,于 是 ,由 BE = 4D = BK, 有 图 3.3.3 


ZBKE = 90 - (LCBA _ /DCB) 


同 理 ,一 PKD = 90 - 广 ( 人 4DC - 人 DCB). 又 
LDKB = /BAD,/ CBA + /AADC = 180°, /BAD + /DCB = 180 
所 以 ,HKD + DKB + BKE = 270. 因 此 ,了 EKF = 90?, 即 全 EKF 是 一 个 
以 天 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 ,而 M 是 斜 边 EF 的 中 点 ,所 以 ,ME = MK = 
MF ,但 BE = BK,DF = DK, 于 是 , BM、DM 分 别 为 KE 、KF 的 垂直 平分 线 , 由 此 

即 知 BM | DM. 

例 3.3.4 设 DE 分 别 是 全 4BC 的 边 C4 、 
AB 上 的 点 , BD 与 CE 交 于 P, 且 三 线段 BE、 
ED 、DC 中 有 两 条 相等 . 证明: BE = ED = DC 
的 充分 必要 条 件 是 


ZBPC - 广 和 BAC -oP 


证 明 ”如 图 3.3.4 所 示 , 作 平 移 变 换 “ C 
T( 妨 ), 则 B 一 D. 设 E> E', 则 四 边 形 p'BDE 图 3.3.4 


是 一 个 平行 四 边 形 ,所 以 EF'DA = 人 BAC.， 
CEE = /EPB, 从 而 
CDE’ = 180p -AE'DA = 180p - /BAC 


108 


Geometric transformations and their applications 


CEB = 180 - /BPC 
因 三 线段 BE .ED 、DC 中 有 两 条 相等 ,于 是 
BE = ED = DCEDE' = DE = DC 一 
万 为 人 有 EC 的 外 心 LCDE’ = 2 CEE' es 


180P -~ LBAC = 2(180 _ LBPC)/BPC - LBAC - 9 


例 3.3.5 在 全 ABC 中 ,4C > 4B, 点 XY 分 别 位 于 B4 的 延长 线 与 边 4C 
上 , 且 BX = C4,CY = 4B,BC 的 垂直 平分 线 与 直线 XY 交 于 点 P. 求证 : 
了 BPC + 人 人 BAC = 180P.( 第 42 届 灿 国 数学 奥 林 匹 苑 ,2006) 

证 明 如 图 3.3.5 所 示 , 作 平移 变换 
T(AC), 则 4 一 C. 设 B 一 B', 则 四 边 形 4BB'C 
是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 ,了 CB'B = BAC， 
CB' = AB = C7, 进 而 BYC = 人 CB'Y. 注 意 
AY = AC - YC = BX - BA = AX, 所 以 
LAXY = TIM4. 又 CB' // 4B, 因 此 ,YCB' = 
了 YAX, 从 而 了 X.Y、4’' 在 一 直线 上 .但 8B8” = 
4C = BX, 所 以 

LXB'B = /BXB' = LCB'X 图 3.3.5 
这 说 明 B'X 是 人 CB'B 的 平分 线 , 它 与 BC 的 垂直 平分 线 的 交点 忆 在 人 4'BC 的 
外 接 贺 上 ,于 是 人 BPC + 人 CA'B = 180P. 而 人 CB'B = 人 BAC, 故 
LBPC + LBAC = 180 

本 题 中 有 两 对 相等 线段 : BX 与 C4 、CY 与 48B, 但 如 果 去 掉 条 件 “AC > 4B”， 
则 这 两 对 相等 线段 的 条 件 是 对 称 的 ,因而 我 们 将 哪 对 相等 线段 作为 特征 图 形 ， 
所 产生 的 证 明 本 质 上 上 是 一 样 的 . 

例 3.3.6 在 人 4BC 中 ,4B = AC,E、F 分 别 为 4B、AC 上 的 点 , 且 hE = 
CF .求证 


EF > 了 BC 


本 题 的 条 件 中 有 两 组 相等 线段 :AE = CF, 4B = 4C. 另 外 ,显然 还 有 BE = 
AF .相等 线段 4F 与 CF 无 公共 端点 ,BE 与 4F 也 无 公共 端点 ,我 们 可 以 通过 平 
移 变换 使 这 两 条 线段 有 公共 点 ,然后 再 设法 得 到 结论 .4B 与 4C 作为 两 条 相等 


线段 ,它们 已 有 公共 端点 4. 但 在 人 4BC 中 ,EF 与 广 BC 的 关系 不 明朗 ,我 们 也 


可 以 通过 平移 变换 改变 其 中 一 条 线段 的 位 置 ,使 它们 仍然 有 公共 端点 .于 是 ,着 
眼 于 不 同 的 相等 线段 , 便 可 以 得 到 不 同 的 证 法 . 
证 法 1 如 图 3.3.6 所 示 , 作 平移 变换 7T( 4 六) , 则 4 一 F. 设 EE 一 E', 则 
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AEE'F 是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 人 FE'E = BAC,AE = FE’',AF = 三 ' .又 由 
AB = AC,AE = CF ,AF = 有 ,所 以 妥 = FEE’, FE = FC, 因 此 , /EF'B - 
CH ,一 CFRP = 一 4CB ,于 是 

LEFB + AFEE+ /ACE'F = /CBA+ /BAC + /ACB - 180 
这 说 明 E' 在 边 BC 上 . 再 设 BE' 与 EC 的 中 点 分 别 为 MN, 则 EM | BE’, 


FN | E'C,H MN - 方 BC. 显 然 ,EF > MN, 故 EF -> 方 B8C. 等 式 成 立 当 且 仅 当 


EF /BC, 当 上 且 仅 当 人 入 = 5 , 当 且 仅 当 AE* = FEB?, 当 是 仅 当 hE = EB, 当 且 
仪 当 E、F 分 别 为 4B、A4C 的 中 点 . 

证 法 2 如 图 3.3.7 所 示 , 作 平移 变换 7( 研 ), 则 EE 一 F. 设 8->B', 则 
B'F = BE = AF,H B'F/ AB.PWM, /BAF = LFB'A,S BAC = PFC - 
2 一 B4F ,因此 ,4B' 是 人 BAC 的 平分 线 , 从 而 48' | BC. 于 是 , 设 直线 4B' 与 
BC 交 于 MM, 则 MM 为 BC 的 中 点 . 故 EF = BB' > BM = 小 BC. 等 式 成 立 当 且 仅 
当 BB' 与 BM 重合 , 当 且 仪 当 EF // BC, 当 生 仅 当 E、F 分 别 为 4B、AC 的 中 点 . 
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图 3.3.6 图 3.3.7 
证 法 3 如 图 3.3.8 所 示 , 作 平移 变换 T(BC), 则 8B 一 C. 设 EP, 则 
EE’ | BC, PW 以 ,CE'’ = BE = AF. CF = AE,LECF =- /FAE, 所 以 
个 CFE' 守信 AEF ,从 而 FE = EF .于 是 
2EF = EF + FE' > FE ~ BC 


故 EF > 方 BC. 等 式 成 立 当 且 仅 当 EFE' 三 点 共 线 , 当 且 仅 当 EF // BC, 当 
日 仅 当 、F 分 别 为 4B、AC 的 中 点 . 


证 法 4 如 图 3.3.9 所 示 , 作 平移 变换 T( 氟 ), 则 一 EE. 设 4 一 4', 则 
4'4 业 有 ,所 以 ,4 有 = 4 = BE, 而 A'E// AF, 因 此 ,4'B | BC. 设 MM 为 BC 


的 中 点 , 则 AM | BC, 所 以 ,4M // 4'B, 于 是 44 > BM = 广 BC. 但 EF = 44， 


故 EF > 方 BC. 等 式 成 立 当 目 仅 当 44 // BC, 当 目 仅 当 EF // BC, 当 上 且 仅 当 吾 、 
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F 分 别 为 4B、A4C 的 中 点 . 


图 3.3.8 图 3.3.9 


以 上 四 个 证 明 各 具 特 色 . 第 一 个 证 明 通 过 平移 变换 产生 两 个 等 腰 三 角形 ， 
然后 利用 直角 梯形 的 斜 腰 不 小 于 直角 腰 而 使 问题 得 到 解决 ;第 二 个 证 明 则 是 通 
过 平移 变换 产生 一 个 项 角 与 原 等 腰 三 角形 的 项 角 互 补 的 等 腰 三 角形 ,然后 利用 
等 腰 三 角形 三 线 合 一 的 性 质 以 及 直角 三 角形 的 斜 边 大 于 直角 边 而 使 问题 获 解 ，; 
第 三 个 证 明 则 是 通过 平移 变换 先 产 生 一 个 与 人 AEF 全 等 的 人 CFE' ,然后 利用 
三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 而 使 问题 得 到 解决 ;第 四 个 证 明 也 是 通过 平移 变 
换 产 生 一 个 顶 角 与 原 等 腰 三 角形 的 顶 角 互补 的 等 腰 三 角形 ,然后 则 是 利用 直角 
梯形 的 斜 腰 不 小 于 直角 腰 而 使 问题 得 到 解决 .无 论 哪 一 种 方法 ,都 是 平移 变换 
立 的 功 . 

例 3.3.7 设 人 48C 的 B- 劳 切 圆 与 边 Ch 切 于 点 天 ,与 BC 的 延长 线 切 于 
点 上 .C- 旁 切 圆 分 别 与 直线 BC 、C4 切 于 点 M、N ,直线 丰 与 MN 交 于 P. 求 证 : 
AP 平分 人 NA4B. (德国 国家 队 选 拔 考 试 ,2004) 

因 从 圆 外 一 点 所 作 圆 的 两 条 切线 长 相等 , 本题 像 这 样 的 相等 线段 有 六 
对 公 ABC 的 每 个 顶点 处 有 两 对 . 如 果 首 先 将 眼睛 盯 在 这 些 相 等 线段 上 , 则 
问题 很 难 取 得 突破 .另外 ,容易 知道 , BM = CL = CK, 而 将 眼光 落 在 BM = CL 
土 似乎 也 无 济 于 事 . 但 如 果 注 意 到 BM = CK ,情况 就 不 同 了 . 

证 明 ”如 图 3.3.10 所 示 , 设 公 4BC 的 C- 旁 切 圆 
与 边 48B 切 于 点 Q. 作 平移 变换 7(CB), 则 C 一 B. 设 
KK',W BK = CK = BM,BK’ // CK,K'K/ BC. 
因 CM = CN, 所 以 K' 在 MN 上 . 另 一 方面 ,由 CM = 
CN,CK = CL 不 难得 到 MP 」 LP, 且 KP 平分 
了 NKK' .所 以 ,P 为 NK' 的 中 点 .于 是 , 设 尺 为 直线 BP 
与 Ch 的 交点 , 则 RN = BK = BHM ,所 以 

AB = AQO + 0B = AN + BM = AN + RN = AR 
且 PP 也 为 BR 的 中 点 . 故 4P 平分 NAB. 
例 3.3.8 在 全 4BC 中 ,4B = 4AC, 了 BAC = 30p.P、O 分 别 为 48 和 4C 上 
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的 点 , 且 OPC = 45°, PQ = BC. 证 明 :BC = C0Q.( 第 20 届 俄罗斯 数学 奥 林 匹 
克 ,1994) 

证 明 ”如 图 3.3.11 所 示 , 作 平移 变换 7T(O8), 则 4 
0 一 B. 设 P 一 P', 则 P'B 上 人 上 PQ. 但 PO = BC, 所 以 
PB = BC. 又 由 条 件 知 人 POA = 15°, 人 人 CBA = 75°， 
所 以 人 人 P'BA = 1$9 ,一 CBP' = 60p ,因此 ,人 已 BC 为 正 
三 角形 .再 由 一 BEh4C = 30? 知已 为 全 4BC 的 外 心 . 所 0 
以 pP4 = PB. 又 DR 

PPC = LBAC = 30p, 了 P4P = 19 2 
所 以 ,了 PP'h = 1$ ,因此 4P = PP = 50, 于 是 ， 图 3.3.11 
个 P'PA 宇 人 P'0B, 从 而 PO = PP = BQ, 但 P'C = BC, 所 以 CO 垂直 平分 
P'B, 而 人 人 P'CB = 60, 所 以 人 QCB = 30p ,于 是 再 由 人 BAC = 30p,4B = 4C 知 
BOC = /LCBO(= 7$). 故 BC = C0. 

例 3.3.9 设 公 A4BC 是 一 个 正三 角形 ,41、4; 在 边 BC 上 ,B1、B; 在 边 C4 
上 , Ci 、C2 在 边 4B 上 , 且 凸 六 边 形 414,B1BsC1C; 的 六 边 长 都 相等 .求证 :三 条 
育 线 41 8,、B1C，,、C14; 交 于 一 点 . (第 46 届 IMO ,2005) 

证 明 ”如 图 3.3.12 所 示 , 作 平移 变换 7(B14)， 
则 Bi 一 4,, 设 B, 一 K, 则 414, = BiB, = K4，, 且 
了 Kh4s41 = 60, 所 以 全 Kh41h, 是 正三 角形 , 因此 ， 
KA! = 4i4， = C1C2,; 昌 由 人 AA1IK = 60 = 一 CB4 
知 , C1C2 MA AIK, 所 以 ,C1C24A1K 是 一 个 平行 四 边 形 ， 
因此 ,CiK = C41 = BsC1, 但 

BK = Bih, = B,C 

所 以 人 KB2C1 也 是 一 个 正三 角形 . 于 是 ,由 B,K42B， 图 3.3.12 
是 一 个 平行 四 边 形 , 公 K414; 与 全 KB,C1 都 是 正三 角形 可 知 ,人 4145B， = 
了 C1B;B1. 辣 理 , 人 Bi1B2C1 = 人 C1C241, 所 以 

4B;C = 了 BC4; = LCh,B 
再 注意 人 B,4C = 人 人 C23Bh1 = 人 4,CB1, BC = C 4 = hsB, 即 得 

人 4AC1B;y 空 人 AB4iC 空 会 CB4， 
进而 可 知 全 AC1B1 竺 全 Bh41Cl 迁 会 CB141, 所 以 全 41B1Cl 是 正三 角形 .于 是 ， 
A1B1 = A1C1, 又 BB = BC 因此 ,41B> 是 BiCI 的 垂 百 平分 线 , 从 而 41B> 通 
过 公 A1B1Ci 的 中 心 0 , 同 理 B1C,、41B, 都 通过 公 A1B1Ci 的 中 心 0. 故 41B，、 
Bi1C2、C14s 三 线 共 点. 

实际 上 , 在 本 题 中 ,全 4,B,C;, 也 是 正三 角形 , 是 人 A1B1Ci1、 全 42B,C;、 
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和 48C 这 三 个 正三 角形 的 中 心 都 是 点 0. 

对 于 结论 是 两 线段 相等 的 问题 也 可 以 通过 平移 变换 变 为 共 一 个 端点 的 两 
线段 ,然后 设法 证 明 它 们 为 一 个 等 腰 三 角形 的 两 腰 . 

例 3.3.10 设 MM、N 分 别 为 四 边 形 48CD 的 边 BC 、4D 的 中 点 ,直线 4B 、CD 
分 别 与 直线 MN 交 于 EF. 证 明 :4B = CD 的 充分 必要 条 件 是 人 BEM = 
MFC. 

这 是 上 节 的 例 3.2.8, 那 里 作为 中 点 问题 用 平移 变换 给 出 了 两 种 不 同 的 证 
法 . 因 其 中 涉及 48B 与 CD 相等 ,而 4B 与 CD 显然 是 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 线 
段 .现在 再 尝试 着 用 平移 变换 给 出 它 的 第 三 种 证 法 . 


证 阴 如 图 3.3.13 所 示 ， 作 平移 变换 F 
T(DA), 则 D 一 4. 设 CC', 则 4C' 上 DC， 5 
CC' 上 DA. 连 BC', 设 上 为 BC' 的 中 点 , 则 LW WV A Dp 
| 4 
CC', 且 LM = CC'. 双 ANY C'C,AN = 4D = 水 
二 CC ,所 以 IM 上 上 4V, 从 而 包 业 MU. 因此 7 5 


BEM = /BAL,AMFC = 人 14C'. 于 是 ,4B = 
CDAB = A4C' 二 BAL = 了 LAC'( 因 工 是 BC' 的 
中 点 )o 人 BEM = MFC. 

这 个 问题 中 有 两 个 中 点 (M 和 WAN). 我 们 通过 平移 变换 ,将 线段 CD 平移 至 
4C' ,使 之 与 线段 4B 有 一 个 公共 端点 4 而 得 到 全 4BC' ,再 利用 中 点 的 性 质 和 等 
腰 三 角形 的 三 线 合 一 性 质 ,迅速 地 使 问题 得 到 了 解决 . 

对 于 一 个 相等 线段 问题 ,如 果 我 们 作 一 次 平移 变换 后 仍 不 能 解决 问题 ,但 
作 一 次 平移 变换 后 产生 了 新 的 平行 四 边 形 ( 并 非 平移 一 条 线段 后 所 产生 的 平行 
四 边 形 ) 或 别 的 适 于 实施 平移 变换 的 图 形 ,这 时 我 们 可 以 考虑 再 作 一 次 平移 变 
换 . 

例 3.3.11 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = CD， 
AD 六 BC. 分 别 以 BC 、4D 为 底 边 作 两 个 同 向 相 
似 的 等 腰 三 角形 EBC 、FA4D .求证 : EF 平行 于 BC 和 
AD 的 中 点 的 连 线 . (第 19 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ， 
1993) 


图 3.3.13 


证 明 ”如 图 3.3.14 所 示 , 设 W N 分 别 为 BC、 ~ 
AD 的 中 点 , 作 平 移 变换 T(DA), 则 D 一 4. 设 C 一 : 
C' , 则 CC 由 4D,4C: = DC = 4B. 于 是 ,再 设 L 图 3.3.14 


为 BC: 的 中 点 , 则 AL | BC', LM /CC'C,IM -= CC, 所 以 ,AN 贞 LM,NM | 
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BC. 

再 作 平 移 变 换 T(A), 则 4 一 L,N 一 M. 设 FF 所 , 则 FF | BC'. 又 
全 FAD 会 EBC ,而 N、M 分别 为 4D、BC 的 中 点 ,所 以 人 FMNcn 作 EBM .于 是 
i = ov = 省. 从 而 由 FML = /AEMB = 9 即 知人 MBEP cn 人 MBL. 
这 样 ,由 EM | BM,FM | LM 可 知 EF' | BL. 但 FF' |] BC', 因 此 FE、F' 三 
点 共 线 ,所 以 EF | BC'. 故 MN // EF. 

在 本 题 中 ,我 们 通过 一 个 平移 变换 T( D4 )( 尚 不 能 解决 问题 ) 后 产生 了 新 
的 平行 四 边 形 4LMN ,再 通过 平移 变换 7(4) ,最 终 使 问题 得 到 了 解决 . 


3.4 “平行 与 平移 变换 


因为 在 平移 变换 下 ,平面 上 任意 一 点 与 其 像 点 的 连 线 总 是 平行 于 平移 向 量 
的 ,所 以 ,对 于 条 件 中 有 平行 线 ( 段 ) 的 平面 几何 问题 当然 也 可 以 考虑 用 平移 变 
换 处 理 ,平移 方向 平行 于 平行 线 ( 段 ) ,平移 距离 则 要 视 具体 情况 (特别 是 所 要 证 
明 的 结论 ) 而 定 . 

例 3.4.1 在 全 4BC 中 ,4B = 4C,CD 是 角 平 分 线 , 过 人 4BC 的 外 心 作 CD 
的 垂 线 交 4C 于 E, 过 EE 作 CD 的 平行 线 交 4B 于 天. 证明:4 = 7D.( 第 22 届 俄 
罗斯 数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 ”如 图 3.4.1,3.4.2 所 示 , 作 平移 变换 T( 捅 ), 则 所 >. 设 D 一 D'， 


则 D’ 在 DC 上 ,ED’ | FD, ¢ CD = ADC = + CBA+ 六 + 4CB .又 


£ OEC = 9P - 3 # ACB, + ECO = +* BAC 


图 3.4.1 图 3.4.2 


所 以 , 大 COE = 180 - (9pP -7 x 4CB) -六 二 B4C = 区 CBA + 7 文 4CB 
大 CD'E, 因此 0、D'、CE 四 点 共 圆 ,从 而 x D'OC = 基站 EC = BAC 
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2 04C, 因而 D'、0、4 三 点 共 线 ,于 是 由 人 ED'4 = 人 4C0O = 人 D'AE 即 得 
AE = ED = FD. 
本 题 的 条 件 中 有 FE // DC ,而 要 证 明 的 结论 是 AE = FD. 当 我 们 把 FD 党 
平行 方向 平移 到 ED' 后 即将 问题 转化 成 了 要 证 明 全 E4D' 是 一 个 等 腰 三 角形 . 
例 3.4.2 设 47 是 人 4BC 的 角 平 分 线 ， 全 全 于 人 1 分别 与 直线 BC、 


CA 、4B 交 于 DE、F. 求 证 :1 // 47 的 充分 必要 条 件 是 Au = FC. 


证 明 如 图 3.4.3 所 示 , 作 平 移 变 换 
T( 掺 ), 则 F>E. 设 B>B', 则 B'E 上 上 BF,， 
BB' // DE, 日 BAC = BEC. 设 BC 与 1 交 


于 天 , 则 由 KD // B'B Se = = pe. 又 4AT 平 分 
8B4C ,于 是 由 三 角形 的 角 平 分 线性 质 定 理 与 
判定 定理 立即 得 到 
DE // ATes EK 平分 人 B'FCes 
BE BK BF BD 


EC ~ KCOCE ~ DC 

在 本 题 中 , 因 涉 及 的 两 线段 BF 与 CE 是 分 散 的 ,通过 平移 变换 使 得 这 两 条 
线段 集中 在 一 起 后 利用 平行 线 截 线段 成 比例 定理 ,再 用 三 角形 的 角 平 分 线性 质 
定理 与 判定 定理 使 得 其 充分 性 与 必要 性 一 气 呵 成 . 

本 题 推 广 了 例 3.2.6, 因 而 实际 上 给 出 了 例 3.2.6 的 又 一 个 证 明 . 

如 果 对 于 一 个 平行 问题 , 当 我 们 对 其 实施 一 次 平移 变换 后 仍 不 能 解决 问题 
时 ,可 以 考虑 实施 两 次 或 多 次 平移 变换 ( 非 变 换 之 积 ). 

例 3.4.3 设 凸 六 边 形 4BCDEF 的 三 组 对 边 分 别 平行 .求证 :全 4CE 的 面 
积 与 全 BDF 的 面积 相等 . (第 58 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ,1958) 

证 骨 ”如 图 3.4.4 所 示 , 设 下 rh) p' ,BT pr, D———> (Eh) D', 则 挛 ' 
在 BB' 上 ,有 在 DD' 上 ,D' 在 fF’ 上, 且 

D'F’ =| 4B -DEI,FB’ =| CD’ -41B8D =1| EF -BC 

记 六 边 形 4BCDEF 的 面积 为 5S, 公 B'D'E' 的 面积 为 了 . 因 四 边 形 F4BF'、 
BCDB' 、DEFD' 均 为 平行 四 边 形 ,于 是 ,SA^spr = 了 (3 -了 了)+ 了 = 了 (3 + 7). 

同样 ,如 图 3.4.5 所 示 ,如 果 我 们 作 另 外 三 个 平移 变换 将 六 边 形 用 另 一 种 
方式 前 分 为 三 个 平行 四 边 形 与 一 个 小 三 角形 4'C'E' , 则 有 

A'C’ =1AB- DEI,CE =lCD- FAI,EA’ =| EF- BC 


因而 人 4'C'B 的 面积 也 为 了 ,于 是 也 有 Saacs = 了 (S+ 7). 故 SAapr = Seacz， 
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图 3.4.4 图 3.4.5 

本 题 共 有 三 组 平行 线 , 但 无 论 以 哪 一 组 平行 线 为 平移 方向, 作 一 次 平移 变 
横 是 解决 不 了 问题 的 .而 沿 每 一 组 平行 线 都 平移 一 次 , 则 恰好 将 六 边 形 进行 平 
行 剖 分 ,从 而 为 达到 要 证 的 面积 结论 铺 平 了 道路 . 

值得 注意 的 是 ,有 些 平行 问题 在 用 平移 变换 处 理 时 ,其 平移 方向 并 不 一 定 
非 要 与 平行 方向 一 致 ,而 要 综合 间 题 的 条 件 和 结论 所 给 出 的 各 种 信息 来 把 握 , 

例 3.4.4 设 P 是 个 4BC 的 高 4D 上 一 点 ,过 P 作 4B、AC 的 平行 线 分 别 交 
BC 于 鳌 、 下 ,求证 :过 点 巨 月 垂直 于 PC 的 直线 与 过 点 下 有 旦 和 懂 直 于 PB 的 直线 交 于 
AD 上 . 

证 明 如 图 3.4.6 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(4P), 则 4 一 P. 设 B 一 B,C 一 C',P>P'， 
则 P' 在 高 线 4D 上 ,8B' 在 直线 PE 上,C' 在 直线 
PF 上 ,县 B88 十 AP 十 CC' 二 PP', 所 以 ， 
BB'C'C 是 一 个 和 矩形. 设 过 C' 且 垂 直 于 PB 的 直 
线 与 过 点 B' 且 垂 直 于 PC 的 直线 交 于 五 , 则 
CH]LPB,BHJ| PC', 所 以 ,HH 为 全 P'B'C' 
的 重心 ,因而 在 直线 4D 上 .又 FEO // B'H， 
FQ /C'H,P'、Ek、B' 在 一 直线 上 上,P'、F、C' 在 
一 直线 上 , 故 0 在 直线 4D 上 . 

梯形 是 典型 的 平行 问题 ,因而 梯形 问题 通常 可 借助 平移 变换 解决 ,平移 方 
向 平行 于 梯形 的 两 底 , 平 移 距 离 一 般 为 某 个 底 边 的 长 .实际 上 ,我 们 通常 所 见 到 
的 命题 “对 角 线 相等 的 梯形 是 等 腰 梯 形 ” 的 证 明 本 质 上 就 是 利用 的 平移 变换 
(图 3.4.7). 


4 D .4 D 
~、、 
~ 
_ ~ 
~ ~ 
了 ~、 
BB 人 B CC CC 


图 3.4.7 
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例 3.4.5 ”梯形 4BCD 中 ,4D // BC,E、F 分 别 为 采 4B、CD 上 的 点 ,有 全 _ 
DF 、 AD + .BC 
FC = ) .求证 : EF = A 

证 明 如 图 3.4.8 所 示 , 不 妨 设 4D < 
BC , 作 平 移 变 换 T(4D), 则 4 一 D. 设 8 一 B'， 4 D 


p> p', 则 B' 在 线段 BC 上 ,D.E .B' 二 点 其 / A\ 
E 
线 .又 由 和 翁 = 如 知 ,EF // AD/ BC, 所 以 FE " 
EB ~™ FC , 
在 线段 EF 上 , 且 EE’ = 8B' = AD,F'F = : 
EF -AD,B'C = BC- AD. 于 是 由 EF/B'C, 


有 
AE DE EF EF- AD 


AB DB’ ~ BC ~ BC- AD 
化 简 .整理 ,得 AB : EF -= AE .BC + E8，AD. 故 


EB .: AD+ AE*: BC AD+A.:BC 
EB + AE 加 1+A 


本 题 义 管 简单 ,但 由 此 可 以 轻松 地 证 明 以 下 四 个 命题 . 

命题 3.4.1 设 B 了 5、CF 是 人 4BC 的 两 条 内 角 平 分 线 ,点 五 到 分 别 在 4C、 
AB 上 , 则 对 于 线段 EF 上 的 任意 一 点 D. 点 D 到 公 ABC 的 边 BC 的 距离 等 于 点 
D 到 其 余 两 边 的 距离 之 和 . (新 加 坡 国家 队 选 拔 考试 ,2008) 

事实 上 ,如 图 3.4.9 所 示 , 设 点 D 在 边 BC、C4、4B 上 的 射影 分 别 为 P、O、 
RR, 点 到 BC、4B 上 的 射影 分 别 为 $、U, 点 下 到 BC、CA4 上 的 射影 分 别 为 T、V， 


ED = A DF; 则 由 DO // FV,DR // EU, 有 DO = 个 二 DR - 7 由 
ES+A 


例 3.4.5, 有 DP = * 二 .又 BE、CF 为 人 4BC 的 两 条 角 平 分 线 ,所 以 ， 
EU = ES, FV = FT. 故 
A*: FV EU EU+raA:FYV ES+A*:FT 


EF = 


TI ri 7 A =?r 
命题 3.4.2 设 P.0、R、S 分别 是 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC、CD .D4 上 的 

= AP DR ,AS Bo msSI PT 

点 ,PR 与 SO 交 于 7T. 若 ps = RC = A415 = OC = 4, 则 zo = ,7 = 


事实 上 ,如 图 3.4.10 所 示 , 分 别 过 四 边 形 4BCD 的 顶点 4、8、C、D 作 直 线 


YI 4 二 AK _ AS BL BO _ 
PR 的 平行 线 与 直线 5S@ 交 于 K、L、M、N, 则 yp = 8 = Ly = ME = ~. 由 等 
比 定理 ,有 


4K +A': BL 


ND+A-. MC 一 
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图 3.4.9 


为 一 方面 ,由 例 3.4.5, 有 
pT = AA+A.BL 了 _ ND +A: MC 
1 + 从 1 + 人 


PT AK+A:BL 一 得 ST 
故地 = NDp+raA. MC = kK. 同 理 可 得 ,jo = 4. 


命题 3.4.2 即 推论 2.5.5, 这 里 实际 上 是 利用 例 3.4.5 给 出 了 它 的 一 个 新 的 
证 明 . 

命题 3.4.3 ” 凸 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 互 不 平行 ,线段 Po 位 于 四 边 形 
内 部 .如 果 P、Q 两 点 分 别 到 四 边 的 距离 之 和 都 等 于 m, 则 线段 Po 上 任意 一 点 
到 四 边 的 距离 之 和 也 等 于 m. (首届 全 国 数学 奥林匹克 命题 比赛 二 等 奖 ,1989) 

事实 上 ,如 图 3.4.11 所 示 , 设 点 P 在 四 边 D p, 
形 ABCD 的 四 边 4B、BC、CD 、D4 所 在 直线 上 的 
射影 分 别 为 Di、 D、 Da 、D4, 点 0 到 4B、BC、 
CD 、D4 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 El、E,、Ei、 
4 .线段 PO 上 的 任意 一 点 R 到 4B、BC、CD、DA 
所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 Fi、F,、Fs、F， 
PX = 和 A.， XQ, 由 例 3.4.5 有 

(1 + A)XF, = PD, + A. OEk, 
对 i = 1,2,3,4 求 和 ,并 注意 
PD1 + PD; + PD;3 + PDa4 = QE + OF; + OF + OF = m 
得 (1 + A)(XF) + XF, + XF; + XE) = (1 + A)m. 故 
AFI + XFy 十 XF3 + XF4 = m 

从 这 个 证 明 可 以 看 出 ,命题 3.4.3 中 “两 组 对 边 互 不 平行 ”的 条 件 是 多 余 
的 . 且 命 题 对 任意 凸 多 边 形 都 成 立 . 

命题 3.4.4 已 知 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,E、F 分 别 为 边 4B、CD 上 的 一 


点 ,有 满足 针 = 序 .再 设 P 是 线段 EF 上 满足 名 = 4 的 点 .证 明 :人 4PD 与 
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人 入 BPC 的 面积 之 比 不 依赖 于 E、F 的 选择 ， 
(第 39 届 IMO 预选 ,1998) 


事实 上 ,如 图 3.4.12 所 示 . 分别 过 点 E、F、 


AB 
P 作 BC 的 垂 线 EK、FL、PM. 设 5 = = 7 = 4 


AEF CF 4 u* CD 
| 
pp = FD = EB= TFC = mt 
X EK = EB.:sin B,FL = pC. sin C ,所 以 
EK = ABsin B py _ LA CDsin C 
l+y l+px 


由 例 3.4.5, 有 


EK+AaAFL ABsin B+ Ap4* CDsin C 


TD 


同 理 , 若 过 点 P 作 4D 的 垂 线 PN , 则 有 


AB(wsin A + sin D) 
FN = (1 + A)(l+ x) 


再 注意 到 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 即 知 PM = PN. 叉 


SAaPp 一 六 4 PN ， SA Bpe 


故 2%2 - .42 2 与、 F 的 选择 无 关 . 


SABPC 


例 3. 4 6 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC. 在 
较 长 的 底 边 BC 上 取 一 点 ,使 BE 等 于 梯形 的 
中 位 线 长 .求证 :4C | BD 的 充分 必要 条 件 是 


DE 也 等 于 其 中 位 线 长 . (必要 性 :第 17 届 俄 罗 。 
斯 数学 奥林匹克 ,1991) 


证 明 ”如 图 3.4.13 所 示 , 设 MN 分别 为 
4B 与 CD 的 中 点 . 作 平 移 变 换 T( 妨 ), 设 C 一 


_ AB(sin B + usin C) 


(1+A)CL+A) 


工 BC .PH 
4 DD 
AN 
\ 
A7 N 
~、 AN 
~ 
NN 
E C CO!’ 
图 3.4. 13 


C' , 则 DC' 止 4C, 所 以 ,N 也 是 4C' 的 中 点 ,因此 ,BC' = 2MN. 叉 BE = MN, 从 
而 EE 为 BC’' 的 中 点 .于 是 ,AC | BDoBD | DC’oBC'’ = 2DEeDE = MN. 
例 3.4.7 在 等 腰 梯 形 4BCD 中 ,4D // BC,M 是 腰 CD 的 中 点 ,过 两 对 角 
线 的 交点 作 两 底 的 平行 线 交 CD 于 N, 则 4、B8 、.M、N 四 点 共 圆 . 
证 明 ”如 图 3.4.14 所 示 , 作 平移 变换 7( 仿 ), 设 C 一 CD 一 也 , 则 
CC' 十 4D,CC' 上 DP' ,所 以 ,D 为 4D' 的 中 点 ,CD 的 中 点 及 也 是 4C 的 中 点 ， 
即 M 在 4C' 上 .于 是 , 设 0 为 4C 与 BD 的 交点 , 则 由 0N / 4D / BC 有 


BO _ CO _ ON 


BD ~™ CA ~ AD ~ DD’ 
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所 以 D'、N、B 三 点 共 线 . 
另 一 方面 , 因 C'D' = CD = A4B, 所 以 ,四 边 
形 4BC'D' 仍 是 一 个 等 腰 梯 形 ,这样 便 有 
LNMA = LDMA = LD'C'A = 
了 DB4 = /NBA 
上 A、B、M、N 四 点 共 圆 . 

用 平移 变换 处 理 梯 形 问 题 时 ,平移 距离 并 
不 一 定 总 取 梯 形 的 某 个 底 边 的 长 ,也 可 以 是 与 图 3.4.14 
两 底 边 平行 的 某 一 线段 . 

例 3.4.8 在 梯形 4BCD 中 ,4D / BC, 人 4 与 人 B 的 外 角 平 分 线 交 于 PP， 
了 C 与 人 D 的 外 角 平 分 线 交 于 0. 求证 : Po 等 于 梯形 4BCD 的 周 长 的 一 半 . 
(第 13 届 墨 西 哥 数学 奥林匹克 ,1999) 

证 明 ”如 图 3.4.15 所 示 , 设 直线 BC 分别 与 直线 4P、DO 交 于 E、F, 因 4P、 
BP 分 别 为 两 个 互补 的 角 的 外 角 平 分 线 , 所 以 4P 」 BP, 进 而 PP 为 4E 的 中 点 . 同 
理 , 0 为 DF 的 中 点 ,因此 ,4D // PQ // BC. 作 平移 变换 7(PO), 则 P 一 0. 设 
A 一 A',B 一 B', 则 A4’Q、B'Q、CQ、BQO 分别 为 四 边 形 4'B'CD 的 四 个 内 角 的 平分 
线 .既然 其 四 个 内 角 的 平分 线 交 于 一 点 ,所 以 ,四 边 形 4'B'CD 是 一 个 圆 外 切 四 
边 形 ,从 而 4'8 + CD = D4' + CB'. 但 

4'B' = AB,DA’ = AA’ - 4D,CB' = 86' - BC,44 = BB’ = PQ 
因此 ,4B + CD = 2PO - (AD + BC). 故 


PO = F(AB+ BC + CD + AD) 


Ss 


F 


图 3.4. 15 
对 于 本 题 来 说 ,如 果 用 平移 变换 将 4 移 至 D 或 将 B 移 至 C, 往 下 我 们 将 一 筹 
莫 展 . 因 我 们 容易 得 出 PQ 与 两 底 也 是 平行 的 ,于 是 通过 平移 变换 T(PO) 得 到 
一 个 圆 外 切 四 边 形 后 便 迅 速 地 得 到 了 绪论 . 
例 3.4.9 梯形 4BCD 中 ,4D / BC, 在 BC 上 取 两 点 P、O, 在 4D 上 取 两 点 
MN, 使 BM // PD,CN // 40. 设 BM 与 04 交 于 E,PD 与 CN 交 于 F, 过 E 作 
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底 边 的 平行 线 交 CD 于 kK, 过 FF 作 底 边 的 平行 线 交 AB 于 上 .求证 : EK = LF. 

本 题 也 和 上 题 一 样 ,如 果 用 平移 变换 将 4 移 至 DD 或 将 B 移 至 C, 往 下 就 几乎 
没戏 了 .考虑 到 结论 是 EK // LF ,因而 如 果 作 平移 变换 使 点 E 移 至 KK, 则 我 们 只 
需 证 明 点 了 的 像 正 好 是 下 即 可 . 

证 明 ”如 图 3.4.16 所 示 , 作 变换 T(EK). 
则 EE 一 K. 设 A 一 4',B>B', 则 4' 在 4D | 上:， 
B' 在 BC 上 ,B'K/ BM/ PD,A'K/ AE /1 
NC 于 是 D4' DK PP’ 


"NN = KC = BC 而 FF 为 DP 与 CN 
的 交点 , 所 以 ,4'、F.B' 三 点 共 线 . 但 4 有 一 
4A'B',L 在 4B 上 ,和 且 LF // BB' // hh' ,因而 必 有 
L—>F. 故 EK = 1F. 

例 3.4.10 在 梯形 4BCD 中 ,4B ] CD, 上 是 对 角 线 4C 与 BD 的 交点 ,FF 是 
AB 上 -一 点 , 且 DF = CF. 青 设 01、0; 分 别 为 人 ADF 与 人 ABC 的 外 心 .求证 : 
010, | EF.( 第 46 届 保加利亚 (春季 ) 数学 竞赛 ,1997) 

本 题 是 一 个 典型 的 梯形 问题 ,但 无 论 将 4 平移 至 8B 还 是 将 DD 平移 至 C, 都 无 
济 于 事 .于 是 我 们 尝试 将 点 五 平移 至 8, 此 时 点 D 的 像 正 好 在 全 FBC 的 外 接 圆 
上 .同样 ,将 点 下 平移 至 4, 则 点 C 的 像 在 人 ADF 的 外 接 圆 上 .而 结论 是 EF 与 
这 珊 圆 的 连 心 线 垂 直 , 因 此 ,我 们 只 需 证 明 直 线 EF 正 是 这 两 圆 的 根 轴 久 即 可 . 
于 是 ,我 们 通过 两 次 平移 变换 得 到 如 下 的 证 法 . 

证 明 ”如 图 3.4.17 所 示 , 作 平移 变 
换 T( 凶 ), 则 F->B. 设 D> D', 则 DD 在 
直线 CD 上 ,人 BDC = DC. 由 PDF = CF， 
AB /J CD 有 LEFDC = LDCF = /BFC, 
所 以 LBD'C = 人 BFC, 于 是 ,D' 在 
人 FBC 的 外 接 圆 上. 同样 , 作 平移 变换 人 
T(Fh4), 设 CC', 则 C' 在 直线 CD 上 ， 


图 3.4.16 


且 C' 在 人 4DP 的 外 接 圆 上 . 图 3.4.17 
设 直线 EF 与 直线 CD 交 于 K. 注 意 DC // 4B ,所 以 4 = 44 = 巡 , 从 而 
DC . AF BE: DC 
KC= 术 :KD = AB 
男 一 方面 ,我 们 有 
KD = | DD -DK|I=|IBF-DK|= 
人 见 附录 A. 
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DK DC 


BF 11- I= BPI1l- 1- 
BF 
4 14B -DC | 
KC -CCc_KCIT4F_RKCT- 
KC . pC, AF 
AF 11- 4F1= 4 从 1= 从 :148-DC| 
于 是 
KC KD = AB- DCI= KD KC 
因此 ,点 天 在 已 01 与 局 0， 的 根 轴 上 , 即 直线 EF 是 0 与 @0, 的 根 轴 . 故 
010, | EF 


表面 上 没有 “平行 " 条 件 的 问题 ,只 要 能 根据 条 件 得 到 “平行 ”的 中 间 结 论 ， 
同样 可 以 作为 平行 问题 而 考虑 施 以 平移 变换 . 

例 3.4.11 设 圆 心 为 0 的 辆 矿 与 下 全 4BC 的 边 BC 相 切 ,4B 、4C 分 别 与 
凤 矿 交 于 E、F 两 点 , 且 正 三 角形 的 高 等 于 圆 古 的 半径 .求证 :人 EO0F = 60?. 

证 明 ”如 图 3.4.18 所 示 , 因 为 圆 卫 的 圆心 为 0, 正 人 4BcC 的 高 等 于 圆 卫 的 
半径 ,所 以 ,04 ] BC. 作 平移 变换 T(40), 则 4 一 0. 设 B 一 B,C->C', 则 
全 0B'C' 仍 为 正三 角形 , 且 有 、C' 在 直线 BC 上 ,因而 圆 芽 与 B'C' 仍 相 切 , 设 
0B' .OC' 分 别 与 圆 卫 交 于 K 工 ,BO、C'O 的 延长 线 交 圆 卫 于 居 、 玉 , 则 因 


LB' // FrB 有 L'F = KE. 又 由 对 称 性 有 , 大 = LFP, 所 以 LR = 古 , 因 此 ， 


EF = 了 .而 三 等 于 6p ,所 以 三 的 度数 等 于 60p. 故 EOF = 60. 

有 些 平 行 问题 可 以 考虑 用 平移 变换 的 乘积 处 理 . 

例 3.4.12 设 KLM.N 分别 为 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 边 4B 、BC、CD、 
DA 的 中 点 ,求证 :全 NAK、 公 KBL、 合 LCM 和 全 MDN 的 重心 是 一 个 平行 四 边 形 
的 四 个 顶点 .中国 香 港 队 选拔 考试 ,2003) 

证 明 ”如 图 3.4.19 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 的 圆心 为 0, 公 NAK、 
全 KBL、 合 LCM 和 全 MDN 的 垂 心 分 别 为 E、F、G、H. 因 KF | BC,0OL | BC, 所 
以 KF // 0L, 同 理 ,OK V LF ,所 以 ,四 边 形 KFLO 是 一 个 平行 四 边 形 . 同 理 ， 
OLGM 、NOMH 、EKON 都 是 平行 四 边 形 .因而 


T(KO) T(O 刘 ) 7T(F0) T(ON) 
大 一 一 一 NO 一 一 HM,KF—— > 0L———~> 


7T(ON)T(KO) z 
所 以 EF KO He 但 


T(OM)T(KO) = T(OM + KO) = T(KN) 


KN) , 
TT HG. 故 四 边 形 EFGH 是 -个 平行 四 边 形 . 


MG 


于 是 ,FF 
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图 3.4.19 


3.5 ”线段 比 及 其 他 与 平移 变换 


平面 几何 中 有 大 量 的 关于 线段 比 的 问题 ,其 中 有 些 线段 比 的 问题 也 是 可 以 
用 平移 变换 处 理 的 . 这 是 因为 将 与 线段 比 有 关 的 线段 通过 平移 变 换 改 变 位 置 
后 ,可 以 与 平行 线 截 线段 成 比例 定理 或 三 角形 的 角 平 分 线性 质 定理 与 判定 定 
理 .或 相似 三 角形 联系 起 来 ,从 而 使 问题 的 条 件 到 结论 的 逻辑 思路 变 得 清晰 ， 

例 3.5.1 设 P.O RS 分 别 是 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC、CD、DA 上 的 


点 , PR 与 50 交 于 了 7. 求 证: 如果 25 DR_ 和 -B20 则 


B RC "SD ~ QC 
7 _ A 
TO TTR 7 


本 题 即 命题 3.4.2, 亦 即 推论 2.5.5. 这 里 
将 其 作为 线段 比 的 问题 从 不 同 的 角度 用 平移 变 
换 给 出 五 种 新 的 证 明 . 

证 法 1 如 图 3.5.1 所 示 , 作 平移 变换 
T(56), 则 S-> 0. 设 4 一 4,D>D', 则 0 在 


4D 上 ,有 生 4'0 = AS,0D' = SD, 所 以 和 - 


QP 
AS _ BO , ， 
SD QC’ 因此 ,全 4'BQ 人 D'CQ, 从 而 图 3.5.1 
BA' // CP', E 48 _ 28 汗 p 作 44' 的 平行 线 交 B4' 于 ,再 过 R 作 DD' 的 平 


行 线 交 CD' 于 下 , 则 有 
AE AP DR DPF 
EB ~ PB ~ RC YY FC 
所 以 ,EO、F 三 点 共 线 . 
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另 一 方面 , 因 PE // 44' // DD' 7/ RF, 且 5 = R 所 以 


PE PB RC RF 
44' ~ AB ~ DC ~ DD’ 
而 44' = DD'( = SO), 因 此 PE = RF. 青 由 PE // hh' /DD' // RF 好 知 PEFR 


= RC 


是 一 个 平行 四 边 形 .又 70 // PE, 故 mr = os = 06 = K- 同 理 ,0 = 


证 法 2 如 图 3.5.2 所 示 , 作 平移 变换 
T(AB), 则 4 一 B. 设 DD',S 一 5S 则 汪 丰 


BD’' 上 , 且 BS = AS,S'D’ = SD, 所 以 之 = 


_ BO f 1 5 请 
 - = 0C ,因此 ， ,S'Q /A D'C. 再 过 PP 作 4D 的 平 


行 线 分 别 与 SS' 、.DD' 交 于 E、F, 则 DF = SE = 


AP _ DR 
AP, FD’ = ES’ = PB ,所 以 ,六 = pp = RC 图 3.5.2 


因此 FR // D'C. 过 R 作 DD' 的 平行 线 交 CD' 于 V, 设 BV 与 $'0 交 于 U, 则 
SU 区 _DR 4P SE 
UO -3 VvC ~ RC PB ES’ 
于 是 , 设 过 EE 且 与 $'0 平和 -组 六 关于 和 风 
ET PE BS S$'U 
FRR 一 PF ~ BD' -DT 
但 FR = DV, 所 以 ET = S'U, 从 而 ES'UT' 是 一 个 平行 四 边 形 , 这样, 再 由 
全 SET' cm 和 ATUO 即 知 ,S、T'、Q 三 点 共 线 ,因此 ,7T” = 7. 故 


ST SEE _AP _,PT_PE _ 43_ 
TR™ ES ”PB™ TR YEF™Y SD™* 


证 法 3 ”如 图 3.5.3 所 示 , 作 平移 变换 7(45), 则 4 一 5. 设 P 一 P',B 一 
B', 则 SP' = AP,P'B' = PB,BB = PP' = 4S. 再 作 平 移 变 换 7( 访 ), 则 DD 一 
S. 设 R—>R,C—>C', 则 SR’ = DR,R'C’ = RC,C'C = RR = SD,H 

LB'BO = LCCO 
BB' 43 SD CC 
BO =80=00= QC 
由 此 可 知 B'、0、C' 三 点 共 线 . 设 PR' 与 50 交 于 T, 则 P'R'/ B'C', 且 
PT _B'O Bp AS PP 


”oC -TSD RR 
而 PP'/ Rb PP R= 二 基线 因 此 = 了 . 故 
ST SP AP ,PT PP 4 
TR~™ PB PB TR RR SD 
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证 法 4 ”如 图 3.5.4 所 示 , 作 平移 变换 T(50), 则 S$ 一 0. 设 A 一 4',D 一 


D', 则 4'、.0.D' 三 点 在 一 直线 上 , 生 4'0 = 4S,QD' = SD ,所 以 ,9 _ 仿 - 


B80 因此 ,A4B0Ocm 和 pco, 从 而 BA’ // CP' , 且 人 2 = pp. 过 P 作 B4’ 的 平 


QC 
行 线 交 44' 于 已 ,过 尺 作 CD 的 平行 线 交 DD' 于 F, 则 2 = 全 = 1 = 六 
JPE _ BA' _ BO : 
所 以 RF = CD = 06: 于 是 ,再 设 EF 与 SQ 交 于 了 , 则 有 
ET _ 4S _ BO _ PE 


TF 3SD 一 OoOC PF 
而 PE // RF ,所 以 P、T'、R 三 点 共 线 .因此 ,7T = 了 . 故 
SsT AE AP PT ET 4 


TR ”YEA PB TR TF SD 7 


图 3.5.3 


证 法 5 如 图 3.5.5 所 示 , 设 过 P 且 平行 于 
SO 的 直线 与 过 0 且 平 行 于 PR 的 直线 交 于 LL, 过 
4 有 昌平 行 于 BL 的 直线 与 直线 PL 交 于 K, 过 C 有 8 
平行 于 BL 的 直线 与 直线 LQ 交 于 MW ,过 D 且 平 
行 于 CM 的 直线 与 直线 MR 交 于 N, 凤 有 4K // 
BL // CM // DN ,所 以 

AK AP DR DN BL CM 


BL PR CM’BO ™~ CO 图 3.5.5 
AS BO pa _ QC 
XD = OC PM 3 ,于 征 


AK AK.BL.BY DN.CM .YC _ DN 
AS B BO AS “CM QC SD SD 


所 以 ,K、S、N 三 点 共 线 .因此 , 售 = 名 = 9C = 彤 -而 取 / SQ, 所 以 ,KLW 


KP AP DR ND 2 、 
NM .同样 ,由 py = ppB = RC 二 po’ pA PR 得 , KN LA LM. 因此, 四边 形 


KLMN 是 一 个 平行 四 边 形 . 再 由 KL // NM // SQ ,KN // LM // PR 即 知 
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STr KP 4P Pr Ks AS 


一 一 一 一 一 人 .二 一 一 一 -一 一 -一 


TO -了 一 PB "TR SN 3SD 一 
这 里 的 五 个 证 明 的 一 个 基本 出 发 点 是 :将 分 散 的 比例 关系 通过 平移 变换 使 
之 集中 .在 证 法 2.3.4 中 , 因 涉 及 未 知 比 ( 欲 证 结论 ) ,我 们 采用 了 同一 法 .证 法 5 
尽管 表面 上 没有 用 到 平移 变换 , 但 这 个 证 法 是 在 两 个 平移 变换 7( 王 ) 与 
7( 戎 ) 下 引出 的 . 


例 3.5.2 ” 设 P、O 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC 、4D 上 的 点 , 且 05 - 
Pr = A. 直线 PQ 分别 与 直线 4B、CD 交 于 EE、F. 求 证 :A = 4 的 充分 必要 条 件 


是 了 BEP = 人 PFC.( 必 要 性 :第 2 届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,1987) 
问题 中 涉及 三 个 线段 比 ,其 中 前 两 个 比 是 有 公共 端点 的 共 线 两 线段 之 比 ， 
最 后 一 个 比 中 的 两 线段 48B 与 CD 是 分 散 的 .注意 到 结论 是 两 个 相等 的 角 ,我 们 
可 考虑 通过 平移 变换 将 这 两 条 分 散 的 线段 集中 在 一 起 ,然后 通过 三 角形 的 角 平 
分 线 判定 定理 来 解决 问题 . 
证 明 如 图 3.5.6 所 示 , 作 平 移 变 换 
7(D4), 则 D-~>4. 设 C 一 C, 则 4C' 业 DC. 过 


点 了 作 CC' 的 平行 线 交 BC 于 R, 则 BE -35 - 
RC PC 
RP BP 


A, 上 且 E = BC = AY 而 CC' 上 4D, 所 以 
RP 上 40 ,因此 4R // FP ,这 样 便 有 人 BAR = 
BFEP,R4C' = PFC. 于 是 ,由 三 角形 的 角 
平分 线性 质 定理 与 判定 定理 即 得 图 3.5.6 


,BR _ 4B ， 4B 
LBEP = LPFCELBAR = 人 RCR = CON = 全 


特别 地 , 当 ) = 1 时 , P、0 分 别 为 BC 、4D 的 中 点 .此 时 本 题 即 例 3.2.8, 亦 
即 例 3.3. 10. 

例 3.5.3 设 ABCDEF 是 一 个 是 六 边 形 ,P、0、R 分 别 是 直线 4B 与 EF 、EF 
与 CD .CD 与 48 的 交点 .S$、T、U 分 别 是 B8C 与 DE 、DE 与 fhA、Fh 与 BC 的 交点 . 


求证 :如 果 fp = 碟 = 而, 则 在 = 舍 = 天 (第 15 届 伊朗 数学 奥林匹克 ， 
1998) 

本 题 的 条 件 和 结论 都 是 三 个 线段 比 的 连 等 式 . 因为 RP、QR、PQ 是 一 个 三 
角形 的 三 边 , 所 以 4B、CD 、EF 也 构成 一 个 与 全 POR 相似 的 三 角形 的 三 边 , 因 
而 可 以 考虑 通过 平移 变换 将 4B 、CD .EF 集中 到 一 起 构成 一 个 与 全 POR 相似 
的 三 角形 . 
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证 明 ”如 图 3.5.7 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(DE), 则 D 一 5. 设 C->0, 则 0E 全 CD ,所 
以 一 FEO = 一 0, 且 0 = 次 = 9G， 因此 
全 FEO OA 公 POR, 从 而 人 OFE = 人 P, 且 

FO_EF _AB 

RP = PO = RP 
所 以 , FO = 4B, 这 说 明 FO 上 45, 进而 网 业 
0B. 又 CO // DE ,于 是 全 COB 信 STU, 所 以 


BC _C0 _ 08 
US ~ ST ~ TU 


3 _ ABC _ DE FA 
再 注意 CO = DE,0B = FA 即 得 7 = 57 = 17: 


由 本 题 可 以 简单 地 证 明 前 面 的 例 3.3.9, 即 

设 全 4BC 是 一 个 正三 角形 ,4 、 4 在 边 BC 上 ,Bi、B; 在 边 C4 上 ,Ci、C> 在 
边 A4B 上 , 且 凸 六 边 形 41428B1B,CiC; 的 六 边 长 都 相等 .求证 :三 条 直线 4; B，、 
Bi C2、Ci4a 交 于 一 点 .( 第 46 届 IMO,2005) 

事实 上 ,如 图 3.5.8 所 示 , 设 直线 C34 与 
A2Bl1 交 于 4' ,直线 4,Bl 与 B,C 交 于 B' ,直线 
BsCl 与 C4 交 于 C'. 因 分 4BC 是 一 个 正三 角 
形 ,A1A; = B18， = CC ,所 以 

A1h4> BiB, CC 
BC ~ CA ~ AB 
BC! CA! A,B 
于 是 ,由 例 3.5.3 即 知名 Er = 志 佬 = 二 下 .但 5 
BsC1 = C24 = 4sBi, 所 以 BPC’ = C'A' = 
4'B' ,这 说 明 全 4'B'C' 也 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,由 414;B1B2C1C2 是 等 边 六 边 
形 可 知 
AABC1 QABB BLACAB 之 和 人 444 LABC,A LQ AC'C,O, 

进而 可 知 全 41B1Ci 与 全 42B;C; 皆 为 正三 角形 .( 往 下 同 例 3.3.9) 

例 3.5.4 公 ABC 的 边 BC、C4、4B 上 的 点 DE、F 分 别 内 分 各 边 的 比 为 
t : (1 - 1). 求证 :线段 4D、BE 、CF 构成 一 个 三 角形 的 三 边 . 记 此 三 角形 的 面积 
为 S, 则 有 


S= (lt+1t)SAne 


其 中 Sanac 表示 公 4BC 的 面积 . (第 1 届 日 本 数学 奥林匹克 ,1991) 
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证 明 如 图 3.5.9 所 示 , 作 平 移 变 换 4 
T(BD), 则 BD. 设 EEF', 则 DE' 4 BE， 
EE' | BD, 所 以 ,LCEE'’ = /ACB,EF' = 
BD =t* BC.X CE = t* CA, A CE'E 
个 4BC, 于 是 ,人 EF'CE = BAC,E'C = 上 .4B， 
从 而 EC WN 4B. 但 4F = 1 4B, 因 此 ,EC 上 
AhF ,进而 4E' 目 FC. 这 说 明 人 ADE' 即 是 以 
AD 、BE、CF 为 三 边 长 的 三 角形 . 图 3.5.9 

由 三 角形 的 面积 公式 ,有 


SaaBp _ BD _ , Saace _ Sec _AF _, 
SaaBc BC SasBc Saasc AB 


1 ，: ， 
Sapce 220 CEsin SADCE pc.cP DC.AF 


sc AB:BC:sin /ABC 和 人 


= (1-2): 


于 是 , Sapgp = SAacg' ,Sapcge = ti(1 -1)SAagc.: 从 而 由 S = Sangc + SAacg' - 
SA4Bp 一 SApcg' 即 得 


S = Apgc 一 App = SAABc 一 i(1-— 1) SA4Bc = (1l—-i+ t?) SA apc 
特别 地 , 当 + = 广 时 ,D、E、FF 分 别 为 人 4BC 的 三 边 的 中 点 , 且 1 -t+ = 
这. 故 三 角形 的 三 中 线 构成 一 个 新 的 三 角形 , 且 新 三 角形 的 面积 为 原 三 与 三 角 


形 的 垂 心 有 关 的 平面 几何 问题 也 可 以 考虑 用 平移 变换 处 理 , 通 常 将 三 角形 的 某 
条 高 平移 到 三 角形 的 另 一 个 顶点 处 ,以 改变 问题 的 结构 . 

例 3.5.5 证 明 : 三 角形 的 顶点 到 垂 心 的 距离 等 于 其 外 心 到 对 边 中 点 的 路 
离 的 两 倍 . 

角形 的 面积 的 祥 ， 

证 法 1 如 图 3.5.10 所 示 , 设 H.O、M 分 
别 是 全 4BC 的 重心 、 外 心 和 边 BC 的 中 点 , 则 
OM | BC, 所 以 ,OM 即 人 4BC 的 外 心 到 边 BC 
的 距离 . 作 平移 变换 T(BB), 则 有 一 B. 设 A 一 
4', 则 A'B 汪 4H. 因 AH | BC,BH | AC, 所 以 
A'’B | BC,44' 14C. 于 是 ,4' 在 人 4BC 的 外 图 3.5.10 
接 圆 上 , 且 4'C 为 其 直径 ,因而 0 为 4'C 的 中 点 .再 注意 M 为 BC 的 中 点 即 得 ， 
4'B = 20M. 故 AH = 20M. 

证 法 2 ”如 图 3.5.11 所 示 , 设 HO0、.M 分 别 是 全 4BC 的 重心 .外 心 和 边 BC 
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的 中 点 , 则 OM 即 人 4BC 的 外 心 到 边 BC 的 路 
离 . 作 平移 变换 T( 瑚 ), 则 末 -> B8. 设 C 一 C'， 
则 C'CBH .因而 HC’ 与 BC 互相 平分 , 即 M 也 为 
HC' 的 中 点 . 

另 一 方面 , 因 BH | AC,CB | 4B, 所 以 
CC AC,C'B1 4B, 于 是 ,A4、B、C'、C 四 点 共 
圆 . 换 名 话说 ,点 C' 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 ,和 旦 
4C' 为 其 直径 ,所 以 ,0 为 4'C 的 中 点 .又 1M 为 图 3.5.11 
HC' 的 中 点 , 故 4H = 20M. 

本 题 是 关于 三 角形 的 垂 心 的 一 个 经 典 问题 ,这 里 我 们 用 平移 变换 一 举 给 出 
了 两 个 不 同 的 证 明 . 

例 3.5.6 过 公 A4BC 的 垂 心 与 边 BC 的 中 点 的 直线 交 公 4BC 的 外 接 圆 于 
A1、A; 两 点 .求证 :人 4BC、. 人 4ipBC、 人 42BC 的 本 必定 下 用 一 作 冻 的 三 三 个 顶点 . 

证 明 ”如 图 3.5.12 所 示 , 由 例 3.5.5 证 法 
2 的 证 明 过 程 知 ,44; 是 人 48C 的 外 接 圆 的 直 
径 . 所 以 , 公 4144, 是 直角 三 角形 . 设 已 、 呈 分 
别 为 人 A1BC 、 公 4,BC 的 垂 心 ,0 是 人 4BC 的 
外 心 ,注意 全 41BC 与 全 47 BC 的 外 心 都 是 0， 
由 例 3.5.5,AH // OM.A1H!1 // OM.AsH, / 
OM. AH = A,H, = 4 有 = 20M. 所 以 ， 
AH 上 41H1 上 42Hi. 于 是 ， 作 平移 变换 图 3.5.12 
T(AB), 则 个 4144;— 人 HiHH. 因 全 4144; 是 一 个 直角 三 角形 . 故 全 Hl1HH， 
也 是 一 个 直角 三 角形 . 

例 3.5.7 由 平行 四 边 形 4BCD 的 顶点 4 引 它 的 两 条 高 4E、4F, 设 4C = 
a,EF = 上 b, 求 点 4 到 全 hEF 的 垂 心 的 距离 . 

本 题 即 例 3.1.9, 那 里 我 们 曾 用 平移 变换 给 出 了 两 种 证 法 . 实际 上 ,那里 的 
两 种 证 法 都 可 以 看 成 是 用 平移 变换 处 理 三 角形 的 重心 问题 而 得 到 的 .这 里 再 将 
其 作为 三 角形 的 垂 心 问题 给 出 两 种 新 的 证 法 . 

解法 1 如 图 3.5.13 所 示 , 作 平移 变换 T(E), 则 五 一 5. 设 4 一 4 , 则 
A'E HAH, 且 AA’ HE FC. 而 AF CF, 所 以 ,四 边 形 44'CF 是 一 个 矩形 . 
因此 ,4'F = 4C = a. 又 AH | EF, 所 以 A4'E | EF. 于 是 ,由 勾 股 定理 凤 得 

AH=AE =VAF EF- Va-b 

解法 2 ”如 图 3.5.14 所 示 , 作 平移 变换 T(4FF), 则 4 一 FF. 设 修一 地 , 则 
FH' 4 AH, HH' 4 AF.M AH | EF,HE | AF,FPIW, FH | EF,HE | HH’. 
又 HE = FC, 所 以 Rt 人 ACF 之 Rt 人 HHE, 因 此 , EH” = AC = 4. 于 是 ,由 人 勾 股 
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定理 即 得 
AH = =VvV 厅 了 -FE -Va 


图 3.5.13 图 3.5.14 


因为 在 平移 变换 下 , 角 的 大 小 、 方 向 力 至 角 的 两 边 的 方向 都 不 会 改变 ,所 
以 , 几 结 论 是 几 个 角 的 和 的 平面 几何 问题 ,我 们 可 以 通过 实施 耕 干 平移 变换 移 
动 所 有 的 角 ( 一 般 有 几 个 角 就 作 几 次 平移 变换 ) ,使 这 些 角 具有 公共 顶点 ,从 而 
将 这 些 角 集中 在 一 起 考虑 . 这 是 处 理 几 个 角 的 和 的 问题 的 特别 行 之 有 效 的 (但 
不 是 唯一 的 ) 方法 .实际 上 ,我 们 通常 见 到 的 “三 角形 的 内 角 和 等 于 180?” 这 个 
命题 的 证 明 本 质 上 就 是 利用 的 平移 变换 (图 3.5.15). 


T(BC) 


ee 
全 


图 3.5.15 


例 3.5.8 如 图 3.5.16 所 示 , 已 知 平面 上 三 个 相等 的 圆 :@ 01、、0;,、 
03 ,它们 两 两 相交 于 4、B、C、D、E、F. 证 明 
AOIB + LCOID + LEOs3F = 180 
(第 10 届 原 全 办 数学 奥林匹克 ,1976 ) 
证 明 ”如 图 3.5.16,3.5.17 所 示 , 在 平面 上 任 取 一 点 0 ,分 别 将 三 个 圆心 
O01、0，、03 平移 至 点 0 的 位 置 ( 共 三 个 平移 变换 ), 则 01、 0,、 0 丝 重 合 
为 0. 设 


7T(010) 7(025) 7(030) 
有 一 -> A'B',C.D———> CD ,EF > EF 
则 401B = 人 4'0B' ,了 COD = 了 CO0D', 了 EO3F = 人 EBE'OF'. 易 知 0,D 人 上 
AO01, O03E 十 BO;,03F 凸 CO;;, 所 以 A4'、0.D' 三 点 共 线 , B'、0、E' 三 点 共 线 ， 
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C'、0O、F' 三 点 共 线 .于 是 
LAOIB + LCOD + LEOsF = 
AAOB' + 人 COD + 二 下 OF = 
/AOB' + 人 CO0D + 二 及 0O0C” = 180 


图 3.5.16 图 3.5.17 

本 题 图 形 复杂 纷繁 ,三 个 角 分 布 其 间 , 令 人 眼花 绑 乱 ,似乎 无 从 下 手 . 然 而 
通过 三 个 平移 变换 ,结论 便 一 目 了 然 . 

例 3.5.9 证 明 : 凸 多 边 形 的 外 角 和 等 于 360?. 

证 阴 ” 设 凸 n 边 形 为 4142…4, ,如 图 3.5.18 和 图 3.5.19 所 示 . 在 平面 上 
任 取 一 点 0 ,将 是 n 边 形 414，… 4 的 每 一 个 外 和 角 都 通过 一 个 平移 变换 ( 共 m 个 
平移 变换 ) 使 角 的 顶点 与 0 重合 , 它 的 每 一 条 边 4;_14; 都 变 成 以 0 为 端点 的 线 
段 0B8,, 则 一 4 44; 的 外 角 等 于 一 BOB ICL = 1,2,…,n,Ao = 4，B = 
B1) ,于 是 凸 n 边 形 的 n 个 外 角 和 等 于 

Bi0B, + /BO0By + + BOB 

而 这 nn 个 角 的 和 怡 为 一 个 周 角 . 故 凸 n 边 形 4142… Ah; 的 nn 个 外 角 之 和 等 于 
360P . 


A3 
图 3.5.18 图 3.5.19 
即使 是 不 属于 前 面 所 述 ( 包 括 3.1 ~ 3.4) 的 任何 一 类 平面 几何 问题 ,我们 
也 可 以 考虑 用 平移 变换 处 理 . 


例 3.5.10 在 四 边 形 4BCD 中 (不 一 定 是 凸 的 ),4C 平分 有 ,一 CB4 = 
了 4DC .求证 :4C 垂直 平分 线段 BD. 
证 明 ”如 图 3.5.20,3.5.21 所 示 , 作 平移 变换 7T(DC), 则 D> C. 设 4 一 
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4', 则 四 边 形 44'CD 是 一 个 平行 四 边 形 ,一 C4'4 = 人 4DC = 一 CB4 ,所 以 ,4、 
B、4'、C 四 点 共 圆 .又 4'D 与 4C 互相 平分 , 且 4C 平分 BD, 所 以 B4' // 4C. 因 
而 四 边 形 4B4'C 是 一 个 等 腰 梯 形 ,于 是 4B = A'C = 4D,BC = 44' = CD. 故 
4C 垂直 平分 BD. 


图 3. 5.20 图 3.5.21 
例 3.5.11 设 己 为 锐角 人 4BC 内 部 一 点 , 且 满 足 条 件 
PA. PB.AB+PB.:PC.:BC+PC.:PA.:CA= AB:BC. CA 
试 确定 P 点 的 几何 位 置 ,并 证 明 你 的 结论 . (第 13 届 中 国 数学 奥林匹克 ,1998) 
证 明 如 图 3.5.22 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(B8C), 则 B 一 C. 设 A 一 4,P 一 P, 则 
A'CLAB,PA 上 PA,PC 4 PB,AA4 上 | 
PP' BC. 在 四 边 形 4CP'4' 与 4PCP' 中 ,由 
Ptolemy 不 等 式 ( 见 例 7.1.2), 有 
AA4’'.PC+CA.PA'’> A'C.P'A 
PA.:PC+PA.:P'C»> CA. PP 
即 图 3.5.22 
BC.:PB+CA.:PA> AB.P'A 
PA.:PC+PA:.:PB:> CA.BC 


之 
之 


于 是 
P4.PB.4B+PB.PC.BC+PC:. PP.C4 = 
PA. PB:AB+ PC(PB. BC+P.C4) > 
PA.:PB.AB+ PC:AB.:P'A -= 

4B(P4. PB+ PC:P'A)> AB: BC:. CA 
等 式 成 立 当 有 生 仅 当 四 边 形 4CP'4' 与 4PCP' 皆 为 圆 内 接 凸 四 边 形 , 当 且 仅 当 
4PCP'4' 为 圆 内 接 凸 五 边 形 , 当 且 仅 当 四 边 形 4PP'4' 为 矩形 , 且 4CP' + 
AP'4'4 = 180?, 当 且 仅 当 4P | 44', 且 PC | C4, 当 日 仪 当 月 P4 | BC , 且 
PB | C4, 当 且 仅 当 点 PP 为 全 4BC 的 垂 心 . 即 当 

PA.:PB.:AB+PB: PC:BC+ PC. PA.CA= AB:. BC:. ChA 
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时 ,点 P 必 为 全 4BC 的 重心 ， 

本 题 是 探求 一 个 几何 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 .一 般 说 来 ,这 个 充分 必要 
条 件 往往 是 某 个 几何 不 等 式 中 等 式 成 立 的 条 件 . 对 于 本 题 来 讲 , 因 等 式 左边 有 
三 项 而 右边 只 有 一 项 ,所 以 ,这 个 几何 不 等 式 极 有 可 能 是 将 等 式 中 的 "=” 改 为 

”. 而 这 类 积 和 式 型 几何 不 等 式 通常 可 以 借助 于 Ptolemy 不 等 式 解 决 . 所 实施 
的 平移 变换 则 为 成 功 地 运用 Ptolemy 不 等 式 铺 平 了 道路 . 


习题 3 


1. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 , 且 4PB + 人 CPD = 180 .求证 : 
本 CBP = 人 PDC.( 第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997) 
2. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 , 且 了 人 CBP = 了 PDC. 求证 : 
PA.PC+PB.:PD= AB.BC 
3. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 . 证明: 在 个 PAB、 人 PBC、 八 PCD.、 
全 PDA 这 四 个 三 角形 中 ,如 果 有 两 个 三 角形 的 外 接 圆 相等 , 则 这 四 个 三 角形 的 
外 接 圆 都 相等 ， 


1 ,2 题 图 3 题 图 
4. 设 四 边 形 4BCD 内 部 存在 一 点 已, 使 得 4BCD 为 平行 四 边 形 . 证 明 : 
一 CBP = 人 CDP 的 充分 必要 条 件 是 DCA = PCB. (必要 性 :第 12 届 原 全 苏 
数学 奥林匹克 ,1978) 
5. 设 四 边 形 4BCD 内 部 存在 一 点 ,使 四 边 形 PBCD 为 平行 四 边 形 .证 明 : 
AD = 4C = BC 的 充分 必要 条 件 是 人 C4D = 2 了 BAP 有 日 人 4ADP = 2 一 PRB4. 


A 人 


4 题 图 5 题 图 
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6. 设 C.D 两 点 皆 位 于 线段 4B 所 在 直线 的 同 侧 , C4 、CB、DB 、D4 的 中 点 分 
别 为 FF、G、H. 求 证 : 
SEFcH = 六 | >A4BC — SA4BD | 


其 中 Sr 表示 图 形 FF 的 面积 . (四 川 省 数学 竞赛 ,1978) 
7. 议 了 为 矩形 4BCD 所 在 平面 上 不 在 矩形 的 外 接 圆 上 的 任意 一 点 , 直线 


PA、PD 与 BC 分 别 交 于 五 下 ,过 点 天 且 垂 直 于 PCc 的 直线 与 过 点 所 和 且 垂 吉 于 PB 
的 直线 交 于 0. 求 证 : PO | BC. 


4 已 


SN 
过 


P 


6 题 图 7 题 图 


8. 设 PP 是 矩形 4BCD 内 一 点 :证 明 : 存 在 一 个 凸 四 边 形 , 它 的 两 对 角 线 互相 
垂直 ,长 度 分 别 等 于 4B、BC, 且 四 边 长 分 别 等 于 P4 、PB、PC、PD. 

9. 在 上 是 四 边 形 4BCD 中 ,一 B4D + 人 人 CBA < 180P,E,F 为 边 CD 上 的 两 点 ， 
目 DE = FC. 求 证 :4D + BC < AE + BF. 

10. 设 B、C 是 线段 4D 上 的 两 点 , 且 4B = CD. 求 证 :对 于 平面 上 任意 一 点 
P, 都 有 PA + PD -> PB + PC. 


9 题 图 10 题 图 

11. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC,E、FF 是 底 边 BC 上 两 点 , 且 BE = FC， 
BAE = FDC. 求证 :4B = CD. 

12. 设 ,FF 是 全 ABC 的 边 BC 上 两 点 ,P,0 分 别 为 边 4B,4C 上 的 点 , 且 
BE = FC,AP = 40, 了 人 BPE = 人 FOC. 求 证 :全 4BC 是 等 腰 三 角形 . 
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| 
A D 
人 人 1 
B E F C 
B E F C 
11 题 图 12 题 图 


13. 设 线段 48B 与 CD 相等 , 且 其 交角 为 60P. 求 证 :4C + BD > 4B.( 第 19 届 
俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1993) 

14. 设 MM 是 公 4BC 的 边 4C 的 中 点 ,D 是 边 4B 上 一 点 ,BM 与 CD 交 于 点 E， 
且 48 = CE .求证 :4B | BC 当 且 仅 当 四 边 形 4DEM 内 接 于 圆 . (中 国 香 港 队 选 
拔 考试 ,2003) 


13 题 图 14 题 图 
15. 在 全 ABC 中 ,4B = 4C, 了 BAC = 108,D 为 4C 的 延长 线 上 一 点 ,1 为 
BD 的 中 点 .求证 :4D = BC 的 充分 必要 条 件 是 AM | MC. 
16. 在 人 4BC 的 边 4B、4C 上 分 别 取 点 D、E ,再 分 别 过 点 4、D、E 人 竹 作 三 条 
平行 线 交 BC 于 .GH 三 点 .求证 :4F = DG + EH 的 充分 必要 条 件 是 


4D _ CE 
DB EA 
A 
A 
D 
Se 
B Nf D 
B G FF H C 
15 题 图 16 题 图 


17. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC. MN 分 别 为 BC 、4D 的 中 点 .求证 :4C 上 
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BD 的 充分 必要 条 件 是 


MN = 31BC-ADI 


18. 在 直角 梯形 4BCD 中 ,4D // PC,4B | BC. 求 证 :4C | BD 的 充分 必要 
条 件 是 AB? = BC . 4D. 


A D ~N 了 
B M 人 B C 
17 题 图 18 题 图 


19. 在 梯形 4BCD 中 ,A4D // BC,P 是 一 4 与 一 有 的 平分 线 的 交点 ,OO 是 一 C 
与 人 D 的 平分 线 的 交点 .求证 : 


PO=31AB+CD- BC-ADI 
20. 设 凸 六 边 形 4BCDEF 的 所 有 内 角 都 相等 .求证 : 


[AB -DE\I=I1BC- EF |I=|1CD- 41 
A FF 
4 D 
(Vy 
B C 挛 D 
19 题 图 20 题 图 


21. 设 一 个 凸 六 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 , 且 其 边 长 为 1,2,3,4,5,6 的 一 个 排 
列 . 求 这 个 六 边 形 的 面积 . (第 39 届 西 班 牙 数 学 奥林匹克 ,2003 ) 

22 .三 个 半径 为 屎 的 圆 交 于 一 点 .求证 :过 另外 三 个 交点 的 圆 的 半径 也 等 于 
R.( 第 12 届 俄 罗斯 数学 奥 林 匹 死 ,1986 ) 

23. 在 人 4BC 内 有 一 点 MM 沿 着 平行 于 4B 的 直线 运动 ,直至 与 边 BC 相遇 ， 
然后 沿 着 平行 于 48B 的 直线 运动 ,直至 与 边 4C 相遇 ,然后 再 沿 着 平行 于 BC 的 
直线 运动 ,直至 与 边 48B 相遇 ,等 等 . 试 证 : 若 于 步 以 后 ,点 W 运动 的 轨迹 将 封 
闭 . (第 7 届 莫 斯 科 数 学 奥 林 匹 死 ,1941) 
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24. 四边 形 4BCD 外 切 于 圆 ,人 4 和 人 B 的 外 角 平 分 线 交 于 点 玉 , 一 8 和 
芝 C 的 外 角 平 分 线 交 于 点 了 ,一 C 和 人 DD 的 外 角 平 分 线 交 于 点 ,了 D 和 人 4 的 
外 角 平 分 线 交 于 点 N. 再 设 全 ABK、 公 BCL、 全 CDM、 公 DAN 的 垂 心 分 别 为 Ki、 
Li、Mi、A 和 V1. 求证 :四 边 形 KiL1MiNi 是 一 个 平行 四 边 形 . (第 30 届 俄罗斯 数学 奥 
林 匹 克 ,2004) 


23 题 图 
25. 证 明 :对 于 对 边 平 行 的 等 边 偶数 边 多 边 形 ,总 可 以 分 解 为 若干 个 菱形 . 

(第 29 届 IMO 预选 ,1988) 
26. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B > CD,E、F 分 别 为 BC、A4D 延长 线 上 的 点 , 且 


对 - BE - 4. 直线 EF 与 边 4B、CD 分 别 交 于 P、Q 两 点 .求证 :X = 4 的 充分 


必要 条 件 是 一 4Po = POD. 
27. 设 P.O 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC .AD 上 的 点 , 且 入 _ 人 .直线 


PQ 分 别 与 直线 4B、CD 交 于 EE、F. 求 证 :96 = 人 的 充分 必要 条 件 是 
LBEP = LPFC 


4 
/ 
PA NR 
/ 个 人 < 
B C E 


26 题 图 27 题 图 
28. 设 会 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC 、C4 、4B 于 D、E、F, 再 过 点 DD 作 EF 
的 垂 线 , 垂 足 为 P. 证 明 : PD 是 人 BPC 的 平分 线 . (第 22 届 原 全 苏 数 学 奥 林 匹 
克 ,1988) 


B PF C 
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29. 人 4BC 的 边 BC、48B 的 延长 线 上 的 点 分 别 外 分 各 边 的 比 为 : (1 - 1). 求 
证 :线段 4D、BE、CF 构成 一 个 三 角形 .者 记 此 三 角形 的 面积 为 $” ,会 4BC 的 面 
积 为 $. 再 证 明 : 
S* = (1-t+1)5s 


F C 让 
28 题 图 29 题 图 


30. 平 面 上 n 条 直线 两 两 相交 .证 明 : 所 得 交角 中 至 少 有 一 个 角 不 小 于 一 
(天 津 市 数学 竞赛 ,1994) 

31. 五 个 等 贺 循 环 相 交 , 0, 与 ©@0;,1 交 于 4,、Bi(i = 1,2,3,4,5. Ae = 
Ai,B6 = B,). 证 明 : 

LAsOiB1 + A A102B;, + LA903B; + LAh304By + 一 4405B5 = 3x 
其 中 每 一 个 角 均 按 逆 时 针 方 向 从 始 边 到 终 边 计算 角度 . 


几何 变换 
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旋转 变换 与 几何 证 题 


-tt 


旋转 变换 的 主要 功能 在 于 处 理 相 等 线段 问题 和 旋转 对 称 
图 形 ( 如 正 多 边 形 ) 问题 ,其 中 平行 且 相 等 线段 和 共 线 且 相 等 
线段 问题 由 特殊 的 旋转 变换 中 心 反 射 变 换 担 任 . 而 一 般 
旋转 变换 则 帮助 我 们 解决 既 不 平行 也 不 共 线 的 相等 线段 问题 . 


4.1 中 点 与 中 心 反 射 变换 


我 们 知道 ,在 中 心 反 射 变换 下 ,任意 一 对 对 应 点 的 连 线 段 
都 通过 反射 中 心 , 且 被 反射 中 心 所 平分 . 换 句 话说 ,反射 中 心 是 
任意 一 对 对 应 点 的 连 线段 的 中 点 .由 于 中 心 反 射 变换 的 这 一 特 
性 ,所 以 , 凡 与 中 点 有 关 的 平面 几何 问题 ,我 们 都 可 以 考虑 用 中 
心 反 射 变换 处 理 .反射 中 心 可 选取 某 个 在 条 件 中 给 出 的 中 点 、 

例 4.1.1 过 直角 公 ABC 的 斜 边 48 的 中 点 与 直角 顶点 C 
任 作 一 个 圆 厂 ,加 本 分 别 与 两 直角 边 4C、BC 交 于 E、F. 求 证 : 

AE? + BF* = EF 

本 题 即 例 3.2.7, 在 那里 我 们 是 用 两 个 平移 变换 给 出 的 证 
明 . 作 为 一 个 中 点 问题 ,这 里 再 用 中 心 反 射 变换 给 出 一 个 十 分 
简单 的 证 法 . 

证 明 ”如 图 4.1.1 所 示 , 作 中 心 反射 变换 C(M), 则 8 一 
4. 设 下 一 严 ;, 则 彤 为 FF 的 中 点 ,4 全 BF. 因 BF | 4E, 所 
以 AF” | AE. 叉 EF 为 贺信 的 直径 ,所 以 EM | F'F ,再 注意 MM 
为 FF 的 中 点 即 知 , EF” = EF , 故 

AE’* + BE = AE’* TAR = EF’” = EF 


几何 变换 


与 几何 证 题 


例 4.1.2 设 点 DD 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 8C( 不 含 点 4) 上 的 一 点 , 且 也 = 
B,D 产 C, 在 射线 BD 和 CD 上 分 别 取 点 E、F, 使 BE = 4C,CF = 4B. 再 设 M 
是 线段 EF 的 中 点 .证 明 : 了 BMC = 90. (第 45 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 竞赛 ， 
1996) 

证 明 ”如 图 4.1.2 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 CC(M), 则 一 Ff. 设 B 一 B', 则 
B'F = BE,H. BF // Bi 为 BB' 的 中 点 .又 四 边 形 4BDC 内 接 于 圆 , 所 以 
BFC = 人 人 EDC = 人 人 BAC .再 注意 CF = 4B 即 知 全 FB'C 之 人 4BC, 于 是 
B'C = BC. 而 M 为 BB' 的 中 点 , 故 BM | MC. 


图 4.1.1 图 4.1.2 


从 传统 的 思维 方式 来 看 ,本 题 是 有 一 定 难度 的 .因为 给 出 的 两 对 相等 线段 
CF 与 4B、BE 与 4C 都 是 分 散 的 ,似乎 不 好 集中 .然而 , 当 我 们 将 注意 力 集中 到 
中 点 M , 作 中 心 反 射 变换 C(M), 再 找 出 点 B 的 像 点 B' 后 ,证 明 又 显得 如 此 简 
单 . 

例 4.1.3 设 E、F 分 别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B 和 BC 的 中 点 .线段 DE 
和 A4F 相交 于 点 P, 点 0 在 线段 DE 上, 且 40 // PC. 证 明 :全 PFC 和 梯形 4PCO 
的 面积 相等 . (第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 

本 题 即 例 3.1.2, 那 里 是 着 眼 于 平行 四 边 形 用 平移 变换 处 理 的 .在 这 里 我 们 
分 别 着 眼 于 中 点 E 和 FF, 用 中 心 反 射 变换 给 出 两 个 新 的 证 明 . 因 全 PFC( 视 PC 
为 底 ) 与 梯形 4PC0Q 的 高 的 比 等 于 PF 与 4P 的 比 ,所 以 ,问题 的 关键 是 求 出 4P 
与 PF 的 比 及 40 与 PC 的 比 . 

证 法 1 如 图 4.1.3 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 C(E), 则 A 一 B. 设 D 一 D'， 
P—>P'’,0—>0’', 则 PB = AP,0'B = A0,H. P'B/ PF,0'B/ PC,B 为 D'C 


的 中 点 .于 是 PC = 20'B = 240. 又 下 为 BC 的 中 点 ,所 以 DB - 所 D'F, 于 是 
PB DB 2 


. 2 
pr = PF= 3 ,因此 ,AP = PB = 3 PF.( 往 下 同 例 3.1.2) 


证 法 2 如 图 4.1.4 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 C(F), 则 BB 一 C. 设 4 一 4'， 
EE',P>P', 则 FF 为 PP' 的 中 点 ,B 为 4D' 的 中 点 ,D'E’ / ED.BD’ = 
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AF 1 2 


AP AE 1 jp ， 2 
CD = 4AB ,于 是 由 pp; = Fp’ = 了 ,PP = 2PF 即 得 4P PF. 


“3 


图 4.1.3 图 4.1.4 


另 一 方面 ,因为 4B 的 中 点 ,所 以 EF' 为 Ch' 的 中 点 ,于 是 ,过 EF' 作 CP 的 
平行 线 交 44' 于 R, 则 R 为 4'P 的 中 点 .又 C 为 4D' 的 中 点 ,所 以 RC // PD , 因 
而 由 CE = EB = hE' 即 知 ,全 EB'CR 委 人 4AEQ, 所 以 ,RE' = 40, 故 PC = 
2RE' =240.( 往 下 同 例 3.1.2) 

例 4.1.4 设 MN 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 BC、4D 的 中 点 ,直线 4B、CD 
分 别 与 直线 MN 交 于 EF. 证 明 : 4B = CD 的 充分 必要 条 件 是 人 BEM = 
MFC. 

本 题 即 例 3.2.8, 亦 即 例 3.3. 10. 我 们 在 第 3 章 已 经 用 平移 变换 给 出 了 三 种 
证 法 .作为 一 个 中 点 问题 ,这 里 再 用 中 心 反 射 变换 给 出 一 个 十 分 简单 的 证 法 . 

证 明 如 图 4.1.5 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(M), 则 C 一 B. 设 DD', 则 BD’ CD,M 
为 DD' 的 中 点 .又 NN 为 4D 的 中 点 ,所 以 4D' // 
NM 从 而 人 BD = ABEM,LAD'B = 
了 MFC. 于 是 ,4B = CDoOAB = BD'w 
BAD’ = 人 4DB BEM = /MKFC. 

例 4.1.5 设 妃 是 和 人 48C 的 重心 ,M 是 边 
BC 的 中 点 .直线 AM 与 全 4BC 的 外 接 圆 再 次 交 
于 41,4i 关 于 点 M 的 对 称 点 是 4,. 类似 地 定义 图 4.1.5 
点 Bp、C2. 求 证 :HH、4，、B，、C2 四 点 共 圆 .( 第 77 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ,1977) 

证 明 ”如 图 4.1.6 所 示 , 设 公 ABC 的 重心 和 垂 心 分 别 为 6、 已 . 作 中 心 反 射 
变换 C(M), 设 4A 一 4', 则 全 ABC 的 外 接 圆 一 全 4'BC 的 外 接 圆 .又 BH | 4C， 
CH | 4B, 而 BA' // 4AC,CA' // 4B, 所 以 BA4' | 了,C4 1 CH, 这 说 明 A' 是 
全 4'BC 的 外 接 圆 的 直径 .但 41 一 4,, 因 而 点 4 在 人 4'BC 的 外 接 圆 上 ,所 以 
hz 日 | 424' , 故 428H | 42G. 换 句 话 说 ,点 4 在 以 GH 为 直径 的 加 上 . 同 理 ,点 
B,、C 均 在 以 GH 为 直径 的 圆 上 . 故 CO 4 BC; 五 点 共 圆 . 也 就 是 说 ， 
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人 4BC 的 重心 、 垂 心 均 在 公 A,B,C, 的 外 接 圆 
上 上 . 

前 面 的 例 4.1.1 与 例 4.1.4 都 是 既 可 以 用 
平移 变换 处 理 , 也 可 以 用 中 心 反 射 变换 处 理 的 
例子 .实际 上 ,第 3 章 中 的 例 3.2.3 ~ 例 3.2.5 


| 
均 是 这 样 的 例子 ,它们 都 可 以 用 中 心 反射 变换 WU 
给 出 更 为 简单 的 证 明 (读者 可 以 自己 为 之 ). 这 ¥ 7 
说 明 对 于 与 中 点 有 关 的 平面 几何 问题 ,我 们 应 和 

该 首先 考虑 用 中 心 反射 变换 处 理 ,其 次 (在 思维 图 4.1.6 


受阻 后 ) 才 考 虑 用 平移 变换 处 理 . 

尽管 许多 与 中 点 有 关 的 问题 既 能 用 中 心 反 射 变换 处 理 ,也 能 用 平移 变换 处 
理 , 但 并 非 所 有 与 中 点 有 关 的 问题 都 是 这 样 . 

例 4.1.6 设 4BCD 是 一 个 凸 四边形 ,MN 分 别 为 边 4D 和 BC 的 中 点 , 且 
4、B、M、N 四 点 共 圆 .证 明 : 如 果 公 BMC 的 外 接 圆 与 直线 4B 相 切 , 则 人 4VD 的 
外 接 圆 也 与 直线 4B 相 切 . (( 俄 ) 圣彼得堡 数学 奥林匹克 ， 2000) 

证 明 如 图 4.1.7 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(N), 则 C 一 B. 设 D 一 D,M->M, 则 
了 MBC = 人 人 MCB = 人 人 MBA( 因 公 BMC 的 外 接 
圆 与 直线 48B 相 切 ) ,MDN = 4DN. 因 MM 
是 4D 的 中 点 ,所 以 ,四 边 形 4MM'D' 为 平行 四 
边 形 ,因而 4D' // MM',M'D' // M4h. 于 是 , 设 
AD' 与 (ABNM) 交 于 点 E, 则 人 人 NEA = 
了 NMD = NM'D' ,所 以 ,NE D 、M' 四 点 共 图 4.1.7 
圆 ,日 人 EBN = 人 MB4 = 人 人 M'BN, 这 说 明 8B、E、M' 三 点 共 线 .从 而 人 ADN = 
人 MD'N = 人 M'EN = BMN = BAN. 故 公 AND 的 外 接 圆 与 直线 4B 相 切 . 

例 4.1.7 设 圆 忆 与 圆 T 交 于 4、B 两 
扩 . 贺 六 在 4 点 的 切线 交 贺 ,于 C. 圆 I 二 在 4 
点 的 切线 交 圆 P 于 D.M 是 CD 的 中 点 .求证 : 
了 C4M = 人 DA4B. (中国 国家 队 培 训 ,2007) 

证 阴 如 图 4.1.8 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(M), 设 A-> h', 则 四 边 形 4C4'D 是 一 个 平行 
四 边 形 . 设 48 的 延长 线 与 C4 交 于 EE, 则 
LAEC = LBAD = LBCA. YX LCAE = 图 4.1.8 


AC 4B AE -2 
LADB ,PW AABC NAACE aDBA, 于 是 4 - = 4 4D = 8 两 式 相 苹 ， 
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并 注意 4C = DA' ,得 45 = .而 和 ACE = 4D4' ,所 以 ,个 ACE cn 作 ADA'， 
于 是 ,CAE = 4’4AD, 即 Ch4B = MAD. 故 人 Ch4M = 人 BAD. 

这 两 题 作为 中 点 问题 ,就 很 难 用 平移 变换 处 理 , 而 用 中 心 反 射 变换 处 理 则 
一 帆 风 顺 . 

例 4.1.8 在 全 4BC 中 ,4M 、A4D 分 别 为 中 
线 和 角 平 分 线 , 玉 为 直线 4M 上 的 一 点 .求证 : 
BE | 4D 的 充分 必要 条 件 是 DE // 4B.( 充 分 / 
性 :第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995) / 

证 明 ”如 图 4.1.9 所 示 , 作 中 心 反射 变换 pd 
CC(M), 则 C 一 B. 设 A 一 4', 则 WM 为 44' 的 中 4 C 
点 , BA’ 上 4C, 所 以 人 A'BA + BAC = 180， 


= 4B _ BD 
由 三 角形 的 角 平 分 线性 质 定理 , 有 人 2 = 2 
于 是 


图 4.1.9 


BE | AD EBA + BA4D = 90PeBE 为 人 4'B4 的 平分 线 全 
AE AB AE AB Ak BD AM + ME BM + MD 


EA’ ~ BA'TEA'’ 一 BCT EA'’ ™ DCO MA' - ME ~™ MC - MD 
OM = BM MD NE = DEDE/ AB 

例 4.1.9 设 C 是 平面 内 一 条 不 自 交 的 封闭 曲线 ,0 是 曲线 C 的 内 部 任意 
一 点 .证 明 : 在 曲线 C 上 存在 两 点 4、B, 使 得 0 为 48B 的 中 点 . (第 38 届 普 特 南 数 
学 竞赛 ,1977 ) 

证 明 ”如 图 4.1.10 所 示 , 作 中 心 反射 
变换 C(0), 设 曲线 C 一 C', 则 C' 也 是 一 条 
不 自 交 的 封闭 曲线 , 且 C' 一 C. 因 0 在 曲线 
C 内 ,所 以 ,0 也 在 曲线 C 内 ,因而 曲线 C 与 
C' 必 有 公共 点 , 设 4 是 曲线 C 与 C' 的 一 个 


C(O) 


公共 点 ,4 一 ”下 , 则 OO 是 4 的 中 点 . 因 4 在 
曲线 C 上 , 且 C' 一 C, 所 以 ,有 8 也 在 曲线 C 
上 ,有 即 4、B 都 在 曲线 C 上 , 旦 0 是 48B 的 中 
点 . 

以 上 两 题 都 是 与 中 点 有 关 的 问题 . 例 4.1.12 用 平移 变换 处 理 就 比较 困难 . 
这 里 用 中 心 反 射 变换 及 三 角形 的 角 平 分 线 的 性 质 定理 与 判定 定理 ,再 巧妙 地 利 
用 了 合 分 比 性 质 ,使 其 充分 性 与 必要 性 得 以 同时 完成 . 而 例 4.1. 13 用 平移 变换 
是 根本 无 法 完成 的 ,用 中 心 反射 变换 又 是 如 此 简单 . 


图 4.1.10 
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用 中 心 反 射 变 换 方 法 处 理 平面 几何 中 的 中 点 问题 并 不 排斥 传统 方法 (实际 
土 ,用 任何 几何 变换 处 理 平面 几何 问题 都 不 排斥 传统 方法 ) ,将 中 心 反射 变换 方 
法 与 传统 方法 结合 起 来 处 理 平面 几何 的 中 点 问题 则 如 虎 添 翼 . 

例 4.1.10 在 人 4BC 中 ,4B = AC,P 是 
全 4BC 内 部 一 点 ,使 得 CBP = 人 ACP,M 是 
边 4B 的 中 点 .求证 :BPM + CPA = 180?. 
(第 51 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1999) 

证 明 ”如 图 4.1.11 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 
C(M), 设 PP 一 0, 则 四 边 形 PBQC 为 平行 四 边 
形 . 过 点 4 作 BC 的 平行 线 交 直线 BP 于 DD, 则 
LADP = LCBP = LACP, 所 以 ,A.P.C.D 
四 点 共 圆 ,于 是 人 CAD = 一 CPD = /0BP. 图 4.1.11 

男 一 方面 ,显然 ,个 BPC CH 人 D4B. 又 A4B = 4C,PC = BQ, 所 以 


AC _AB Pe _ BO 
AD 4D ~ PB ~ BP 


再 注意 Ch4D = 人 QBP 即 知 全 PBQ 人 DAC, 因 此 人 BPO = 4Dc ,而 
LADC + LCPA = 180p ,所 以 一 BPO + 一 CP4 = 180, 即 
LBPM + /CPA = 180 

对 于 本 题 来 说 , 仅 作 中 心 反 射 变换 得 到 平行 四 边 形 PBQOC 显然 是 不 够 的 . 
注意 到 一 CBP = 了 4CP, 作 公 D4B 和 全 BPC 则 问题 迎刃而解 .另外 ,由 本 题 可 
以 简单 地 证 明 2001 年 越南 国家 队 选 拔 考试 中 的 一 道 平 面 几何 题 : 

设 两 圆 交 于 4 .8 两 点 ,一 条 外 公 切 线 分 别 切 两 圆 于 P、.O, 人 4P0 的 外 接 
圆 在 4、B 两 点 的 两 条 切线 交 于 点 5, 点 B 关于 直线 PO 的 对 称 点 为 五 .求证 :HH、 
A、S 三 点 共 线 . 

事实 上 , 如 图 4.1.12 所 示 , 设 直线 4B 交 
全 4PQ 的 外 接 贺 于 另 一 点 C, 则 PCB = 
了 Po4 = 人 QBC, 所 以 ,CP // BO. 辐 理 PB // 
CO ,所 以 四 边 形 CPBQ 是 一 个 平行 四 边 形 , 因 
而 全 CEOP 宇 公 BPO. 又 个 HPQ 之 个 BPO, 所 
以 ,人 ARPo 名 人 COP, 于 是 ,PH = 0C, 进而 
了 HAP = 04C. 又 由 圆 医 定 理 山 知 4C 过 PO 
的 中 点 ,SP4 = P04， 由 例 4.1.14， 
O04C+ 人 PA4S =180， 从 而 一 UP + 


QD 相交 弦 定 理 , 割 线 定理 ,切割 线 定理 统称 圆 攻 定理 . 见 附录 A. 
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一 P4S = 180P. 故 五 、.4、5 共 线 . 

如 果 问 题 中 有 几 个 中 点 ,而 我 们 作 一 次 中 心 反 射 变换 仍 不 能 解决 问题 , 则 
可 以 考虑 作 两 个 或 更 多 的 中 心 反 射 变 换 ( 非 变换 之 积 ). 

例 4.1.11 证 明 Newton 定理 :任意 四 边 形 
的 两 条 对 角 线 的 中 点 ,两 组 对 边 的 交点 的 连 线 
段 的 中 点 , 凡 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 4.1.13 所 示 , 设 四 边 形 ABCD 
的 两 组 对 边 分 别 交 于 EE、F,AC 、BD、EF 的 中 点 


分 别 为 LMN. 设 C0 C1,CSY CC,, 则 4 
四 边 形 CDC18、CEC;yF 皆 为 平行 四 边 形 , 所 以 
DC1/ FB // CE, C1B // DE // FC;. 于 是 , 设 
DC1、EC; 分 别 与 直线 AE 交 于 1 了 两 点 , 则 有 第 = 售 = 等 ,所 以 , 乱 = 背 


_ JIB_ ICt jsAl_ IC 
为 方面 ,显然 ,全 1BC1 全 EJE2, 所 以 所] 一 EC "Ta 一 EC,’ 办 此 ， 


A、Ci、E 三 点 共 线 .又 LMWN 分别 为 C4 、CC1、CC; 的 中 点 , 故 上 .MN 三 点 共 
线 . 

这 条 直线 称 为 完全 四 边 形 的 Newton 线 (四 条 直线 两 两 相交 所 构成 的 图 形 称 
为 完全 四 边 形 ). 

例 4.1.12 设 K、L、M、N 分 别 为 四 边 形 A4BCD 的 边 4B、BC、CD 、D4 的 中 
点 .求证 


图 4.1.13 


Ssep < KM :LIN < 分 (48 + CD)(AD + BC) 


其 中 Sr 表示 图 形 友 的 面积 .( 全 国 高 中 数学 联赛 ,1978) 

证 明 “右边 的 不 等 式 是 简单 的 .事实 上 ,如 图 4.1.14 所 示 , 作 中 心 反 射 变 
换 C(L), 则 C 一 B. 设 D>D', 则 BD’ 人 CD,LN // AD',IN = 方 4D' ,而 
AD' <AB + BD' = 4B + CD, 所 以 


LN < 2 (4B + CD) 


同 理 , KM < (4D + 有 CT). 故 


KM LIN < 二 (4B8 + CD)(AD + BC) 


CCK) 


再 证 左边 的 不 等 式 .如 图 4.1.,15 所 示 , 设 KM 与 LN 交 于 P,PN 一 > ON'， 


PM < 避 SM' ,0 -> RR, 则 不 难 知道 ,四 边 形 PORS 是 一 个 平行 四 边 形 , 且 
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几何 变换 


与 几何 证 题 


PO = KM, PS 三 LN , Sapcp 二 SpgRs. 而 SpoRS < PO " pS 二 KM.: ZN , 故 
SaBcp < KM : LN 


图 4.1.14 图 4.1. 15 


对 于 条 件 中 虽 未 出 现 “ 中 点 ” 或“ 中线 ”字样 的 平面 几何 问题 ,如 果 其 条 件 
中 出 现 的 有 关 概 念 与 中 点 有 关 , 或 者 其 条 件 蕴含 与 中 点 有 关 的 结论 ,我 们 也 可 
以 考虑 用 中 心 反 射 变换 处 理 . 

例 4.1.13 已 知 G 是 全 4BC 的 重心 ,过 C 
任 作 一 直线 分 别 交 4B、4C 于 E、F. 求 证 : EG < 
2GF. 

证 明 如 图 4.1.16 所 示 , 设 48 、4C6 的 中 
点 分 别 为 MN, 若 = B8, 则 下 = N, 此 时 显然 
有 EG = 2GF. 基 zB ,不 妨 设 点 在 线段 BM 
上 , 则 点 FF 在 线段 CN 上 . 作 中 心 反 射 变换 
C(M), 设 GG 一 GCG,E 一 EF', 则 MG' = CH， 图 4.1.16 
BC = EG., 又 CG = 2GM, 所 以 CG = 66' .于 是 ,再 设 直线 G'E' 与 4C 交 于 K， 
则 由 GE' AH GF, 有 GK =26F, 于 是 ,EG = CGE’ < GK=26GF, 旭 EG < 2GF. 
因此 ,总 有 EG < 2GF .等 式 成 立 当 且 仅 当 为 4B 的 中 点 . 

本 题 作 为 一 个 几何 不 等 式 , 条 件 中 出 现 的 “重心 ”显然 与 中 点 密切 相关 . 通 
过 一 个 中 心 反射 变换 后 ,问题 轻松 地 得 到 解决 . 


4.2 ”平行 四 边 形 及 其 他 与 中 心 反 射 变换 


我 们 在 第 3 章 已 经 看 到 , 凡 平行 四 边 形 问 题 常 可 以 考虑 用 平移 变换 处 理 . 
这 是 因为 在 平移 变换 下 ,与 平移 方向 不 平行 的 线段 与 其 像 线段 平 行 且 相等 .而 
在 中 心 反射 变换 下 ,也 有 线段 与 其 像 线段 平行 (只 是 方向 相反 ) 且 相 等 的 情形 . 
同时 ,平行 四 边 形 是 典型 的 中 心 对 称 图 形 . 因 此 ,对 于 平行 四 边 形 问题 ,除了 可 
以 考虑 用 平移 变换 处 理 外 ,还 可 以 考虑 用 中 心 反 射 变换 处 理 .反射 中 心 及 平行 
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四 边 形 的 中 心 . 

例 4.2.1 设 戏 为 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4D 的 中 点 ,过 点 C 作 48B 的 垂 线 
交 4B 于 EE. 求 证 :人 EMD = 3 人 MEA 的 充分 必要 条 件 是 BC = 24B. 

这 是 第 3 章 的 例 3.1.3、 例 3.2.4, 也 是 
本 章 的 例 4.1.6. 在 3.1 与 3.2 中 ,我 们 分 别 
将 其 作为 平行 四 边 形 问题 和 中 点 问题 用 平 
移 侄 换 给 出 了 两 种 证 法 .在 4.1 中 ,我 们 又 
将 其 作为 中 点 问题 给 出 了 第 三 种 证 法 .这 里 
再 将 其 作为 平行 四 边 形 问题 用 中 心 反 射 变 
换 给 出 第 四 种 证 法 . 

证 明 ”如 图 4.2.1 所 示 , 以 平行 四 边 形 图 4.2.1 
4BCD 的 中 心 为 反射 中 心 作 中 心 反 射 变换 , 则 4 一 C,B 一 D,C 一 A,D 一 8B. 
设 E 一 声 ,M -> M', 则 E' 在 直线 CD 上 ,M' 为 BC 的 中 点 , 有利 hE' | CD， 
MM' AB 4 CD,AME'C = LAMEA = LEMM', LAMMD = LECM.KM 
为 Rt 全 4E'D 的 斜 边 4D 的 中 点 ,所 以 ,HE = MD = M'C, 由 此 可 知 , 四边 形 
MM'C 是 以 MM'、E'C 为 两 底 的 等 腰 梯 形 , 从 而 人 MMD = AE'CM' = 
辽 ME'C. 于 是 

LEMD = 3 MEAs/ MMD = 2 MEA/ ME'C = 2 一 有 下 Co 

LME'M = LMECo/ MEM = /EM Me 
MM’ = ME’sAB = AMesBC = 2AB 

例 4.2.2 设 E、FF 分 别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 48B 和 BC 的 中 点 .线段 DE 
和 4F 相交 于 点 P, 点 0 在 线段 DE 上 , 且 40 // PC .证 明 : 公 PFC 和 梯形 4PCO 
的 面积 相等 . (第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 

本 题 同样 是 在 第 3 章 中 ( 例 3.1.2) 作为 平行 四 边 形 问 题 用 平移 变换 给 出 过 
一 种 证 法 ,并 且 在 本 章 前 一 节 ( 例 4.1.3) 作为 中 点 问题 用 中 心 反 射 变换 给 出 过 
两 种 证 法 .这 里 再 将 其 作为 平行 四 边 形 问题 用 中 心 反 射 变换 给 出 第 四 种 证 法 . 

证 明 如 图 4.2.2 所 示 , 以 平行 四 边 形 
ABCD 的 中 心 为 反射 中 心 作 中 心 反 射 变换 , 则 
A—C,B>D. 设 E 一 扬 ,P->P', 则 E' 为 CD 
的 中 点 , BE’ // ED,P' 在 BE'’ 上 ,P'C 上 4P， 
AP' 人 PC. 因 40 AN PC, 所 以 0 也 在 4P' 上 , 即 
0 是 4P' 与 ED 的 交点 .而 EE 为 4B 的 中 点 ,所 以 
0 为 4P' 的 中 点 .又 EF 分 别 为 4B、BC 、 的 中 
点 ,于 是 , 设 4F 与 BE' 交 于 K, 则 有 PK = 4P = 图 4.2.2 
PC = 2KF .这样 我 们 不 难得 到 ,Seapc = SApkc,SAaoc = SAkrc. 故 
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几何 变换 
与 几何 证 是 


信 梯 形 4PCQ = SApFc 

例 3.1.9 也 可 以 作为 平行 四 边 形 问题 而 用 中 心 反 射 变换 得 到 与 其 解法 1 相 
同 的 解答 (只 需 注 意 在 中 心 反 射 变换 下 ,E 一 4'). 同 样 , 例 3.3.1 也 可 以 作为 平 
行 四 边 形 问 题 同 中心 反 射 变换 得 到 相同 的 证 明 ( 只 和 需 注 意 到 在 中 心 反 射 变换 
下 ,EE 一 D'). 尽 管 所 表现 的 解答 或 证 明 是 相同 的 ,但 思维 的 角度 是 不 同 的 . 

例 4.2.3 设 P 是 过 平行 四 边 形 4BCD 的 
中 心 0 且 与 边 4B8 平 行 的 直线 1 上 不 同 于 0 的 一 
点 , 且 了 APB = CPD. 求证 : 平行 四 边 形 
ABCD 是 一 个 矩形 ， 

证 明 如 图 4.2.3 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 
C(0), 则 C 一 4,D 一 B. 设 P>P', 则 P' 仍 
在 直线 /上 , 且 PB = PD, 人 4P'B = 一 CPD = 
4PB ,所 以 ,P、4、B、P' 四 点 共 圆 .再 由 AB/ 图 4.2.3 
1 知 ,四 边 形 PABP' 是 一 个 等 腰 梯 形 , 从 而 PA4 = P'B. 但 P'B = PD, 所 以 PA = 
PD .又 直线 1 过 4D 的 中 点 ,因此 , PO | 4D, 由 此 即 知 4BCD 是 一 个 矩形 . 

作为 一 个 平行 四 边 形 问 题 , 本 题 用 平移 变换 处 理 就 不 怎么 奏效 ,而 用 中 心 
反射 变换 则 易如反掌 . 

例 4.2.4 设 互 为 人 4BC 的 垂 心 ,直线 BH 交 CAh 于 万 ,已 是 人 4BC 的 外 接 
圆 上 的 一 点 ,4PCO 是 一 个 平行 四 边 形 ,E 为 直线 HO 上 一 点 .求证 :DE // 4P 的 
充分 必要 条 件 是 AE // PB. 

证 明 如 图 4.2.4 ~ 4.2.6 所 示 . 设 4C 的 中 点 为 于 , 则 MM 是 平行 四 边 形 
APCQ 的 中 心 . 作 中 心 反 射 变换 C(M), 则 C 一 4,4 一 C,0 一 P. 设 H 一 HH， 
则 x4BC = CHA4 = 180 -x CBA, 所 以 ,H' 也 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 . 而 
H'C /AH,AH | BC, 所 以 H'C | BC, 因 而 BH' 为 全 4BC 的 外 接 圆 的 直径 ,于 
是 ,PH | BP. 人 PH // OP 所 以 ,OP | PB.X + PAC = ¢ PHC = + 0H4, 于 
是 ,再 由 HD 4C,0H | PB 芭 得 DE // APes + EDC = PACes FDC = 
人 QHAA4、H、E、D 四 点 共 贺 4E | 0HesAE // PB. 


图 4.2.5 
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本 题 的 充分 性 是 1996 年 在 印度 举行 的 第 
37 届 IMO 的 一 道 预选 题 . 上述 证 明 尽 管 显得 有 
点 迁 回 曲折 ,但 一 个 关键 性 的 中 间 结 论 QH 上 
PB” 的 得 到 ,中 心 反 射 变换 立 下 了 汗马功劳 . 

即使 问题 中 没有 明显 的 平行 四 边 形 条 件 ， 
但 只 要 隐 含 了 平行 四 边 形 ,我 们 就 可 以 考虑 用 
中 心 反 射 变换 处 理 ( 当 然 也 可 以 考虑 用 平移 变 
换 ). 图 4.2.6 

例 4.2.5 凸 四 边 形 的 高 是 指 遂 过 一 边 的 中 点 且 和 王 直 于 对 边 的 直线 . 求 
证 :四 边 形 的 四 条 高 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 :这 个 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 . 
(第 23 届 巴 西数 学 奥林匹克 ,2001 ) 

本 题 似乎 见 不 到 平行 四 边 形 的 踪影 ,中 点 倒是 多 .但 如 果 将 其 作为 中 点 问 
题 用 中 心 反 射 变 换 处 理 , 则 难以 取得 任何 进展 . 如 果 注 意 到 任意 四 边 形 的 各 边 
中 点 恰好 构成 一 个 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 而 将 其 作为 平行 四 边 形 问题 用 中 心 
反射 变换 处 理 , 则 实施 中 心 反 射 变 换 后 即 大 功 告 成 . 

证 明 如 图 4.2.7 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 
的 边 48B、BC、CD、D4 的 中 点 分 别 为 KL、M、 
N. 易 知 ,四 边 形 KLMN 是 一 个 平行 四 边 形 , 设 
其 中 心 为 0, 作 中 心 反 射 变换 C(0), 则 kK 一 
M,L->N,M—> K,N—>L. 设 A 一 4A',B->B’, 
C 一 C0',D -> D', 即 四 边 形 4B8CD 一 四 边 形 
A'B'C'D', 则 有 4B' / 4B,B'C' // BC,C'D’'// 
CD,D4 // DA, 且 K、L、MN 分 别 为 C'D'、 图 4.2.7 
D'A4'、4'B'、B'C' 的 中 点 ,因而 过 四 边 形 48CD 的 各 边 中 点 所 作对 边 的 垂 线 即 四 
边 形 4'B'C'D' 各 边 的 垂直 平分 线 . 于 是 ,四边形 4BCD 内 接 于 圆 全 四 边 形 
4'B'C'D' 内 接 于 圆 四 边 形 4'B'C'D' 各 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 所 四 边 形 
ABCD 的 四 条 高 交 于 一 点 . 

例 4.2.6 设 P 与 7.0 与 U\.R 与 WV.5 与 4 5s yy v8 
下 分 别 在 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC、 CD 、D4 上 cc' 
的 点 , 且 4P = TB, BE = UC,CR = VD,DS = J 
Wh. 证 明 : 如 果 四 边 形 PORS 是 一 个 平行 四 边 《 
形 , 则 四 边 形 TUVW 也 是 一 个 平行 四 边 形 . (中 “ 
国 国家 队 培 训 ,2005) 

证 明 如 图 4.2.8 所 示 , 设 KLM、N 分 
别 为 边 4B、BC、CD、D4 的 中 点 , 则 KLM、N 图 4.2.8 
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也 分 别 是 PT 、OU 、RY、S 多 的 中 点 , 且 四 边 形 KLMN 为 平行 四 边 形 , 记 其 中 心 为 
0 , 作 中 心 反射 变换 C(0), 设 四 边 形 4BCD -> 四边形 4'B'C'D', 则 L-~>N,M -> 
K,MN、K、L 分别 为 4'B'、B'C'、C'D'、D'h' 的 中 点 . 设 0 一 0',R 一 R',U 一 
UV,V 一 VV, 则 为 RV 的 中 点 ,N 为 OU 的 中 点 ,R'Q0' 上 0R 上 Ps, 于 是 
VT4PR’ 4 so' 4 VW, 所 以 VTL TW. 但 VU 上 上 UV, 因此 TW UV. 
故 四 边 形 TUVYW 是 一 个 平行 四 边 形 . 

本 题 尽 管 有 一 个 平行 四 边 形 PORS ,但 如 果 以 这 个 平行 四 边 形 为 特征 作 中 
心 有 反射 变换 或 平移 变换 , 则 似乎 与 欲 证 结论 无 法 联系 起 来 . 注意 到 四 边 形 
ABCD 的 每 边 上 两 点 都 关于 该 边 的 中 点 对 称 , 于 是 就 很 自然 地 引出 了 上 面 的 证 
法 . 

其 实 , 只 要 问题 中 隐 含 了 互相 平分 的 线段 ,我 们 就 可 以 考虑 用 中 心 反 射 变 
换 处 理 . 

例 4.2.7 如 图 4.2.9 所 示 , 分 别 过 人 4BC 的 顶点 4、B8、C 作 4B、BC、C4h 的 
垂 线 构成 人 41B1C1. 再 分 别 过 4、B、C 作 C4 、 4B 、BC 的 垂 线 构成 人 4，B,C;. 求 
证 :人 41BC 竺 会 4,B,C, cm 人 4BC. 

证 明 如 图 4.2.9 所 示 , 设 4 有 B; 与 Ci41 交 于 D,B2C 与 41B1 交 于 瓦 ， 
C24; 与 BiCI 交 于 下 , 则 忆 、 了、 和 上 和 缘 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 , 且 4D、BE、CF 和 丝 为 
直径 .于 是 , 设 全 4BC 的 外 心 为 0, 作 中 心 反 射 变换 C(0), 则 公 4ABC 一 全 DEF. 
又 BC | BC,CA! | CA,AiB: | AB,B»C» | EF,C,h, | FD,A»B, | DE, 
所 以 ,全 41B1C1 一 全 4,B,C;, 因 此 ,全 A1BiCi 和 挝 分 4,B, Cy. 

又 Bi4IC = 9p -一 C44， = 一 B4C. 同样 ,人 C1B1h1 = 一 CHB4. 故 
和 人 4iBiC cn 人 ABC. 

本 题 不 难 , 但 由 此 可 以 得 到 三 角形 的 Brocard 角 ( 见 2.5) 的 一 个 漂亮 的 性 
质 : 

命题 4.2.1 设 人 和 公 4BC 的 Brocard 角 为 w, 则 有 
cot w = cot A+cotB+ececotCl 
证 明 ”如 图 4.2.9,4.2.10 所 示 , 公 41BiCi 与 全 4BC 的 相似 中 心 即 人 4BC 
的 第 一 Brocard 点 Q, 且 由 4、.Q、C、4i 四 点 共 圆 知 04 | 041, 因 此 ,个 A1B1Ci 
与 人 人 48BC 的 相似 比 为 cot w. 于 是 ,BC = BCcot w. 因 在 全 4BC 的 外 接 圆 
上 ,所 以 人 BFC = 了 BAC ,因而 有 
FB = BCcot A BFC = BCceot 4,BCI = BCecot AICIB! = BCcot C 
XEF -= BC 所 以 BR = EFcot /Ci1BIA! = BCcot B.WT 
有 ;CI = BIF + FB + BC 
因此 BCceot w = BCcot B + BCecot 4 + BCcot C. 故 
cot w = cotA+cotB+rcotl 
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Geometric transformations and their applications 


图 4.2.9 图 4.2.10 


第 28 届 西班牙 数学 奥林匹克 有 一 道 平面 几何 题 即 要 求 用 三 角形 的 三 个 内 
和 角 的 三 角 明 数 关 系 表 示 其 Brocard 角 ,命题 4.2.1 无 疑 给 出 了 它 的 答案 . 

在 中 心 反 射 变换 下 ,也 有 线段 与 其 像 线 段 共 线 (当然 方向 相反 ) 且 相 等 的 
情形 ,所 以 ,对 于 共 线 且 相 等 的 线段 问题 ,除了 可 以 考虑 用 平移 变换 处 理 外 ,还 
可 以 考虑 用 中 心 反 射 变换 处 理 .反射 中 心 的 选取 是 为 了 使 其 中 一 条 线段 成 为 胃 
一 条 线段 的 像 线 段 . 

例 4.2.8 设 D.T 是 公 4BC 的 边 BC 上 两 点 , 且 47 平 分 了 BEBM4C ,已 是 过 万 
且 平 行 于 47 的 直线 上 的 一 点 ,直线 BP 交 C4 于 EE, 直 线 CP 交 4B 于 下 .求证 : 
BT = DC 的 充分 必要 条 件 是 BF = CE.( 必 要 性 :第 19 届 办 西 哥 数学 奥林匹克 ， 
2005) 

证 明 ”如 图 4.2.11 所 示 , 设 及 为 BC 的 中 
点 , 作 中 心 反射 变换 C(M), 则 C 一 B. 设 A 一 
4', 则 四 边 形 484'C 是 一 个 平行 四 边 形 . 再 设 
直线 4'B 与 CF 交 于 0, 则 有 

AC BF CP CE 

AQO ~™ BO’'PO ~™~ BO 
于 是 , BT = DCoT> Dh4'D 为 了 C4'B 的 平 
分 线 4'D // 47. 而 PD / 47, 故 BT = 


DCesh'、D、P 三 点 共 线 cA'P 为 人 C4'B 的 平 
AC _CP BF CE _ 
分 线 二 ji0 一 PO BO 一 80 全 玉 ~ CE. 


在 给 出 例 4.2.9 之 前 ,我 们 先 证 明 1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 的 一 道 平面 几 
何 题 , 即 

命题 4.2.2 ”在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 人 B84D,P 是 4C 上 任意 
一 点 ,直线 BP 与 CD 交 于 EE, 直线 DP 与 BC 交 于 FF, 则 FAC = ChE. 

证 朋 “如 图 4.2.12 所 示 , 过 下 作 46C 的 平行 线 分 别 与 4B、BE 交 于 K、L, 表 
过 五 作 4C 的 平行 线 分 别 与 4D、DF 交 于 M、N, 并 设 KM 与 4C 交 于 0, 则 由 4C 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


平分 人 BAD,KF AHA4C ME ,有 4 全 £0 


AM OM 

PP LE Le _PC NE sy LF _ KF 
PE = NE' {EKF = AC = ME 所 以 ,NE = ME’ 
4K _ KF ， _ 
于 是 ,ay = WE 又 不 难 知 道 ,人 PK4 = 


了 EMA， 所 以 人 AKF cn 人 4MNMFE， 因此 ， 
KAF = 一 FEh41M ,从 而 一 HKC = LCAE. 

例 4.2.9 设 M.N 是 公 4BC 的 边 BC 上 的 图 4.2. 12 
两 点 ,M 在 BN 之 间 , BM = NC,P、O 分 别 在 A4N 和 4M 上 ,上 且 人 PMC = 
一 MA4B, 人 人 QN = 人 NAC. 求 证 :CBQ = 人 PCB.( 第 19 届 伊朗 数学 奥林匹克 ， 
2001) 

证 明 ”如 图 4.2.13 所 示 , 以 BC 的 中 点 为 反射 中 
心 作 中 心 反 射 变换 , 则 NN 一 M,C 一 B. 设 A 一 A'， 
P—>P’', 则 人 ABNP’ = LCMP = /BAM,/ MA'B = 
全 NAC = 人 ONB, NA'M = 人 MAN. 于 是 , 设 直 线 
AM 与 PN 交 于 R ,直线 4'MM 与 ON 交 于 S, 则 4、B、R、 
六 四 点 共 圆 ,4 、N、S、 了 有 四 点 共 圆 ,所 以 人 RBN = 
RAN = NA'S = 人 NBS, 即 BN 平分 人 RBS. 叉 RR、 
MO 三 点 共 线 ,S$、M、P' 三 点 共 线 , 由 命题 4.2.2， 
LP'BN = ANBS. 而 人 LP'BN = PCB, 故 了 CBO = 
APCB 图 4.2. 13 

本 题 作 为 一 个 典型 的 共 线 且 相 等 的 线段 问题 ,我 们 作 中 心 反 射 变 换 后 , 尽 
管 没有 像 例 4.2.10 那样 很 快 得 到 结论 .但 通过 中 心 反射 变换 后 ,已 将 其 转化 成 
了 田 一 个 熟悉 的 问题 . 

因为 在 中 心 反 射 变换 下 , 共 点 三 线 仍 变 为 共 点 三 线 , 所 以 ,有 些 与 中 点 有 关 
的 三 线 共 点 问题 也 可 以 用 中 心 反 射 变换 完成 . 

例 4.2.10 设 @0 与 公 4BC 的 边 BC、C4、4B 分 别 交 于 41、Ah,, Bi、B;, Ci、 
C2. 证明: 如 果 过 点 4、 Bi CI 作 BC、CA、4B 的 4 
垂 线 交 于 一 点 , 则 过 点 42、B2、C2 所 作 BC 、C4、 SEN 


48 的 垂 线 也 交 于 一 点 . (第 21 届 匈 牙 利 数 学 奥 AAA 
林 匹 元， 1914) (1 FR 


证 明 。 如 图 4.2.14 所 示 , 设 过 点 41.Bi、 AAA 
Ci 所作 BC、C4、48 的 垂 线 交 于 点 及. 因 阅 心 0 8 A 
是 三 弦 414，、B1B2、C1Cs 的 垂直 平分 线 的 交 
点 ,于 是 , 作 中 心 反射 变换 C( 0) , 则 直线 MA1、 图 4.2.14 
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MB1、MCi 的 像 直 线 即 分 别 过 点 4 、B2、Cz 所 作 BC 、C4 、 4B 的 垂 线 . 设 M 一 NN， 
因 直 线 MHh4 MB 、MC 共 点 MN ,所 以 ,它们 的 像 直线 共 点 于 人 N. 故 过 点 42、B2、 
C, 所 作 BC 、C4 、48 的 垂 线 交 于 点 W, 且 点 NN 为 点 MM 关于 圆心 0 的 对 称 点 . 

例 4.2.11 设 公 4BC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC 相 切 于 点 4 ,过 点 4' 作 一 4 平 
分 线 的 平行 直线 a ,类 似 地 作出 直线 5b 和 c. 证 明 : 直 线 a、b、c 交 于 一 点 . (第 28 
届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2002) 

证 明 如 图 4.2.15 所 示 , 设 人 A4BC 的 内 
切 圆 与 其 三 边 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 点 D、E、F， 
边 BC、CA、4B 的 中 点 分 别 是 LL、M、N. 不 难 知 
道 


A'C =- (48 +BC- CA)=- BD 


所 以 工 也 是 4'D 的 中 点 . 因 一 4 的 平分 线 垂 直 
于 EF ,于 是 , 设 人 DEF 的 重心 为 及 , 则 DH 平行 图 4.2.15 
于 一 4 的 平分 线 . 又 人 MLN 的 平分 线 平行 于 
恤 4 的 角 平 分 线 .这 样 ,车 设 公 LMN 的 内 心 为 1, 则 直线 a 和 DH 缘 平 行 于 氏 , 且 
直线 a 与 DH 到 了 开 的 距离 相等 .于 是 , 作 中 心 反 射 变换 C(7) , 则 直线 DH 一 a. 
同样 ,直线 EH 一 5b, 直线 FH 一 c. 故 直线 a、b、e 交 于 一 点 , 且 这 点 为 全 DEF 的 
垂 心 fH 在 中 心 反 射 变 换 C(7) 下 的 像 点 FH'. 

为 了 证 明 下 面 的 例 4.2. 12 ,我 们 先 证 明 

引 理 4.2.1 设 0 万 分 别 为 人 4BcC 的 外 心 和 垂 心 ,P 为 人 4BC 的 外 接 圆 
上 任意 一 点 ,P 关 于 BC 的 中 点 的 对 称 点 为 0, 则 直线 4P 关 于 OH 的 中 点 对 称 的 
直线 是 08 的 垂直 平分 线 . 

事实 上 ,如 图 4.2.16 所 示 , 过 4 作 人 4BC 
的 外 接 圆 的 直径 44' , 则 4h’ 与 全 4BC 的 重心 H 
也 关于 BC 的 中 点 对 称 , 所 以 0H 上 4'P. 又 
A'P 14P, 因 此 ,OF 1 4P. 设 DN 分 别 为 4P、 
QH 的 中 点 , 则 4'P = 20D,QH = 2NH ,于 是 ， 
0D 上 NH. 而 4P | 0D, 故 直线 4P 关 于 O08 的 
中 点 对 称 的 直线 是 08 的 垂直 平分 线 . 

例 4.2.12 设 电 为 全 4BC 的 重心 , 忆 、 玖 、 图 4.2. 16 
F 为 全 ABC 的 外 接 加 上 三 点 ,日 4D /BE // CF,S、T、U 分 别 为 D、.E、F 关于 
边 BC、C4、4B 的 对 称 点 .求证 :S、T.U、H 四 点 共 圆 . (中 国 国 家 队 选 拔 考试 ， 
2006) 

证 明 如 图 4.2.17 所 示 , 过 点 DD 作 BC 的 平行 线 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 
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男 一 点 P. 由 44D/ BE /CF 易 知 PE // Ch， 
PF // AhB. 因 PD // BC,S 是 点 D 关于 BC 的 
对 称 点 ,所 以 ,点 P 关 于 BC 的 中 点 的 对 称 点 
是 S. 于 是 , 设 人 4BC 的 外 心 为 0, OH 的 中 4 
点 为 1H, 作 中 心 反 射 变换 C(M), 由 引 理 
4.2.1, 直线 4P 的 像 直 线 是 HS 的 垂直 平分 
线 . 同 理 , 直线 BP、CP 的 像 直线 分 别 是 HT 


的 生 直 平分 线 和 Zr 的 垂直 平分 线 . 而 4P、 图 4.2.17 
BP、CP 有 公共 点 P, 因 此 HS、HT、HU 这 三 条 线段 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 . 故 
S、T、U.H 四 点 共 圆 . 


进一步 ,我 们 还 可 以 证 明 @(STU) 与 人 4BC 的 外 接 圆 是 等 圆 . 

事实 上 , 因 PS、PT、PU 的 中 点 分 别 是 A4BC 的 三 边 的 中 点 , 所 以 ， 
(STU) 的 半径 是 全 4BC 的 中 点 三 角形 的 外 接 圆 的 半径 的 两 倍 , 但 人 4BC 的 
外 接 圆 的 半径 也 是 其 中 点 三 角形 的 外 接 圆 半径 的 两 倍 . 故 ©@(STU) 与 人 4BC 
的 外 接 圆 是 等 圆 . 

在 本 题 中 ,我 们 首先 将 四 点 共 圆 的 问题 转化 成 三 线 共 点 问题 ,然后 巧妙 地 
通过 中 心 反 射 变换 使 问题 得 到 顺利 的 解决 . 

前 面 (包括 4.1) 所 举 的 这 些 例子 都 或 明 或 暗 地 与 中 点 有 关 , 下 面 的 例 
4.2.13 说 明 ,一 些 与 中 点 毫 无 关系 的 问题 也 可 能 可 以 通过 中 心 反射 变换 解决 . 

例 4.2.13 设 P 是 个 4BC 内 一 点 , 且 


LPBA = LACP = 3(LCBA + LACB) 

求证 : 55 十 4 = 45 (第 48 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 如 图 4.2.18 所 示 , 设 BC 的 中 点 为 
MM, 作 中 心 反射 变换 C(M), 则 B 一 C,C 一 8B. 
设 P 一 P' ,直线 4B 与 CP' 交 于 0, 直 线 4C 与 
BP' 交 于 R, 人 人 PBA = 人 人 ACP = 0, 则 四 边 形 / \ 
PBP'C 是 一 个 平行 四 边 形 ,人 P'QB = 区 加 Dei C 
LPBA =0, CRP' = /ACP= 0, 又 人 CB4+ 一 一 一 
4CB =30, 所 以 人 BAC + 39 = 180 ,于 是 
LCP'B = /BPC = /BAC + LPBA + /ACP = 图 4.2.18 

BAC +20 = 180 -0 

这 说 明 人 BP'O = RP'C =0 = 人 /P'QB = /CRP'. 所 WM,BQO = BP’ = CP, 
CR = CP' = BP. 

另 一 方面 , 因 CRB = 人 CQB( = 0), 所 以 B.Q、R、.C 四 点 共 圆 ,由 贺 蛤 定 
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Geometric transformations and their applications 


理 知 ,4B . 40 = 4C .4R, 即 4B8(4B + BOQ) = AC(AC + CR), 因 而 有 
AB(AB + CP) = AC(AC + BP) 
故 


PC+4B AC 
PB+AC ™ AB 


4.3 ”正三 角形 与 旋转 变换 


因为 在 旋转 角 为 60 的 旋转 变换 下 ,任意 一 对 对 应 点 与 旋转 中 心 恰好 构成 
一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 ,这样 ,对 于 条 件 中 含有 正三 角形 的 平面 几何 问题 ,我 
们 即 可 以 考虑 用 旋转 角 为 60 的 旋转 变换 处 理 . 旋转 中 心 可 以 选取 正三 角形 的 
某 个 顶点 . 
例 4.3.1 设 P 为 正 全 4BC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 .求证 
P4 PB+ PC 


等 式 成 立 当 且 仅 当 P 在 人 4BC 的 外 接 圆 的 劣 弧 BC 上 . 

证 明 如 图 4.3.1 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(4,60), 则 B 一 C. 设 P 一 P', 则 P'C = PB， 
且 公 4PP' 为 正三 角形 ,所 以 PP' = Ph. 于 是 有 

PA= PPPC+PC= PB+PC 
等 式 成 立 当 且 仅 当 P.C、P' 三 点 共 线 , 且 C 在 
PP' 之 间 . 由 于 了 PC4 = 了 PBA ,因此 ,等 式 
成 立 当 和 晶 仅 当 四 边 形 4BPC 是 一 个 圆 的 内 接 加 
四 边 形 , 当 且 仅 当 点 P 在 正 全 ABC 的 外 接 圆 的 图 4.3.1 
劣 弧 BC 上. 

一 般 来 讲 , 用 旋转 变换 处 理 平面 几何 问题 时 ,如 果 选 取 图 形 上 的 一 个 已 知 
点 作为 旋转 中 心 , 则 应 尽 可 能 选取 引出 线段 最 多 的 那个 点 ,这样 有 利于 迅速 找 
到 条 件 与 结论 之 间 的 逻辑 关系 .在 本 题 中 , 正 全 ABC 的 三 个 顶点 都 引出 了 三 条 
线段 ,因此 ,选取 4、B、C 三 个 点 中 的 哪 一 个 点 作为 旋转 中 心 ,而 且 无 论 是 道 时 
针 方 向 旋转 还 是 顺 时 针 方 向 旋转 ,都 可 以 达到 目的 .读者 可 以 自己 验证 . 

例 4.3.2 公 A4BC 是 一 个 正三 角形 ,与 BC 平行 的 一 条 直线 分 别 交 边 4B、 
4C 于 D 和 E,M 是 线段 8E 的 中 点 ,0 是 全 ADE 的 外 心 , 求 人 CMO 的 各 角 . (第 
25 所 澳大利亚 数学 奥林匹克 ,2004) 

解 ”如 图 4.3.2 所 示 , 作 旋转 变换 R(C,60°), 则 4 一 B. 设 0 一 0', 则 
0'B = 04, 了 0'BC = 04C, 全 C00' 是 一 个 正三 角形 .又 全 4DE 显然 也 是 一 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


个 正三 角形 ,而 0 是 全 4DE 的 外 心 ,所 以 04 = 
OF, O04C = 30p, 08 | AB. 于 是 0'B = OF, 
全 0'BC = 30P, 所 以 0'B 1 4B, 而 OE | 4B, 因 
此 BO' /0E, 即 有 BO' 小 0E, 从 而 0'0 与 BE 
互相 平分 , 这 说 明 M 也 是 0'0 的 中 点 . 再 由 
全 CO0' 是 一 个 正三 角形 即 知 人 OCM = 30， 
MOC = 60,/ CMO = 90. | 

例 4.3.3 在 全 4BC 的 边 BC 上 向 形 内 方 图 4.3.2 
门 作 全 DBC ,再 分 别 在 边 C4、4B 上 向 形 外 方向 作 两 个 正三 角形 CE4 、.4FB. 求 
证 :全 BDC 也 是 一 个 正三 角形 的 充分 必要 条 件 是 四 边 形 DFAE 为 一 个 平行 四 边 
形 或 线段 ED 与 4F 共 线 月 相等 . 

证 明 如 图 4.3.3 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(C,60?), 因 公 CEA 是 正三 角形 ,所 以 E 一 A. 
父 全 4FB 也 是 正三 角形 ,于 是 ,和 DBC 为 正三 


角形 一 D 全 06 BesED = AB BH.ED 与 4B 的 
交角 为 60esED 上 AF 或 ED = AF 有 ED 与 4F 
共 线 后 四边 形 DFA4E 为 一 个 平行 四 边 形 或 线 
段 ED 与 4F 共 线 且 相 等 . 

例 4.3.4 设 P 是 正信 4BC 内 部 的 一 点 ， 
已 知 PA = a,PB = ,PC = 6c. 试用 a.b.c 表 
示 正 全 4BC 的 边 长 . 

解 ”如 图 4.3.4 所 示 , 作 旋转 变换 R(4， 
60), 则 B 一 C. 设 P 一 P', 则 P'C = PB -= 上，， 
且 人 4PP' 是 一 个 正三 角形 ,所 以 PP' = PA = 


4. 记 p = 六 (a + 8 + c)，SF 为 图 形 严 的 面积 ， 
则 由 Heron 公式 ,有 
SAPce=vVvpp-alp-p)(p-c)AS 


XX SAAPP = ,sope = SAAPB 

Y3 ， 
所 以 Acp4 十 SAAPB 二 SA cp 十 SAapc 二 S A aApp + SAppc 二 4 a +S 
同 理 SA 和/pp + SA Bpc 二 Bp +S 


SABPC + SaAcpa = Be +S 
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Geometric transformations and their applications 


三 式 相 如 ,并 记 正 人 4BcC 的 面积 为 全, 则 有 
2 人 = 号 (az + b+c)+35 


再 设 正 人 4BC 的 边 长 为 *, 则 由 A = 全 zz 即 得 


= 这 az+pb2+cz+4V3S = 


六. a +b + +4vV3p(p -a)(p- b)(p -ce) 


例 4.3.5 在 正 全 4BC 的 边 BC 上 任 取 一 点 DD, 设 个 4BD 与 全 4DC 的 内 心 
分 别 为 用 、D, 外 心 分 别 为 01、0,. 求 证 

(DIOr+ 于 03 = L182; 

(2) 设 直线 101 与 120, 交 于 点 P, 则 PD | BC. 

证 明 (1) 如 图 4.3.5 所 示 , 作 旋转 变换 R(4,60), 则 8 一 C. 设 D 一 D'， 
有 i 一 了 1, 则 全 ADD' 是 一 个 正三 角形 ,7 是 全 4CD' 的 内 心 ,4D'C = 4DB， 
由 此 可 知 ,4、D、C、D’' 四 点 共 圆 ,所 以 ,O01 一 0;, 于 是 "1.0,; = 01. 

男 一 方面 , 因 0, 为 正 人 4DD' 的 中 心 ,了 D'C4 = 60P, 所 以 人 人 D'T'14 = 
120? = 人 D'O0,4 ,因此 ,4、0;、71、D' 四 点 共 圆 . 同 理 ,A4、0,、b\D 四 点 共 圆 .所 以 
LT105D' = 14D 和 Do;7 = /DAL, 

又 LhAT1 = 本 CDh4D' = 3p = LO0sAD 
所 以 L714D' = /1,A40, 
于 是 ”一 02D + DOs = 人 人 1740: + LDAL = /DAO0, = 30 
但 DO:D' = 120 ,由 此 可 知 ,人 10s7! = 9p. 又 An4P = 30p = LAI， 
AT， = AT1, 这 说 明 人 和信 A111 针 全 4T7 1 上 ,因此 1, = 六 万 . 故 
I0?+ 103 = T0231+ 1 0; = T1122 = 0B 

(2) 如 图 4.3.6 所 示 . 由 (1) 所 证 知 PILID = 人 DhP = 30P. 显然 有 

万 万 bbD, 所 以 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


LO02PO!1 = 360 - (LPIID+ LADLP+ /NDP+ /PDD) = 
360? - (2 x 30? + 360P - 90Pp) = 30 
又 不 难 知道 DO = DO02, 一 02DO = 60P, 所 以 ,D 为 <0102P 的 外 心 , 于 是 
LPDC = 18p - (AcDp + LhDO;+ LOPD + /DOL) = 
180 -~ (ZL DA + LhDO;, + 27 DO,D) = 
180 - (3 + 2 D0, + 27 DOsh) = 
150 ~ 2(L1,DO, + DOD) = 150 -2 x 30 = 90P 


故 PD | BC. 


为 了 证 明 后 面 的 例 4.3.6, 我 们 先 证 明 下 面 的 命题 . 
命题 4.3.1 设 6 为 人 4BC 的 重心 ,过 6 任 作 一 条 直线 1, 自 顶点 A4、BC 
分 别 作 三 条 平行 线 交 直线 1 于 D、E、F. 则 在 三 条 线段 4D、BE、CF 中 ,有 一 条 等 


于 男 两 条 之 和 . 

证 明 ”如果 直线 1 过 全 4BC 的 顶点 4、B、 
C 之 一 , 则 直线 1 过 此 顶点 的 对 边 的 中 点 ,此 时 
结论 是 显然 的 ; 否则 ,A4、B8、C 三 点 中 必然 是 直 
线 二 的 一 侧 一 点 ,为 一 侧 两 点 .不 妨 设 4 在 直线 
1 的 一 侧 , B、C 在 直线 1 的 另 一 侧 . 如 图 4.3.7 所 
示 , 设 直线 4G 交 BC 于 M, 则 M 为 BC 的 中 点 ， 
且 4G = 26M ,于 是 ,过 MM 作 4D 的 平行 线 交 直 
线 1 于 N, 则 4D = 2MN. 但 MN 显然 为 梯形 


图 4.3.7 


BCFE 的 中 位 线 , 所 以 2MN = BE + CF. 故 AD = BE + CF. 
例 4.3.6 设 4BCD 是 一 个 和 矩形 ,E、F 分别 为 边 BC、CD 上 的 点 ,有 是 人 AEF 


为 一 个 正三 角形 .求证 


SACEF 二 SAABE 十 SAAFD 


其 中 Sr 表示 图 形 下 的 面积 . (第 23 届 澳 大 利 亚 数学 奥林匹克 ,2002) 


证 明 如 图 4.3.8 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(E, -60), 则 4 一 FF, 设 BB 一 B'， 则 
了 EB'F = 人 人 EBA = 90, 所 以 点 B' 在 以 EF 为 
直径 的 圆 上 . 同样 , 作 旋 转变 换 R(F,60), 则 
A 一 EE, 设 D 一 D', 则 D’ 也 在 以 EF 为 直径 的 圆 
上 ,显然 ,点 C 在 以 EF 为 直径 的 圆 上 , 即 C、E、 
B'、D'、F 五 点 共 圆 ,于 是 ,人 CB'F = 人 CEF,， 
FB'D’ = /FED' = 了 MD ,所 以 
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图 4.3.8 
LCB'D' = ACBF+ /ADBF = ACEF + /FAD 
又 因 4D // BC,PB ,LACEF + /FAD = /AFE = 60, 因 此 ,CB'D’' = 60. 


Geometric transformations and their applications 


辐 理 ,一 BD'C = 60?. 于 是 ,人 六 BC 是 一 个 正三 角形 ,而 EF 的 中 点 0 则 为 
人 有 BC 的 重心 .分 别 过 C、B'、D’' 三 点 作 EF 的 垂 线 , 设 KL、M 为 其 王 足 , 则 
CK // B'L // DM, 由 命题 4.3.1,CK = BL+D'M. 但 2Sacgp = EF ，CR， 
DSAspp = 28SAppr = EF : B'L,2SAD = 2SAapgp = EF. D'M, 改 
SACEF = SAABE + SAAFD 

对 于 本 题 来 说 ,一 个 旋转 变换 似乎 解决 不 了 问题 .考虑 到 EF、F 两 点 的 “地 
位 ”的 对 称 性 ,我 们 分 别 绕 EE、F 两 点 作 旋 转变 换 ,将 条 件 集中 到 EF 附近 ,使 得 
问题 转化 成 了 命题 4.3.1 的 特殊 情形 . 这 个 例子 也 说 明 , 有 些 正三 角形 问题 需 
要 绕 不 同 的 顶点 作 两 个 旋转 变换 (并 非 变 换 之 积 ) 方 能 解决 问题 . 

由 于 正三 角形 是 三 次 旋转 对 称 图 形 ,因此 ,对 于 正三 角形 来 说 ,我 们 还 可 以 
用 旋转 中 心 为 正三 角形 的 中 心 .旋转 角 为 120* 的 旋转 变换 处 理 . 

例 4.3.7 设 4C、CE 是 正六 边 形 4BCDEF 的 两 条 对 角 线 ,点 M、N 分 别 内 


分 4AC、CE, 使 44 = CE = r. 如 果 B、M、N 三 点 共 线 , 试 求 ;的 值 . (第 23 届 
IMO ,1982) 

本 题 形式 上 是 一 个 正六 边 形 问题 ,但 本 质 上 是 一 个 正三 角形 问题 , 因 条 件 
中 出 现 了 对 角 线 4C 和 CCE, 全 4CE 就 是 一 个 正三 角形 . 

解 ” 如 图 4.3.9 所 示 , 显 然 4、C、E 是 一 个 
正三 角形 的 三 个 顶点 , 且 这 个 正三 角形 的 中 心 
0 即 正六 边 形 的 中 心 .由 条 件 可 知 ,4M = CN， 大 
作 旋 转变 换 R(O,120), 则 有 4 一 CC 一 天 ， 人 AN 
M 一 N,B 一 D. 由 旋转 变换 的 性 质 , BM 与 DN 4 C 
的 交角 为 120, 而 B、M、N 三 点 共 线 , 所 以 一 
BNPD = 120? ,因而 B、.O、N.D 四 点 共 圆 . 但 
CD = CB = CO0 ,于 是 点 C 即 为 过 已 、O .也 三 点 图 4.3.9 
的 圆 的 圆心 . 因 点 N 也 在 这 个 圆 上 ,所 以 CN = BC. 再 由 CE | BC, 人 /BEC = 
30P 即 知 


.AM_CN_Y3 


AC ~ CE ~ 3 
例 4.3.8 过 正人 4BC 的 中 心 0 任 作 一 条 直线 分 别 与 其 三 边 所 在 直线 交 


于 点 DE、F. 求 证 :在 广 、 吉 、DE 中 ,有 一 个 等 于 另 两 个 之 和 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 过 正 全 4BC 的 中 心 的 直线 分 别 与 BC、Ch 交 于 万 、 
已 ,与 BA 的 延长 线 交 于 F( 图 4.3.10). 作 旋转 变换 R(O0,120?), 则 有 4 一 B， 
BC. 设 D 一 D,D 一 DV,E 一 , 则 D’' 在 边 C4 上 , 户 、E' 在 边 4B 上 ， 
0D = 0D’ = 0D, OFE’ = OE,H 
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DOD = /DOD' = /EOF' = 120 
由 此 即 知 ,OD 为 人 FOE' 的 平分 线 . 由 三 角形 


的 面积 公式 ,有 

Saorg = 广 * OE’ . OFsin 120 = . OE . OF 
SAoFm = 方 "OP . OFsin 60? - 8 * OD . OF 
Seaopg = 六 .07 + OF’sin 60 = 2 . OD . OE 


而 SAorg = Seorm + Saopg ;所 以 
OF . OF = OD . OF + OD . OE 


训 05 = OE + OF 

还 有 一 些 正三 角形 问题 需要 结合 使 用 旋转 角 为 60 的 旋转 变换 ( 绕 某 个 顶 
点 旋转 ) 与 旋转 角 为 120* 的 旋转 变换 ( 绕 中 心 旋转 ). 

例 4.3.9 设 E、F 分 别 为 正 全 4BC 的 边 BC、CA 上 的 点 , 且 BD = CE,AD 

”与 BE 交 于 ,点 4 在 BE 上 的 射影 为 M,B 在 4D 上 的 射影 为 N. 求 证 : CF 平分 
线段 MN. 

证 明 ”如 图 4.3.11 所 示 , 由 于 BD = CE， 
因此 ,如 果 绕 正 全 4BC 的 中 心 旋转 120p? , 则 4D 
变 为 BE ,由 此 即 知 了 EFA = 60Y. 作 旋转 变换 
R(A4,60), 则 B->C. 设 N 一 N', 则 人 N'NC = 
60? = 人 CBAh .于 是 , 设 BC 与 NN' 交 于 L, 则 4、 
B、N 江 四 点 共 圆 .而 4AN | BN, 所 以 4L | BC， 
故 上 为 BC 的 中 点 .又 由 和 人 N'NA = 60p = EFA 
知 , NN' // BE. 于 是 , 设 CF 与 NN' 交 于 K, 则 kK 图 4.3.11 
为 CF 的 中 点 . 

另 一 方面 , 设 已 为 4C 的 中 点 , 则 BP | 4P. 由 BM | AM 即 知 4、.B、.M、P 
四 点 共 圆 ,所 以 人 PMA = PBA = 30P. 而 由 人 MFA = 60, AM | FM 知 ， 
辽 FAM = 30P, 因 此 , PM V AN. 又 由 KKK、P 分 别 为 CF、C4h 的 中 点 知 , PK // AN， 
从 而 P.M、K 三 点 共 线 ,这 说 明 MK /FN .再 由 NK // FM 即 知 四 边 形 FNKM 为 
平行 四 边 形 . 故 FK 平分 线段 MN, 即 CF 平分 线段 MN. 

本 例 由 条 件 到 结论 尽管 颇 费 工夫 ,但 正确 的 思维 导向 则 得 益 于 两 个 旋转 变 


换 . 
正三 角形 作为 平面 几何 中 的 一 类 非常 规则 的 三 角形 , 其 内 涵 是 十 分 丰富 
的 .我 们 在 这 里 将 用 旋转 变换 给 出 两 个 与 正三 角形 有 关 的 定理 . 
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ABF , 则 有 
PA+ PB+ PC = AD 
| 
以 BE = CF, 且 CF 与 BE 的 交角 为 6 . 同 理 ， WN 
区 
四 点 共 圆 , 所 以 APF = /ABF = 60. 又 、 
点 共 线 , 即 4D、BE、CF 共 点 于 P. 又 因 点 P 在 正 人 DBC 的 外 接 圆 的 BC 上 ,由 


定理 4.3.1 在 任意 人 4BC 的 三 条 边 上 向 形 外 作 正 三 角形 BCD、CAE、 
(1)4D = BE = CF, 且 4D、BE、CF 两 两 之 间 的 交角 均 为 60?; 
(2)AD、BE、CF 三 线 共 点 . 设 共 点 于 P, 若 点 PP 在 全 ABC 的 内 部 ,那么 
证 明 如 图 4.3.12 所 示 , 作 旋 转变 换 天 

R(4,60p), 则 下 一 BC 一 刁 , 即 PFC- 一 BF 所 

4D = BE, 日 4D 与 BE 的 交角 为 60. 设 BE 与 B 

CF 交 于 P, 则 4、F、B、P 四 点 共 贺 ,A、PC.E 

BPc = 120 ,所 以 P、B、D、c 四 点 共 圆 ,从 而 

/DPC -= /DBC - 60- /APF. 故 A.P.D= 图 4.3.12 

例 4.3.1 即 知 , PB + PC = PD. 而 当 点 PP 在 全 4BC 的 内 部 时 ,点 PP 在 4.D 之 

间 . 故 


PA+PB+PC= PA+tPD= AD 
在 定理 4.3.1 中, 当 其 所 共 之 点 在 个 4ABC 内 部 
时 ,点 PP 对 全 4BC 的 各 边 所 张 之 角 均 为 120? ,人 4BC 
的 三 个 内 角 均 小 于 120?. 此 时 ,对 于 平面 上 任意 一 点 
0( 图 4.3.13), 由 例 4.3.1 知 ,0D < 0B + 0C, 所 以 ， 
0A + OD < 04 + 0B + 0C, 但 4D < 04 + 0D, 和 且 由 
定理 4.3.1(2), Ph4 + PB + PC = 4D. 因 此 
PA + PB + PC < OA + QB + QC 
以 上 讨论 说 明 , 当 公 4BC 的 三 个 内 角 均 小 于 120? 
时 ,全 4BC 内 对 各 边 张 角 均 为 120 的 点 P 是 平面 上 到 图 4.3. 13 
全 4BC 的 三 顶点 的 距离 之 和 取 最 小 值 的 点 . 此 时 ,点 已 称 为 人 4BC 的 Fermat 
点 . 当 三 角形 有 一 个 角 不 小 于 120? 时 ,容易 知道 ,平面 上 到 三 角形 的 三 个 顶点 的 
距离 之 和 取 最 小 值 的 点 一 一 即 三 角形 的 Fermat 点 是 三 角形 的 最 大 角 的 顶点 . 
在 一 般 情 况 下 ,定理 4.3.1 所 共 之 点 已 称 为 全 4BC 的 正 等 角 中 心 . 
当 三 个 正三 角形 都 向 全 4BC 的 形 内 方向 作 时 ,定理 4.3.1 中 除 (2) 的 后 一 
结论 外 ,其余 结 论 均 成 立 . 此 时 ,所 共 之 点 称 为 三 角形 的 负 等 角 中 心 . 
定理 4.3.2 以 三 角形 的 边 为 边 长 向 形 外 作 正 三 角形 , 则 所 作 三 个 正三 角 
形 的 中 心 , 原 三 角形 的 顶点 与 相 令 两 个 正三 角形 的 新 的 顶点 所 构成 的 三 角形 的 
重心 构成 一 个 正六 边 形 的 六 个 顶点 , 且 这 个 正六 边 形 的 中 心 恰 为 原 三 角形 的 重 
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儿 、。 

证 明 如 图 4.3.14 所 示 , 设 
全 BPC、 公 CEA、 全 4FB 丝 为 正三 
角形 , O01、0，、0; 分 别 为 这 三 个 正 
三 角形 的 中 心 ,G1、G2s、G3 分 别 为 
全 EA4F 人 FBD、 公 DCE 的 重心 ,L 
为 全 ABC 的 边 4C 上 靠近 点 4 的 三 
等 分 点 ,MM、N 为 边 4B 上 的 两 个 三 
等 分 点 . 易 知 人 MO3;N 为 正三 角 
形 . 过 工作 CE 的 平行 线 交 4E 于 P， 
过 性 作 BF 的 平行 线 交 AF 于 0 , 则 
公 ALP、 公 4AOM 和 丝 为 正三 角形 , PO // 三 , 且 


1 1 
4P = 34AE,40 = 3AF 


于 是 由 三 角形 的 重心 的 性 质 可 知 , PQ 与 46; 互相 平分 ,从 而 四 边 形 40G1P 为 
平行 四 边 形 , 由 例 4.3.3, 公 Gi,ML 也 是 一 个 正三 角形 . 

设 G 为 全 4BC 的 重心 ,由 三 角形 的 重心 的 性 质 , 有 NG 十 ML, 所 以 ,四 边 形 
MNGL 为 平行 四 边 形 , 而 全 MO3N、 公 G1ML 骨 为 正三 角形 , 由 例 4.3.3， 
全 GG103 是 一 个 正三 角形 . 同 理 ,全 G60;G;、 公 66;01、 全 G016G3、 全 GG30;、 
全 G02,G1 缘 为 正三 角形 . 故 六 边 形 G103G63016G630; 是 一 个 正六 边 形 , 且 人 4BC 
的 重心 6 正好 是 正六 边 形 6 03 62 01 063 0; 的 中 心 . 

由 于 正六 边 形 的 相间 的 三 个 顶点 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 , 所 以 ， 
全 010,03 是 一 个 正三 角形 .于 是 我 们 有 

推论 4.3.1(Napoleon ) ”以 任意 三 角形 的 三 边 为 边 向 形 外 作 三 个 正三 角 
形 , 则 这 三 个 正三 角形 的 中 心 也 构成 一 个 正三 角形 . 

由 以 上 两 个 定理 并 结合 旋转 变换 处 理 有 些 正 三 角形 的 问题 是 非常 方便 的 . 

例 4.3.10 设 人 4BC\ 和 ACDE、 AEFGc 和 缘 为 正三 角形 (顶点 均 按 首 时 针 方 
向 排列 )., 证明:D 是 4G 的 中 点 的 充分 必要 
条 件 为 人 DBF 也 是 一 个 正三 角形 . (充分 
性 :第 15 届 原 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982) 

证 明 如 图 4.3.15 所 示 , 考 虑 人 BDC 
与 人 EDF ,如果 人 和 人 DBP 也 是 正三 角形 , 则 由 
定理 4.3.1,4D = BE = DG. 男 一 方面 , 设 
BE 与 CF 交 于 P, 骨 由 定理 4.3.1,4D 与 DG 
都 过 点 P, 故 4.D、G 三 点 共 线 . 因此 ,D 为 图 4.3.1 
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AG 的 中 点 . 
反之 ,车 DD 为 4G 的 中 点 , 则 GD = D4. 由 定理 4.3.1,BE = 4D, 晶 BE 与 
AD 的 交 骨 为 60?. CF = DDG, 是 CF 与 DG 的 交角 也 为 6°, 所 以 ,BE = 4D = 


CD = FC, 且 BE 与 FC 的 交角 为 6P. 但 E> C, 因 而 必 有 BB 一 
故 人 DBF 也 是 一 个 正三 角形 . 

例 4.3.11 考虑 如 图 4.3.16,4.3.17 所 示 的 全 4BC 和 和 人 POR .在 人 4BC 
中 ,了 4DB = 了 BDC = /CDA = 129 .求证 :x = w+v+ w.( 第 3 届 美 国 数学 
奥 林 匹 殉 ,1974) 

证 明 ”如 图 4.3.18 所 示 , 设 正 公 POR 中 所 示 三 线 的 交点 为 0, 作 旋转 变换 
R(R,60P), 则 QO 一 P. 设 0 一 0', 则 0'P = 00 = 565,00 = OR = cc, 所 以 
人 和信 0'0P 守信 4BC. 于 是 +v+w 即 会 O00P 的 Fermat 点 到 三 顶点 的 距离 之 
和 ,由 定理 4.3.1(2) 即 知 w+v+w= RP = Xx. 


F. 


x 了 
a 
Cc a B O Xx Pp 
图 4.3.16 图 4.3.17 图 4.3.18 


例 4.3.12 设 公 04B.、 人 0CD、 全 OEF 均 为 正三 角形 (顶点 均 按 逆 时 针 方 
向 排列 ) ,LL、M、N 分 别 为 BC、DE 、F4 的 中 点 .求证 :全 LMN 也 是 正三 角形 . 

证 明 “如 图 4.3.19 所 示 , 设 P、O、R 分 别 
为 4B、CD、EF 的 中 点 . 因 工 为 BC 的 中 点 .所 


以 ,PN AC,1Q 1/ BD,E PL = 3 AC,10 = 


7BD. 由 定理 4.3.1,4C = BD, 且 4C 与 BD 的 


交角 为 6 ,因此 ,PL = LO, 日 OLP = 120. 
这 说 明 工 是 以 全 POR 的 边 PQ 为 边 长 向 形 外 所 
作 正三 角形 的 中 心 . 同 理 , MN 分 别 是 以 QR、 4.3.19 
RP 为 边 长 向 全 POR 的 形 外 所 作 正 三 角形 的 中 心 .由 Lapoleon 定理 (推论 4.3.1) 
即 知 ,全 LMN 是 一 个 正三 角形 . 

本 题 显然 也 可 以 由 命题 2.5. 1 直接 得 到 . 
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4.4 正方形 .等 腰 直 角 三 角形 与 旋转 变换 


因 正方 形 的 四 边 相 等 , 它 的 每 一 个 内 角 都 是 90? , 且 正 方形 还 是 四 次 旋转 对 
称 图 形 , 所 以 ,对 于 条 件 中 含有 正方 形 的 平面 几何 问题 ,我 们 即 可 以 考虑 用 旋转 
角 为 9 的 旋转 变换 处 理 .旋转 中 心 可 以 选取 正方 形 的 某 个 顶点 或 正方 形 的 中 
心 、 

例 4.4.1 设 EF 分 别 为 正方 形 4BCD 的 边 BC、CD 上 点 ,求证 :AE = 
BE + FD 的 充分 必要 条 件 是 4F 平分 人 EA4D. 

证 法 1 如 图 4.4.1 所 示 , 作 旋转 变换 R(4,90), 则 8 一 DD. 设 E 一 EF', 则 
AE' = AE, DE' = BE, 有 日 人 DAE' = 人 BAE,E' 在 CD 的 延长 线 上 ,所 以 FE' = 
DE + FD = BE + FD.X /EFA = /BAF, 于 是 ,AE = BE + FDeAE' = 
FE'co/EFA = 二 了 下 BMP = AFAF' AF 平分 BAF' 忆 AF 平分 
LEAD. 

证 法 2 如 图 4.4.2 所 示 , 设 正方 形 4BCD 的 中 心 为 0. 作 旋转 变换 R(O， 
90), 则 4 一 2B 一 C 一 D> 4. 设 Ff 一 所 , 则 下 在 4D 上 ,AF' = DF, 且 
BF' 上 上 AFD. 再 设 BF 与 4E 交 于 K, 则 由 人 4KP cm 和 5KB 及 等 比 定理 ,有 

AK KE AK+KE AE 


AF’ ~ BE ~ AF'+ BE ~ BE+ FD 
于 是 ,AE = BE + FDOAK = AF'cAF 平分 E44D. 


图 4.4.1 图 4.4.2 


在 本 题 中 , 因 从 正方 形 4BCD 的 项 点 4 引出 的 线段 最 多 ,所 以 ,我们 自然 的 
选择 顶点 4 为 旋转 中 心 ,从 而 非常 顺利 地 解决 了 问题 (证 法 1); 在 证 法 2 中 ,我 
们 选择 正方 形 的 中 心 为 旋转 中 心 ,利用 等 比 定理 和 等 腰 三 角形 三 线 合 一 的 性 质 
轻巧 地 解决 了 问题 .两 种 证 法 都 是 旋转 变换 的 功劳 . 


中 “十 ”表示 垂直 且 相 等 . 
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例 4.4.2 设 EF 分 别 为 正方 形 48CD 的 边 BC、CD 上 的 点 ,线段 4E、4F 
分 别 交 对 角 线 BD 于 P、0 两 点 .求证 :下 列 三 个 条 件 等 价 
(1)BE + DF = EF:; 
(2) BP? + 0D’ = PQ’; 
(3)P、E、C、F、Q 五 点 共 圆 . 
证 明 ”我 们 证 明 , 条 件 (1),(2),(3) 均 与 
下 面 的 条 件 (4) 等 价 . 
(4)/ EAF = 45°. 
事实 上 , 如 图 4.4.3 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(A,90), 则 B->D. 设 EE 一 户 ,P 一 P', 则 图 4.4.3 
AFE' 上 AE,AP' 上 AP,DE' 上 BE,DP' 上 BP, 因 而 E' 在 CD 的 延长 线 上 ,P' 在 
AE’ 上 ,HB PD 上 Do, 所 以 
BE + FD = DE'’+ FD= EF 
BP? + 0D’ = P'D’ + 0D = P'O’ 


于 是 
BE + DF = EFeE'F = EFoSAEF'F LQ 人 AEFes 


ZEAF = /EAFO/ EAF - EP EAE’ ws/ EAF = 45° 


人 4P'0O QA 人 a 人 APOP'OQ0 = POOBP’ + 0D’ = PO? 

这 就 证 明了 条 件 (1) 、(2) 与 (4) 等 价 .再 证 (3) 与 (4) 等 价 . 

事实 上 ,PE、C、F 四 点 共 圆 PE PFshA、PF\D 四 点 共 圆 PAF = 
PDF EAF = 43. 同 理 , QO、E、C、F 四 点 共 圆 EA4F = 45°. 故 PE、C、 
FQ0 五 点 共 圆 EAF = 45°. 

本 题 中 的 “(1) 一 (4) ”本 质 上 即 1986 年 中 国 国家 队 选 拔 考试 中 的 一 道 平 面 
几何 题 . 

例 4.4.3 设 已 .下 分 别 是 正方 形 4BCD 的 边 BC、CD 上 的 点 , 且 BE = CF. 
P、0 分 别 是 4E、4F 上 的 点 .求证 :线段 BP、PQ、QD 构成 一 个 三 角形 的 三 边 . 
(第 18 届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,2003 ) 

证 明 ”如 图 4.4.4 所 示 . 注 意 在 分 4BP 与 \， 7/ 


人 AADP 中 ,LBAP <45 < LDAP, 且 4B= MY 

AD ,所 以 BP < PD, 但 DP < PO + 0D, 因 此 \ 

BP < PQ + 0D. 同 理 , QD < BP + PO .因而 我 pa 

们 只 需 证 明 PO < BP + QD 即 可 . 一 一 一 
作 旋 转变 换 R(4,90), 则 8B 一 D. 设 EF 一 

E' ,PP 一 P', 则 E' 在 CD 的 延长 线 上 ,P' 在 4E' 图 4.4.4 
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上 ,上 且 4E LL AE,DE’ = BE,AFE’ = AE,P'Q < PD+OD = BP+OD. 

XED= EB = FC,DF = CE,PW EF -= FC+ CE > EF. 考 虚 作 AEF 
与 人 4E'F, 因 AE'” = AE, 所 以 ,人 E'hAF > 人 EA4F. 即 人 P'hAQ > P40. 但 
PA0 + 人 PAQ0 = 人 PAP' = 90, 所 以 ,了 PAQ0 < 455 < 人 P'hQ0. 于 是 ,再 考虑 
人 4P0 与 人 4P'0, 由 4P' = AP 及 P40 < 和 P40O 即 知 

PO < PO < BP+ OD 

综 上 所 述 , 线 段 BP、PQO 、QD 构成 一 个 三 角形 的 三 边 . 

例 4.4.4 设 EF 分 别 为 正方 形 4BCD 的 边 BC、CD 上 的 点 , 且 BE = BF. 
求证 : BP | 4F 的 充分 必要 条 件 是 DP | PE. 

证 明 如 图 4.4.5 所 示 , 设 正方 形 4BCD D pr 


C 
的 中 心 为 0. 作 旋 转变 换 R(0,90), 则 4 一 
BC 一 D. 设 FF 一 FF, 则 疡 在 CD 上 ,是 Su 
BF'’ | AF,CF’' = BF = BE,FPW DF' = AE, F 
从 而 EF'D4 为 矩形 ,因此 ,Ek、Fr、D、4A 四 点 共 
圆 .于 是 由 4DP | 4E 即 知 ,DP | PEesD、A、E、 4 VN 
P 四 点 共 圆 一 D、4、E、P、F' 五 点 共 圆 >D、4、 
P、F' 四 点 共 圆 下 Ph4 = 90Pes 点 P 忆 在 BF 图 4.4.5 
上 BP | 4P. 

本 上 题 的 必要 性 是 1974 年 举行 的 原 全 苏 第 8 届 数 学 奥林匹克 试题 ,而 充分 性 
则 是 1992 年 举行 的 第 18 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 试题 .这 里 通过 一 个 旋转 变换 ， 
借助 四 点 共 圆 ,使 充分 性 与 必要 性 的 证 明 得 以 一 并 完成 . 

例 4.4.5 一 个 大 正方 形 内 有 一 个 小 正方 形 PORS ,延长 PO、QR、RS、SP 
与 大 正方 形 依次 交 于 4 、B、C、D. 求 证 :4C 上 BD. (南非 数学 奥林匹克 ,2002) 

证 明 ”如 图 4.4.6 所 示 , 设 大 正方 形 的 中 D 
心 为 0, 作 旋 转变 换 R(0,90), 设 PP'， 
0 一 0',R 一 R',S 一 5S', 则 P'Q'R'S' 仍 为 一 个 
正方 形 , 且 与 正方 形 QRSP 的 对 应 边 平行 .再 设 
B 一 B.D 一 D', 则 D'、P'、S' 三 点 共 线 ,B'、 
R'、0' 三 点 共 线 , 且 4、D' 与 B8'、C 分 别 位 于 大 
正方 形 的 两 条 对 边 上 .由 于 直线 S'D' 与 Ph4 之 
间 的 距离 等 于 直线 RC 与 0'B' 之 间 的 距离 , 且 图 4.4.6 
4D' // CB' ,所 以 4D' = CB' ,从 而 DB 上 上 4C. 但 D'B' 上 pB, 故 4AC 上 BD. 

例 4.4.6 设 4BCD 是 一 个 正方 形 , 以 4B 为 直径 作 一 个 圆 卫 ,已 是 边 CD 上 
的 任意 一 点 , P4 、PB 分 别 与 圆 交 于 五 到 两 点 .求证 :直线 DE 与 CF 的 交点 0 在 
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国耻 上 , 且 08 = PG (第 和 4 届 塞 尔 维 亚 和 黑山 国家 数学 竞赛 ,2006) 
证 明 ”如 图 4.4.7 所 示 . 设 BE 与 4D 交 于 
R,AF 与 BC 交 于 S$, 则 FS、C、P 四 点 共 圆 ,所 
以 SPC = 一 SFC. 令 0 为 正方 形 ABCD 的 中 
心 , 作 旋转 变换 R(0,90F), 则 8B 一 C,C 一 DD， 
D-> A, 而 AS | BP,BR | AP, 所 以 S—P, 
P 一 R, 从 而 全 PRD = 人 SPC .显然 , BC 为 圆 卫 
的 切线 ,所 以 人 人 CBP = Bh4F. 因 4D // BC ,所 
bi,ARPB = PRD + /CBP = /SPC + 图 4.4.7 
一 CBP. 再 设 CO 与 4B 交 于 了, 因 4B // DC, 所 以 人 ATQ = 人 DC0 ,于 是 
LRPB = /SPC+ /LCBP = /SFC+ /BAF = 
AFQ+ALABAF = 人 470 = 人 DCO 
又 由 RE、P、D 四 点 共 加 ®, 知 BRP = 人 QDC, 因 此 会 PRB 和 会 CDO ,从 而 
PHBR = 人 COD, 即 人 FBE = 人 FOE ,这 说 明 E、Q、B、F 四 点 共 圆 , 换 句 话说 ， 
点 0 在 圆 王 上 . 

再 由 R、E、P、D 四 点 共 圆 ,知人 人 PRD = 人 PED = AEQ = 一 4680 ,但 
LRDP = ABO4 = 90, 所 以 ,人 PPR 人 AQB ,于 是 ,0 = < 和 .但 RD = PC, 
改 05 = PC 

例 4.4.7 设 一 个 正方 形 的 四 个 顶点 位 于 一 个 平行 四 边 形 的 四 边 上 . 求 
证 :从 平行 四 边 形 的 四 个 项 点 向 所 对 正方 形 的 边 而 作 的 四 条 垂 线 也 构成 一 个 正 
方形 . 

证 明 ”如 图 4.4.8 所 示 . 设 正方 形 ABCD 
内 接 于 平行 四 边 形 PORS , 4 、B8、C、D 分 别 位 于 
PQO、QR、RS、SP 上 , 所作 四 条 垂 线 分 别 为 1、 
/2 、13、 1 ,正方形 4B8CD 的 中 心 为 0. 作 旋转 变换 
R(O,9p), 则 4 一 有 一 CC 一 一 4. 设 忆 一 
P,0—>0,R— R',S— S', 则 S$S'P’ | SP， 
P'O’ | PQ. 人 SP // OR, 所 以 SP | OR, 从 
而 P' 为 全 4B0 的 垂 心 ,于 是 PO | 4B. 同 理 ， 图 4.4.8 
OR BC,RS | CD,S'P | D4, 即 点 S'、P'、Q'、R' 分 别 在 所 作 四 条 垂 线 广 、 
Bb 上 ,MmmP—>P,0—>0',R-> R',S— 5 ,因此 ,LL > bi hl. 
二 1 0 的 交点 为 一 个 正方 形 的 四 个 项 点 . 

本 题 是 平行 四 边 形 与 正方 形 的 复合 图 形 . 如果 将 其 作为 平行 四 边 形 问题 而 
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用 中 心 反 射 变 换 , 则 图 形 不 发 生 任何 改变 ,用 平移 变换 也 不 奏效 .考虑 到 所 作 四 
条 垂 线 与 正方 形 的 两 组 对 边 分 别 平行 ,故我 们 将 其 作为 正方 形 问题 而 绕 其 中 心 
旋转 90?. 

因为 等 腰 直 角 三 角形 是 “ 半 个 ”正方 形 , 所 以 对 于 等 腰 直 角 三 角形 问题 ,我 
们 同样 可 以 考虑 用 旋转 角 为 90 的 旋转 变换 处 理 . 旋转 中 心 可 以 选取 等 腰 直 角 
三 角形 的 直角 顶点 或 斜 边 的 中 点 ,也 可 以 考虑 取 某 个 锐角 顶点 作为 旋转 中 心 . 

例 4.4.8 在 等 腰 直 角 全 4BC 的 直角 顶点 C 的 外 角 平 分 线 上 取 一 点 DD, 使 
得 4D = 48B ,直线 4D 与 BC 交 于 E. 求 证 : BD = BE. 

证 明 “” 仅 就 图 4.4.9 的 情形 证 明 ( 对 于 图 4.4.10 的 情形 只 需 稍 作 修改 即 
可 ). 

作 旋 转变 换 R(C,90), 则 4 一 8. 设 D 一 D', 则 BD’ = 4D = 4B8,CD' = 
CD,H ABCD’ = LACD = 13$ ,所 以 了 DC4 = 360 - 135° - 90 = 135 = 
ABC1D' .又 C4 = 4B, 于 是 ,全 BCD' 空 A4CD' ,所 以 BD = AD' .再 由 BD' = 
4B 即 知 全 4BD' 是 一 个 正三 角形 ,因此 


/LCDA = LCD'B - 34D'B -30 


从 而 BAD = 3 ,BDE - 7 (1807 _30p) = 75 .又 
LBED - /BCD + /CDA = 75 


故 BD = BE. 
在 本 题 中 ,我 们 通过 旋转 变换 产生 了 一 个 正三 角形 ,从 而 使 问题 发 生 了 根 
本 性 的 转机 . 
B 
Wl 
和 一 人 
1 CC 一 一 一 
上 一 一 
p! 
图 4.4.9 图 4.4.10 


例 4.4.9 在 等 采 人 4BC 的 两 采 4B、4AC 上 分 别 取 点 D、E, 使 4D = AFE. 
分 别 过 4、D 作 BE 的 垂 线 与 底 边 BC 交 于 MM、N. 求 证 : M 为 NC 的 中 点 的 充分 必 
要 条 件 是 4C | 4B. 

证 明 ”如 图 4.4.11 所 示 , 设 4C | 48, 即 人 4BC 是 以 4 为 直角 顶点 的 等 
腰 三 角形 . 作 旋 转变 换 R(4,9p), 则 有 -> C. 设 EF 一 EF', 则 E' 在 BA 的 延长 线 
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上 , 目 CE | BE, 从 而 CE’ // MA AN ND.X 
AE' = AE = AD, 所 以 ,4 为 EF'D 的 中 点 , 故 MM 
为 NC 的 中 点 . 

反之 , 设 M 为 NC 的 中 点 ,过 C 作 BE 的 垂 
线 交 BA 的 延长 线 于 EF , 则 由 CE MA MA /ND 
知 ,4 为 DE' 的 中 点 ,所 以 4E' = 4D = AE, 从 
而 EE | DE. 叉 由 4B = 4C, 4D = hE 知 ， 
DE / BC, 因此 ,E'E jj」 BC. 而 BE CE' ,这 说 图 4.4.11 
明 歼 为 人 BCE' 的 甜心 . 故 C4 | 4B. 

本 题 的 充分 性 为 1974 年 举行 的 第 8 届 原 全 苏 数学 奥林匹克 试题 .通过 一 个 
旋转 变换 ,问题 便 变 得 如 此 简单 , 而 充分 性 的 证 明 又 为 必要 性 的 证 明 提 供 了 正 
确 思路 . 


例 4.4.10 设 1 为 等 腰 直 角 人 4BC 的 直 C 
角 边 4C 上 一 点 ,过 直角 顶点 4 作 BM 的 垂 线 交 / » 
边 BC 于 D. 求 证 : M 为 边 4C 的 中 点 的 充分 必要 / 
条 件 是 人 DMC = 了 AMB. (必要 性 :波罗的海 /A 
地 区 数学 奥林匹克 ,2000) / 

证 法 1 如 图 4.4.12 所 示 , 作 旋转 变换 ,和 -一 -了 > 
R(4,90P), 则 B 一 C. 设 M 一 M', 则 MW' 在 Bh 
的 延长 线 上 ,1M4 = M4,CM' | BM. 而 DA | 图 4.4.12 
BM, 所 以 CM' // 网 ,从 而 六 = .又 人 MCD = 人 DBA(=45°), 且 由 DA 
BM,AM | 4B 知 ,和 BAD = 人 4MB. 于 是 ,M 为 边 4C 的 中 点 忆 

CD DB 


CM = MA CM = M Ac» Fi = 48 全 


人 CMD AABDes /DMC = /BADes/ DMC = /AMB 
证 法 2 ”如 图 4.4.13 所 示 , 设 斜 边 BC 的 中 C 
点 为 0, 作 旋转 变换 R(0, -90), 则 8 一 4， 
A 一 C. 设 MM 一 M', 则 A4M' | BM. 但 4D | 
BM, 所 以 , M' 在 4D 的 延长 线 上 , 且 CM” = 
AM,LCM'D = AMB. 又 CM |] AM, 所 以 
PCM' = MCD( = 45°). 于 是 ,MM 为 边 4C 的 
中 点 AM = MCeoCM' = CHM 和 CHMND 安 
人 人 DMC CM'D = LDMCes/ AMB = /DMC. 图 4.4. 13 
我 们 看 到 ,对 于 本 题 来 说 , 逆 时 针 绕 直角 顶点 旋转 90? 或 顺 时 针 绕 斜 边 旋转 
90 都 可 以 达到 目的 ( 且 无 论 哪 种 方法 都 可 以 得 到 一 个 “副产品 ”: BD = 2DC). 


AM 
7 
7 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


但 有 些 等 腰 直 角 三 角形 问题 ,如 果 绕 直角 顶点 旋转 , 则 很 难 成 功 , 而 绕 斜 边 的 中 
点 旋转 , 则 非常 容易 . 

例 4.4.11 设 P 是 以 4 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 公 4BC 内 部 的 一 点 , PA = 
PB. 求 证 : CP = C4 的 充分 必要 条 件 是 人 APB = 150. 

证 明 如 图 4.4.14 所 示 , 设 斜 边 BC 的 中 
点 为 0. 作 旋转 变换 R(0,90?), 则 C 一 4,4 一 
B. 设 P 一 P', 则 AP'’ = CP,P'B= PA = PB, 
有 PBA = 了 人 P4C, 人 BMP = 一 4CP. 由 
PA = PB 知 ,人 BAP = PB4, 所 以 

LP'BC = LAP'BA -45 = /PAC -45 = 
(90 - /BAP) - 45° = 
45° - A BAP = 45° — /PBA = /7 CBP 图 4.4.14 
从 而 BC 为 线段 PP' 的 垂直 平分 线 , 所 以 CP' = CP = A4P'. 

行 CP= C4, 则 4P' = CP' = CP = 6C4, 所 以 人 4P'C 是 一 个 正三 角形 ， 
PAC = 60p, 从 而 BMP' = 90 -60p = 30, 因 此 ,人 ACP = 一 了 MP = 30. 
于 是 由 C4 = CP 即 知 人 PAC = 75°, 故 人 人 BAP = 90p -7$ = 15°. 再 由 PA = 
PB 即 得 人 4PB = 1S0?. 

反之 , 若 一 4PB = 1S$0 , 则 有 一 PB4 = 15°, 了 PBC = 30P, 所 以 人 PBP' 是 
一 个 正三 角形 .由 此 可 知 , 一 BPP' = 60p,PP' = PB, 从 而 了 人 P'PA = 1$0 ,因而 
人 4PP' 只 个 4PB. 于 是 AP' = 4B8. 故 CCP = 4P' = 4B = C4. 

如 有 果 问 题 中 同时 有 两 个 或 更 多 的 等 腰 直 角 三 角形 , 则 我 们 可 以 选择 其 中 的 
一 个 等 腰 直 角 三 角形 为 主考 虑 实施 旋转 变换 ， 

例 4.4.12 设 公 P4B 与 全 PCD 是 两 个 具有 公共 直角 顶点 P 且 转向 相同 的 
等 腰 直 角 三 角形 ,W 为 线段 4D 上 的 一 点 , 则 M 为 4D 中 点 的 充分 必要 条 件 是 


PM | BC. 且 当 MM 为 4D 的 中 点 时 , PM = 7 BC. 
证 明 如 图 4.4.15,4.4.16 所 示 , 作 旋转 变换 R(P,90F), 则 C 一 DD. 设 
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8B 一 B', 则 B8'D 上 BC,4A4、P、B' 三 点 共 线 , 且 PP 为 4B' 的 中 点 .于 是 ,由 三 角形 
的 中 位 线 定 理 ,M 为 47D 的 中 点 PM // B'DeyPM | BC. 显 然 , 当 用 为 4D 的 
中 点 时 ,有 PM = 7B'D - BC. 

本 题 尽 管 简单 ,但 它 在 处 理 某 些 比较 复杂 的 等 腰 直 角 三 角形 问题 时 是 相当 
方便 的 . 

命题 4.4.1 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 项 点 B、C 为 直角 顶点 ,4B、DC 为 腰 向 
形 外 作 等 腰 直 角 三 角形 4BE 、DCF. 再 以 BC 为 斜 边 向 形 外 作 等 腰 直 和 角 三 角形 
BKC. 则 EK、F 三 点 共 线 , 且 为 线段 EF 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 4D | BC， 
日 AD = 28C. 

证 明 ”如 图 4.4.17 所 示 , 作 正方 形 BKCL , 设 MN 分 别 为 4L、DL 的 中 点 ， 
则 4D 上 2MN. 因 全 LBK, 公 LCK 丝 为 等 采 直 角 三 角形 ,由 例 4.4.12, BM | EK,， 


CN | KF,H BM = 7 EK, CN _ 广 KF. 于 是 ,4D 上 BC,H AD = 2BCOMN A 


BCeBM 4 CN EK 与 KF 共 线 ,日 EK = KFRE 三 点 共 线 , 且 天 为 线段 
EF 的 中 点 . 

命题 4.4.2 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B 、CD 为 腰 ,B 、C 为 直角 顶点 向 形 
外 作 等 腰 直 角 三 角形 4BE、CDF. 再 以 BC 为 斜 边 向 形 外 作 等 腰 直 角 三 角形 
BKC,M 为 边 4D 上 的 一 点 . 则 M 是 D4 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 MK | FF, 且 
MK = EF. 

证 明 ”如 图 4.4.18 所 示 , 以 天 为 直角 顶点 作 两 个 等 腰 直 角 三 角形 AKI、 
DKJ, 因 公 ABE 内 全 AKI, 由 此 易 知 ,全 AIE 内 全 4KB. 这 两 个 同 向 相似 三 角形 
有 两 组 对 应 边 的 交点 为 45° ,所 以 EI 与 BK 的 交角 也 为 45°. 但 BK 与 BC 的 交角 
同样 为 4$ ,所 以 下 上 BC. 又 px - 人 _ ,因此 ,EI = BC, 即 有 El 上 BC. 
同 理 , FJ 上 BC. 所 以 EI 上 FJ, 从 而 EF 小 1. 于 是 ,由 例 4.4.12, MM 为 4D 的 中 


点 MK | DJ,HE MK = 7 UoMK 上 EF,H MK - EF. 


D 
4 


A 


图 4.4.17 
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命题 4.4.2 的 必要 性 本 质 上 是 1980 年 举行 的 第 6 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 
中 的 一 道 平 面 几 何 题 . 原 题 是 以 几 个 正方 形 的 形式 出 现 的 ,这 里 仅 保 留 了 其 中 
有 贡献 的 条 件 . 

例 4.4.13 如 图 4.4.19 所 示 , 公 4BC 和 B 
公 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 . 现 固 
定 全 4BC, 将 公 ADE 绕 4 点 在 平面 上 旋转 .证 
明 ,不论 全 4ADE 旋转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必 。 ， 
存在 一 点 MM, 使 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . (全 
国 高 中 数学 联赛 ,1987) 

证 明 因 公 4BC 与 人 ADE 不 全 等 ,所 以 ， 
不 论 全 ADE 在 平面 上 旋转 到 什么 位 置 ,B 与 D 
以 及 C 与 五 丝 不 会 重合 .如 图 4.4.20 所 示 , 对 
个 ADE 绕 4 点 在 平面 上 旋转 到 任 一 固定 位 置 ， 
作 旋 转变 换 R(B,90), 则 4 一 C. 设 D->D'， 
则 CD' 上 上 4D. 但 DE 上 4D, 所 以 CD' 上 DE, 
从 而 DD' 与 CE 互相 平分 , 即 CE 的 中 点 寻 亦 为 ? 
DD' 的 中 点 . 因 DD' 是 等 腰 直 角 全 DBD' 的 斜 
边 , 故 公 BDM 为 等 腰 直 角 三 角形 .也 就 是 说 ,不 
论 全 ADE 旋转 到 什么 位 置 , 对 于 线段 EC 的 中 图 4.4.20 
太 及 ,全 BDM 必 为 等 腰 直 和 角 三 角形 . 

如 果 对 于 一 个 等 腰 直 角 三 角形 问题 , 当 我 们 以 直角 顶点 或 斜 边 中 点 为 旋转 
中 心 作 旋 转角 为 90 的 旋转 变换 不 奏效 时 , 则 还 可 以 考虑 选择 某 个 锐角 顶点 为 
旋转 中 心 作 旋 转角 为 90 的 旋转 变换 . 

例 4.4.14 设 1 是 等 腰 直 角 人 48C 的 腰 48 的 中 点 ,是 腰 4C 上 的 一 点 ， 
CM 与 BN 交 于 点 已 .求证 :CN = 2NM 的 充分 必要 条 件 是 人 MPB = 45°. 

证 明 ”如 图 4.4.21 所 示 , 作 旋转 变换 R(B,90F), 设 4A 一 A’,C 一 C',N 一 
WV , 则 VY' 在 线段 C4' 上 ,BN' 上 BN ,四 边 形 4'C'4B 是 一 个 正方 形 . 


设 CV = r… Ch4, 则 C'N = r，C'4'. 因 B 下 
CC = 2C4, 所 以 CN = 十 r C'C, 从 而 > 
2 ~ 
CN =(1 - 方 r)C'C. 于 是 由 和 NNB = 45? | 


ni < 一 
.| 


LMPB = 45NN' // Ch Cp - c Nn 4 Cc 
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CN 了 

CA'S1l- FT = rer= 

2 2 

全 CA 三 3 CAcsCN = 2N4 


4.5 ”等 腰 三 角形 .相等 线段 与 诈 转 变换 


由 于 在 旋转 变换 下 ,旋转 中 心 到 两 个 对 应 点 的 距离 相等 ,也 就 是 说 ,旋转 中 
心 与 一 对 对 应 点 恰好 构成 一 个 等 腰 三 角形 的 三 个 顶点 (只 要 旋转 角 不 是 180? ) , 
另外 ,等 腰 三 角形 的 外 心 对 两 腰 所 张 的 角 是 相等 的 , 皆 等 于 底 角 的 两 倍 . 因此 ， 
与 等 腰 三 角形 (不 限于 等 腰 直 角 三 角形 与 正三 角形 这 两 类 特殊 的 等 腰 三 角形 ) 
有 关 的 平面 几何 问题 ,我们 即 可 以 大 胆 地 考虑 用 旋转 变换 处 理 , 旋 转 中 心 可 以 
是 等 腰 三 角形 的 顶点 (此 时 旋转 角 为 顶 和 角 ) ,也 可 以 是 等 腰 三 角形 的 外 心 ( 此 时 
旋转 角 为 底 角 的 两 倍 ). 
例 4.5.1 在 公 A4BC 中 ,4B = 4C, 忆 是 人 4BC 的 内 部 一 点 . 求证 : 
4PB > CPAh 的 充分 必要 条 件 是 PB < PC. 
证 明 如 图 4.5.1 所 示 . 作 旋 转变 换 
R(4, 娘 BAC), 则 B 一 C. 设 P 一 P', 则 P'C = 
PB, /AP'C = 人 APB, 人 AP'P = 和 PP4. 于 是 
APB > / CPA/ AP'C > / CPA 
AAPC /AP'P > 人 CP4 -了 PP4 一 
PPC > CPP PC < PC 之 PP < PC 
本 题 如 果 总 是 男 于 人 4BC 内 考虑 , 则 我 们 
似乎 无 法 找到 证 明 的 突破 口 .但 实施 旋转 变换 
后 就 大 不 一 样 了 . 
例 4.5.2 在 人 4BC 中 ,48 = 4C,D 是 


人 ABC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 ,1、J 
分 别 为 全 4BD 与 人 4DC 的 内 心 . 求证: BI? + 
CJ = 1. 

证 明 如 图 4.5.2 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(A, x BAC), 则 B 一 C. 设 D 一 D',1 一 了 ， 
则 Cr = BI,T' 为 全 4CD’' 的 内 心 ,人 D'CA = 
了 DBA = 180P -一 46CD ,所 以 D' 在 DC 的 延长 
线 上 .而 CI、CJ 分 别 为 人 D'Ch 与 人 4CD 的 平分 线 , 所 以 Cr | CJ. 


图 4.5.2 
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另 一 方面 , 因 41、47J、 47 分 别 是 一 B4D、 Pdc 及 人 C4D' 的 平分 线 ， 
一 DhD' = 人 BAC, 所 以 JA1 = AU(= 直人 BAC). 又 41 = 41, 因 此 ， 
全 4TJ 守 全 41], 于 是 TJ = I. 故 

BP+CP -= CTI+CF= TH = 7 

例 4.5.3 在 全 4BC 中 ,4B = 4C.D 是 底 边 BC 上 一 点 ,P 是 4D 上 一 点 ， 
且 人 BPD = 人 BAC. 求 证 ;: BD = 2DC 的 充分 必要 条 件 是 人 BAC = 2 一 DPC. 

证 明寺 如 图 4.5.3 所 示 . 首先 注意 

PBA + /BAD = /BPD = /BAC = /BAD + /DAC 
因而 有 PBA = DAC. 作 旋转 变换 R(4, x B4C), 则 8 一 C. 设 P->P', 则 
了 PC4 = 人 PBA = 人 DAC ,所 以 ,P'C // 4D. 显 然 ,全 AP'PW 作 4ABC ,于 是 , 设 
4C 与 P'P 交 于 碧 , 则 有 
BD PE PC 


DC ~ EP ~ AP 

男 一 方面 ,由 P'C /AD 有 ,人 PP'C = 人 PP4 = 4P'P = /CB4 ,这 样 ， 
过 P 作 4P' 的 平行 线 交 P'C 于 M, 则 4PMP' 是 一 个 萎 形 .于 是 (注意 人 BAC + 
2 一 CB4 = 180) 

BD = 2DCoP'C = 24PPC = 2PM 一 CPP = 90P 一 

DPC + LP'PA = 9%pP 一 DPC + LCBA = Fees/ BAC = 2 一 DPC 

证 法 2 如 图 4.5.4 所 示 . 设 全 4BC 的 外 心 为 0,9 = 大 CB4, 作 旋转 变换 
R(O0,20), 则 C->A4. 设 P 一 P', 则 人 P'BA = 人 PA4C = 人 PB4, 所 以 P' 在 BP 
上 ,HH BP’ = AP,/ PP'A = /DPC.X 

LAPB = 180 - LBPD = i180 - LBAC = 2 一 CB4 


图 4.5.3 图 4.5.4 
因此 , 设 上 4PB 的 平分 线 交 4B 与 EF, 则 APE = 人 人 CBAh, 所 以 EE、B、D、P 四 点 
、 jp BD EB PB 
共 圆 .这 样 ,人 BED = 人 BPD = 人 BAC, 所 以 ED VN 4C, 从 而 Fe = 4 = pA 
于 是 
BD = 2DC6PPDP = 2P4 一 PP = 4P 一 
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LBPD = 2 了 PPp'4。 BAC = 2 一 DPC 

本 题 的 充分 性 是 1992 年 全 国 初 中 数学 联赛 中 的 一 道 平 面 几何 题 (当时 普 
遍 反 映 太 难 ) ,而 必要 性 则 是 1998 年 举行 的 第 6 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 中 的 一 
道 平面 几何 题 .这 里 用 旋转 变换 顺利 地 给 出 了 它 的 两 个 证 明 , 且 都 是 充分 性 与 
必要 性 同时 完成 . 

例 4.5.4 在 公 4BC 中 ,4B = AC,D、E、F 分 别 为 直线 BC、4B、4AC 上 的 
点 , 且 DE // 4C,DF // 4B,M 为 人 4BC 的 外 接 贺 上 BC 的 中 点 ,求证 :MD | 
EF. (伊朗 国 家 队 选 拨 考 试 ,2005) 

证 明 如 图 4.5.5 所 示 . 因 4B = 4C， 
DF // 4B, 所 以 ,CF = DF. 又 四 边 形 E4FD 显 
然 是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 4E = DF = CF. 于 
是 , 设 全 4BC 的 外 心 为 0, 作 旋转 变换 R(O， 
2 CBA), 则 C 一 4,4 一 B, 且 Ff->E, 所 以 
OF = 0F. 因 此 , 设 EF 的 中 点 为 N, 则 ON | 
EF. 

为 一 方面 , 因 四 边 形 EA4FD 是 一 个 平行 四 
边 形 , 所 以 ,N 也 是 4D 的 中 点 .又 因 4B = 4C， 


M 为 人 4BC 的 外 接 圆 上 BC 的 中 点 ,所 以 AM 为 
全 ABC 的 外 接 圆 的 直径 ,从 而 0 为 4M 的 中 点 ,因此 ,ON // MD, 于 是 由 ON | 
EF 即 知 DB | EF. 
例 4.5.5 在 人 4BC 中 ,4B8 = 4C,D 为 4B 边 上 的 一 点 , 且 4D = BC， 
CD = Y2BC. 求 人 BAC 的 大 小 . 
解 ”如 图 4.5.6 所 示 . 设 0 为 人 4BC 的 外 4 
心 , 作 旋转 变换 R(0,2 x CB4), 则 C 一 4， 
4 一 B. 设 直线 CD 的 像 直线 与 CD 交 于 E,E 一 
FE’, 则 人 ABE’ 2 人 CAE, 人 ADE A 人 CDA, 所 D 
以 ,AE’ = CE ,SS = 人 = 人 = = V2. 
再 由 4D = BC, 得 CD =V24D = 2ED, 所 以 ,E 
为 CD 的 中 点 ,从 而 4B = CE = DE, 于 是 ， 


图 4.5.5 


4D AD 万 4C AB, BD 图 4.5.6 
AE’ ~ DE = 2 = AF = AE :四 此 ,Ep = V2. 
CD BC CD 
男 一 方面 ,因为 CD 的 中 点 ,Cc = V2. 所 以 , pg = fc = Y2, 因此 ， 
BD BC BD 
从 改 一 一 一 一 一 一 _ Y 1 
BCD cn 和 人 AFCB, 从 而 CBE = LBDC, pF = PE = V2 -= Ep’ BM, EE 一 
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BE .这 样 便 有 
EBE' = LBE'E = BMP + AFBA = /BAE+ /EAC = /BAC 
LCBE + /LE'BA = /ABDC+ /EAC = 
LBAC + LACE + /EAC = 2 BAC 


所 以 ,了 CBhA = 3 了 BAC. 故 /BAC = pe 

等 腰 三 角形 的 本 质 是 有 一 个 顶点 到 另 两 个 的 顶点 的 距离 相等 .因此 ,对 于 
一 个 平面 几何 问题 ,只 要 ( 隐 ) 含有 一 点 到 另 两 点 (三 点 不 共 线 ) 的 距离 相等 的 
条 件 , 即 可 作为 等 腰 三 角形 问题 而 考虑 用 旋转 变换 处 理 . 

例 4.5.6 在 人 4BC 中 ,一 4 的 平分 线 与 边 48 的 垂直 平分 线 交 于 忆 , 一 B 
的 平分 线 与 边 BC 的 垂直 平分 线 交 于 下 ,一 C 的 平分 线 与 边 Ch 的 垂直 平分 线 交 
于 下 .求证 

(1) 若 DD 与 5 重合, 则 公 A4BC 为 正三 角形 ; 

(2) 若 D.E、F 互 异 , 则 EDF = 90 - LBAC. 


(德国 数学 奥林匹克 ,1993) 

证 明 (1) 若 刀 与 已 重 合 , 则 全 4BC 的 内 
心 与 外 心 重合 ,从 而 全 ABC 为 正三 角形 . 

(2) 如 图 4.5.7 所 示 . 作 旋 转变 换 R(D， 
大 4DB), 则 4 一 有 . 设 下 一 玉 , 则 BF = 


AF = FC, 目 一 PBD = /FAD - 广 ( 忆 4CB _ 


BAC).X BE = CE,H. 
FBE = /FBD+ /DBE = 


7 (LACB _ /BAC)+ (LBAC _ /ABC) - 图 4.5.7 


7 (LACB _ /ABC) = LFCE 


所 以 ,全 EB 失信 ECF ,因此 , EF = EF. 于 是 再 由 DF' = DE 知 公 DEF' 名 
和信 DEF. 故 


/EDF = / EDF = FLFDF' = 


7 LADB = 90P -LBAC 


例 4.5.7 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 另 一 圆 的 圆心 在 边 A4B 上 , 且 与 四 边 
形 的 其 余 三 边 相 切 .求证 :4D + BC = 48.( 第 26 届 IMO,1985) 
证 明 ”如 图 4.5.8 所 示 . 设 0 的 圆心 0 位 于 4B 上 , 且 提 0 与 BC、CD、 
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D4 分 别 相 切 于 已 .FF GC, 则 OF = 0G. 作 旋转 变 
换 R(CO, FO0G), 则 Ff 一 6. 设 CC 一 C0C', 由 
CD LOF,AD 1 06 知 C 在 直线 4D 上 , 且 
GC’ = FC = CE,AGCE = /FCO. 信 FCO =0， 
则 有 一 4C'O = 0, 了 0CB = 0. 因 四 边 形 4BCD 
内 接 于 圆 , 所 以 046' = 180p - 29, 从 而 
了 C04 = 0 = 46'0. 于 是 ,40 = 46G' = 
AG +GC” = AG + EC. 同 理 ,0B = GB + BE. 图 4.5.8 
故 


AB = AQO + OB = AG + EC + GD + BE = AD + BC 

有 些 ( 隐 含 的 ) 等 腰 三 角形 问题 可 能 需 作 两 个 或 更 多 的 旋转 变换 ( 非 变换 
之 积 ) 方 可 奏效 . 

例 4.5.8 设 P.4、B、C、D 是 一 个 贺 上 的 不 同 五 点 ,APB = 人 人 BPC = 
辽 CPD .求证 : PC(PA + PC) = PB(PB + PD).( 第 30 届 英 国 数学 奥林匹克 ， 
1994) 

证 明 条件 说 明 48 = BC = CD. 
如 图 4.5.9 所 示 , 作 旋 转变 换 R(C,， 
DCB), 则 D 一 B. 设 P 一 P), 则 
BP =PD,/CPB = /CPD, 上 且 
LPiBC = LPDC = 180 - /CBP, 所 
以 ,已 在 PB 的 延长 线 上 . 同样, 如果 作 
旋转 变换 R(B，x 4BC) , 设 户 -> P,, 则 
CP, = PA,L CPB = /APB,P, 在 PC 图 4.5.9 
的 延长 线 上 .由 于 一 4PB = CPD, 所 以 人 CP,B = 人 CP18B8, 于 是 , Pj、B、C、 
P 四 点 共 圆 ,从 而 PC . PP, = PB . PP,. 但 

PP, = PC+CP = PC + PA 
PP = PB + BP, = PB + PD 
故 PC(PA + PC) = PB(PB + PD) 

对 于 要 证 明 的 结论 是 ”04 = 0B, 和 且 人 408 = 9” 的 一 类 平面 几何 问题 ,我 

们 也 可 以 先 作 一 个 旋转 变换 R(O,9), 找 出 一 些 已 知 点 的 对 应 点 ,然后 根据 旋 


R(O,0) 


转变 换 的 性 质 和 已 知 条 件 设 法 证 明 “A4 B”. 

例 4.5.9 设 D、E、F 为 全 4ABC 所 在 平面 上 的 三 点 ,日 之 ABF = ECA = 
a, 4 FAB = 4 CAE = B, + DBC = BCD = y,a + P+ 7 = 90p. 求 证 : 
DE = DF,H. ¢ EDF = 2a. 
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证 明 如 图 4.5.10,4.5.11 所 示 . 作 旋转 变换 R(D,2c), 设 C 一 C, 则 
CDC =2a, 有 是 D'C = DC = BD, 所 以 B.C'、C 在 以 DD 为 圆心 .DC 为 半径 的 


圆 上 .于 是 , x CBC' = 六 区 CDC' = a. 9 CDB = 180 -27y ,所 以 < C'DB - 


* CDB - 文 CDC' = 180 - 27 - 2a = 28. 于 是 , 文 CCB = 广 文 CDB = 有 ， 


从 而 人 CIBC 人 FBA ,进而 全 FBC' Ah4BC, 所 以 , < FC'B = 二 4CB, 且 


人 = 4 又 由 和 FBh4cm 和 EC4 知 = 弘 ， 
男 一 方面 ,由 x C'DB = 2B8, BD = DC 知 , x BC'D = 9%p - 8, 于 是 
FC'D = + FCB++ BCD = 文 4CB+90p -8B 
但 广 ECD = + ECA +¢ ACB + BCD = 
a + ACB+rY = ACB+0P -8 
R(D,2a) 


因此 ,FC' 一 EC. 


所 以 ,FC'D = x ECD, 从 而 EE F. 故 DE = DF,H. ¢ EDF = 2a. 
特别 地 , 取 a = 86 = 7 = 30, 则 由 例 4.5.9 立即 得 到 4.1 中 所 述 Napoleon 
定理 . 


图 4.5.10 图 4.5.11 


取 a = 45°,8 = 30p,y = 150?, 则 由 例 4.5.9 即 得 如 下 命题 . 

命题 4.5.1 在 任意 全 ABC 的 边 上 向 形 外 作 全 BDC、 公 CEA 、 公 AFB ,使 得 
LABF = LECA = 45°,/ FAB = /CAE = 30p, DBC = 人 BCD = 15°, 则 
DE 上 DF.( 第 17 届 IMO,1975) 

取 a =30,8 = 43,y = 153, 则 由 例 4.5.9 即 得 如 下 命题 . 

命题 4.5.2 在 任意 公 ABC 的 边 上 向 形 外 作 公 BDC、 公 CEA、 公 4AFB ,使 得 
LABF = LECA = 45,/FAB = /CAE = 30p, DBC = LBCD = 15, 则 
全 DEF 是 一 个 正三 角形 . 

取 a = B= 45,y = 0, 则 由 例 4.5.9 即 得 如 下 命题 . 

命题 4.5.3 设 DD 为 BC 的 中 点 ,E、F 分别 以 4C、4B 为 斜 边 在 形 外 所 作 等 
腰 直 角 三 角形 的 直角 顶点 , 则 全 DEF 也 是 一 个 等 腰 直 和 角 三 角形 .( 第 9 届 爱 尔 兰 
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数学 奥 林 史 殉 ,1996) 

取 y = 0, 则 由 例 4.5.9 即 得 

命题 4.5.4 设 已 是 人 4BC 内 部 一 点 ,也是 边 BC 的 中 点 ,5、F 分 别 是 边 
CA、4B 上 的 点 ,满足 了 PAB = 4CP, 一 BFP = 人 PEC, 则 DE = DF.( 第 4 导 
澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1983) 

由 定理 1.4.4, 对 于 两 条 既 不 平行 又 不 共 线 旦 无 公共 端点 的 相等 线段 ,存在 
两 个 旋转 变换 ,使 其 中 一 -条 线段 变 为 男 一 条 线段 .于 是 ,对 于 这 种 一 般 位 置 关系 
的 相等 线段 问题 ,除了 可 以 考虑 用 平移 变换 处 理 外 ( 见 3.3) ,还 可 以 考虑 用 旋 

例 4.5.10 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = CD,4D 从 BC. 分 别 以 BC 、4D 为 底 
边 作 两 个 同 向 相似 的 等 腰 三 角形 EBC 、F4D .求证 : EF 平行 于 BC 和 4D 的 中 点 
的 连 线 . (第 19 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1993). 

在 第 3 章 ( 例 3.3.11) 曾 用 平移 变换 给 出 了 本 题 的 一 个 证 明 , 颇 费 周折 .这 
里 用 旋转 变换 给 出 一 个 相当 简单 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 4.5.12 所 示 , 设 M、N 分 别 是 9 
线段 BC 、47D 的 中 点 , 则 直线 EM 、FN 分 别 是 线 
段 BC 、4D 的 垂直 平分 线 . 设 这 两 条 垂直 平分 线 
交 于 点 0,9 = BOC = x 40D , 作 旋 转变 换 
R(O,0), 则 4 一 D,B 一 C. 因 公 0BC 与 
个 04D 是 顶 角 相等 的 等 腰 三 角形 ， 所 以 ， 
入 0BC 中 全 047D .再 由 全 BBC 和 网 D 即 得 
OM _ BC 
ON ~ AD 

例 4.5.11 在 全 4BC 中 ,4B = 4C, 一 B4C = 30p .分 别 在 边 48 和 4C 上 取 
点 也 和 和 0, 使 得 了 QPC = 45°, 且 Po = BC. 证 明 : BC = CO.( 第 20 届 俄罗斯 数 
学 奥林匹克 ,1994) 

本 题 即 例 3.3.8, 那里 将 其 作为 相等 线段 
问题 用 平移 变换 给 出 了 一 个 证 明 , 这 里 再 用 旋 
转变 换 给 出 它 的 另 一 个 证 明 . 

证 明 ”如 图 4.5.13 所 示 , 设 CP 的 垂直 平 
分 线 与 BO 的 垂直 平分 线 交 于 点 0 .不 难 知道 ， 
(BC,QP) = 60P ,所 以 ,BO0 = LCOP = 
60? . 作 旋转 变换 R(0,60?), 则 8B 一 0,C 一 了 P， 
了 00P = BOC. 设 4 一 4', 则 个 0BQ、 图 4.5.13 
和 人 0O44' 短 为 正三 角形 ,人 A’'PQO = 4CB = 75 ,PQh' = 了 CBA = 73 ,所 以 


EM 
= Py- 故 EF // MN. 
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一 4P4' = 人 4PO - 人 4'PO = 13$ -7$e = 60 = 404， 
404' = 人 PO4' - /POA = 7$ -15 -60 = 404， 
因此 4、P、Q、0、4' 五 点 共 圆 .于 是 人 OO0P = 0O4P = 30, 从 而 Boc = 
二 COP = 30. 但 全 BO = 60? ,所 以 一 BOC = 人 C0Q = 30p ,这 说 明 0C 是 BO 
的 垂直 平分 线 . 故 BC = C0. 
例 4.5.12 设 P 是 个 4BC 中 一 4 的 平分 线 所 在 直线 上 的 一 点 ,直线 BP、 
CP 分 别 交 AC、4B 于 E、F. 证 明 : 若 BE = CPF, 则 人 4BC 为 等 腰 三 角形 . 
证 明 如 图 4.5.14 ~ 4.5.16 所 示 , 设 CE 的 垂直 平分 线 与 BF 的 垂直 平分 
线 交 于 点 0. 作 旋转 变换 R(0, COE), 则 CF -> EB. 设 4 一 4',P 一 P', 则 
忆 在 直线 BE 上 ,A'P' = AP,A'E = 4C, 且 六 B4 = FAC, 妈 Dy BA'E -= 
大 BAE, 于 是 A'、B、E、A 四 点 共 圆 ,从 而 EBA = EA'A. 又 PAE-= 
庆 Ph4C = + B4P, 所 以 类 EPA = + EBA + 类 EBP =- + EAA+¢+ PA'E - 
大 P4'4, 从 而 4'、P'、P、4 四 点 共 圆 .再 注意 A'P = 4P, 所 以 有 44' // BE ,这 
说 明 四 边 形 4’'BEAh 是 梯形 .但 圆 内 接 梯形 是 等 腰 梯 形 , 旦 一 个 梯形 是 等 腰 梯 形 
当 且 仪 当 梯 形 的 两 对 角 线 相等 . 故 无 论点 PP 在 全 4BC 内 还 是 在 人 4BC 外 ,都 有 
AB = AhA'E = 4C, 即 人 人 456C 是 等 腰 三 角形 . 


图 4.5.14 图 4.5. 15 图 4.5.16 


本 题 是 着 名 的 Lehmus - Steiner 定理 一 一 “有 两 条 角 平 分 线 相等 的 三 角形 
是 等 爵 三 角形 ”的 一 个 推广 “等 腰 三 角形 的 两 底 角 的 平分 线 相等 ” 这 个 命题 是 
很 容易 证 明 的 ,但 其 逆 命 题 “ 有 两 条 角 平 分 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 ”就 
没有 那么 容易 证 明了 .1840 年 ,德国 的 C.L.Lehmus 教 授 首 先 注 意 到 了 这 个 道 命 
题 , 并 被 其 纯 几 何 证 法 所 难 倒 , 于 是 便 写 信 向 当时 德国 著名 的 几何 学 家 本 
Steiner 请 教 .J.Steiner 于 当年 即 用 反 证 法 给 出 了 一 个 间接 的 几何 证 明 , 由 此 便 
引起 了 世界 各 国 的 数学 工作 者 ,包括 一 些 大 数学 家 的 兴趣 .一 百 多 年 来 ,人 们 对 
这 个 定理 给 出 了 不 少 直 接 或 间接 的 简 繁 不 一 的 证 明 . 这 里 用 旋转 变换 给 出 的 其 
推广 形式 的 证 明 是 一 个 简明 的 、 纯 几何 的 直接 证 明 . 
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4.6 ”三 角形 的 连接 与 旋转 变换 之 积 


如 果 不 同 的 三 角形 有 一 个 公共 顶点 , 则 称 为 三 角形 的 连接 ,在 平面 几何 中 ， 
经 常 可 以 过 到 三 角形 的 连接 问题 , 它 属于 平面 几何 中 比较 复杂 的 问题 . 

在 1.3 与 1.4 中 ,我 们 先后 证 明了 关于 旋转 变换 之 积 的 如 下 两 个 定理 . 

定理 1.3.15 设 R(O01,01),R(O0,,0;),…,R(O,,90,) 是 平面 x 上 的 
n(n 三 2) 个 旋转 变换 , 则 

(1) 当 01+0,+… + 0, 头 2kx( 上 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 一 点 O ,使 
得 

R(O1,01) R(O,,0)° R(O%.,0) = R(O,0 + 02+ + 0,) 

仍 是 一 个 旋转 变换 ; 

(2) 当 08 + 0,+… + 0 = 2kx(k 为 整数 ) 时 ,在 平面 x 上 存在 向 量 v, 使 
得 

R(O1,0) R(O2,02)° RON ON) = T(rv) 

是 一 个 平移 变换 . 

定理 1.4.3 设 0 0， .03 是 平面 x 上 不 共 线 的 三 点 ,9 > 0(i = 1,2,3). 
如 果 9 + 80,+ 689=27nx, 日 R(O;3,03)R(O;,0;)R(O1,01) = 了 为 恒 等 变换 , 则 有 

030102 = 01, 六 010203 = 村 0 区 020301 = 3 

本 节 将 举例 说 明 ,这 两 个 定理 在 处 理 有 关 等 腰 三 角形 的 连接 问题 时 是 十 分 
方便 的 . 

设 R(O,,9.)(8, EE (0,27),i = 1,2,3) 是 平面 x 的 三 个 旋转 变换 , 目 01 + 
09; +93 = 2r, 由 定理 1.3.15, 存 在 向 量 v ,使 得 

R(O3,03) R(O2,0)R(O1,0) = T(y) 

是 一 个 平移 变换 .如 果 存 在 点 4 ,使 得 


A R(O1 .91) A R( 0O,, 0) R( Os,03) 


EAD 
则 4 为 平移 变换 TC(y) 的 一 个 不 动 点 .但 非 恒 等 的 平移 变换 没有 不 动 点 ,因而 
T(y) = 了 为 恒 等 变 换 , 即 有 
R(O3,03) R(O;3,0,)R(O1,0) = 1 

这 样 ,由 定理 1.4.3 即 可 简捷 地 处 理 一 类 由 等 腰 三 角形 的 连接 产生 的 新 的 三 角 
形 的 形状 问题 . 

例 4.6.1{(Napoleon ) ”在 任意 全 4BC 的 三 边 上 向 形 外 作 正 三 角形 BDC、 
CEA、4FB, 设 这 三 个 正三 角形 的 中 心 分 别 为 L、M、N. 求 证 :全 LMN 也 是 一 个 正 
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三 角形 . 
Napoleon 定理 在 前 面 首先 是 作为 定理 4.3.2 的 一 个 推论 (推论 4.3.1) 出 现 
的 ,而 用 定理 1.4.3 证 明 则 显得 特别 简单 . 
证 明 如 图 4.6.1 所 示 . 显然 ,人 LBC、 
全 NMC4、 人 MB 均 是 顶 角 为 120 的 等 腰 三 角 
形 ,所 以 


R(M ,120° R(L, 120° R(N, 120° 
4 ( De ( 用 ( ) 1 


而 120? + 120? + 120 = 360P ,因此 

R(N,120°) R(L,120) R(M,120) = 7 
于 是 由 定理 1.4.3 即 知 , 公 LMN 的 三 个 内 角 均 
为 60? , 故 全 LMN 是 一 个 正三 角形 . 

例 4.6.2 设 DD 为 BC 的 中 点 ,E、F 分 别 以 4C、48B 为 斜 边 在 形 外 所 作 等 腰 
直角 三 角形 的 直角 顶点 , 则 个 DEF 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . (第 9 届 爱 尔 兰 数 
学 奥林匹克 ,1996) 

本 题 即 命题 4.5.3, 例 4.4.13 本 质 上 也 就 4 
是 命题 4.5.3, 因而 我 们 实际 上 给 出 了 它 的 两 
种 证 法 . 这 里 再 用 定理 1.4.3 给 出 它 的 一 个 别 E 
其 一 格 的 证 法 . 

证 明 如 图 4.6.2 所 示 , 由 条 件 显然 有 


R(E,90) R(D ,80°) RCF ,0) ， 
4 一 一 > (一 一 有 一 一 ”4 ? ? C 


图 4.6.1 


而 90? + 180? + 90? = 360P ,所 以 

R(F,90)R(D,180)R(E,9P) = 1 
于 是 由 定理 1.4.3 即 知 ,FED = 人 DFE = 45°. 故 个 DEF 是 一 个 以 DD 为 直角 
顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 . 

例 4.6.3 以 全 48C 的 边 BC 为 底 边 向 形 内 作 顶 角 为 150* 的 等 腰 人 DBC， 
以 4C 为 斜 边 向 形 外 作 等 腰 直 和 角 人 EC4 ,以 48 为 边 长 向 形 外 作 正 全 fF4B. 试 确 
定 全 DEF 的 形状 . 

解 ” 如 图 4.6.3 所 示 , 因  BDC = 150*， 
所 以 , x CDB = 210. 于 是 ,由 条 件 可 知 


_R(E,90) R(D,210) R(F.,60) 


A C 一 一 一 有 一 一 4 
而 90? + 210? + 60p = 360? ,所 以 
R(F,60P)R(D,210F)R(E,90P) = 7 
从 而 由 定理 1.4.3 即 知 
FED = 45°,/ EDF = 105°, A DFE = 30 图 4.6.3 


图 4.6.2 
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在 本 题 中 ,全 DBC 是 向 全 4BC 的 形 内 方向 而 作 , 而 人 EC4 与 全 有 4B 都 是 
向 全 4BC 的 形 外 方向 而 作 . 考 虑 到 角 的 方向 的 一 致 性 ,我 们 对 一 CDB 要 取 值 优 


角 吕 .这 一 点 要 特别 引起 注意 . 
例 4.6.4(Von-Aubel ) ”以 任意 四 边 形 4BCD{( 不 一 定 是 凸 的 ) 的 边 为 斜 边 


作 四 个 转向 相同 的 等 腰 直 角 三 角形 4PB、BOC .CRD 、DS4 .求证 : PR 上 05S. 
证 有 明 ”如 图 4.6.4,4.6.5 所 示 , 设 4C 的 中 点 为 0, 由 例 4.6.2, OP 上 00， 
OR 二 05 ,于 是 , 作 旋 转变 换 R(O,90), 则 有 EG 一 FH. 故 FH 上 上 EG. 


图 4.6.4 图 4.6.5 
特别 地 , 当 四 边 形 退 化 为 三 角形 时 ,我 们 有 
命题 4.6.1 以 全 4BC 的 边 长 为 斜 边 作 三 个 转向 相同 的 等 腰 直 角 三 角形 


BDC CEA .AFB ,WY EF | AD( 图 4.6.6,4.6.7). 


4 
F 


D 
图 4.6.6 
在 命题 4.6.1 中 ,分 别 将 AE 、AF 延长 一 倍 , 则 有 
命题 4.6.2 以 人 A4BC 的 边 BC 为 斜 边 作 等 腰 直 角 人 BPC ,再 分 别 以 B、C 
为 直角 顶点 作 两 个 与 人 BDC 辐 回 的 等 腰 直 角 三 角形 4CE 、FB4, 则 EF | 4D， 
县 EF = 2AD( 图 4.6.8,4.6.9). 


QD 大 于 平角 而 小 于 周 角 的 角 称 为 优 角 . 
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图 4.6.8 图 4.6.9 


由 命题 4.6.1 还 可 简单 的 得 到 

命题 4.6.3 ”以 全 4BC 的 边 长 为 斜 边 作 三 个 转 同 相同 的 等 腰 直 角 三 角形 
BDC 、CE4、 4FB, 则 AD 、BE、CF 三 线 共 点 . 

事实 上 ,如 图 4.6.10,4.6.11 所 示 . 由 命题 4.6.1, 有 AD | EF,BE | FD， 
CF | DE ,这 说 明 4D、BE、CF 为 人 DEF 的 三 条 高 所 在 直线 . 故 AD、BE、CF 三 
线 共 点 . 


图 4.6. 10 图 4.6.11 


由 命题 4.6.3 并 结合 旋转 变换 可 以 轻松 地 解决 下 面 一 道 平面 几何 题 : 

在 人 4BC 的 形 外 分 别 以 4B、BC、C4 为 边 长 作 三 个 正方 形 ADEB、BFGC、 
CHIA. 设 AF 与 BH 交 于 Pi, BH 与 CD 交 于 Q1, CD 与 4F 交 于 Ri,AG 与 BI 交 于 
Py, BI 与 CE 交 于 OQ;, CE 与 46 交 于 Rs. 求证 :全 Pi01Ri 色 全 P,0,R.( 中 国 国 
家 队 选 拔 考试 ,1999 ) 

事实 上 ,如 图 4.6.12 所 示 . 设 0;、0，、03 分 别 为 四 边 形 BFGC、CHIA 、ADEB 


的 中 心 , BI 与 CD 交 于 P,CE 与 4F 交 于 0,4G 与 旭 交 于 R. 显 然 ,DC 于 
BI, 所 以 ,BI | DC. 因此 P.B8、OI\C 四 点 共 贺 ,1.4、P.C 四 点 共 圆 ,所 以 
了 Oi1PC = 01BC = 45°, 了 1PA = 人 1C4 = 453, 这 说 明 A4、P、O0| 三 点 共 线 . 换 
和 句 话说 ,401、BI、CD 三 线 共 点 于 已 , 且 401 平分 人 BPC. 

另 一 方面 , 由 命题 4.6.3, 401、B0;、C03 三 线 交 于 一 点 0, 因 401 平分 
辽 BPC ,所 以 ,点 0 到 直线 CD 和 JB 的 距离 相等 ,而 BI 1 DC. 于 是 ,在 旋转 变换 
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R(O,90) 下 ,直线 CD -> 直线 1B. 同 理 , 直线 4F 一 直线 EC ,直线 BH -> 直线 
G4h. 从 而 4F 与 BF 的 交点 Pi 一 EC 与 G4 的 交点 忆 , 即 PP R00 P. 同 理 ， 


R( O,%) R( 0O ,90F) 、 R{O ,90? ) 
Qi > (2, Ki > R,. 所 以 ,全 P10Q1RI 六 人 P,Q,R;. 故 


人 PiQ1Ri 千 合 P,Q,R;. 


图 4.6. 12 
例 4.6.5 已 知 平面 上 的 人 414243 及 点 Po, 定 义 4 = hi.3(i 4). 构 造 
一 个 由 点 Po, Pi,P3，… 组 成 的 点 列 , 其 中 点 Piwi 是 由 点 应 绕 点 hp41 道 时 和 针 方 
向 旋转 120? 而 成 的 点 .证 明 :如果 存 在 正 整 数 n, 使 P;, = Po, 则 会 A144; 为 正 
三 角形 . 
证 明 由 题 设 , 有 


R(A,, 120) R{ As, 1207) R( As.120°) R( As, 120°) 


0 1 2 3 
R(As,_1,120°) R( A;,_1,120°) R(A;, ;120°) 
3n~2 Pyn_1 0 


这 说 明 Po 是 变换 [| R( 43,_ ,1,120)Q@ 的 一 个 不 动 点 . 
又 R(A,,120P) = R(A,3,120) (i = 4), 所 以 
3n 
[| ROCAsni11,120°) = [R(A;,120) R(A,,120)R(A,120)]" 


由 定理 1.3.15, 存 在 向 量 v, 使 得 


中 “]] "是 求 积 符号 ;下 面 出 现 的 方 宕 与 普通 方 寡 的 意义 类 似 , 表 示 相 同 变换 的 乘积 . 
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R(A;3,120) R(A,,120) R(A;,120) = Ty) 
而 由 定理 1.3.2 可 知 ,[ TCy)]” = T(ny), 所 以 


3n 
[| RG4 subl20) = Tny) 


从 而 Po 是 平移 变换 T( ny) 的 一 个 不 动 点 .但 非 恒 等 的 平移 变换 没有 不 动 点 ,所 
以 了 mp) = 71, 这 说 明 nv = 0, 因 此 ,v = 0. 于 是 
R(As,120°) R(A;,120°) R(A1,120P) = 7(0) = 7 

表 由 定理 1.4.3 即 知 全 414,43 是 一 个 正三 角形 . 

当 n = 662 时 , 例 4.6.5 即 1986 年 在 波兰 举行 的 第 27 届 IMO 的 一 道 平面 几 
何 试题 . 

注意 到 除 恒 等 变换 外 , 旋转 变换 只 有 唯一 的 不 动 点 旋转 中 心 , 因 此 , 对 于 
n(n 三 2) 个 旋转 变换 R(Oi 0) = 1;2，pm), 当 0+0+…+ 0, x 2kx 时， 
如 果 我 们 能 找到 一 点 0 ,使 


Rt O01,,01) R( 0,,0,) R( O03,03) 
0 一 > 0 一 一 一 0 一 一 … 


R(O,1,0,.1) R( O, ,0,) 
一 -一 一 -到 


OY 
即 O 是 ROO.,0)R(CO， 0)…R(CO0) 的 一 个 不 动 点 , 则 由 定理 1.3.15 立 
即 可 得 
R(O,,0,)R(O, 1,0,1)°* R(O1,01) = R(O,0, + 0,+** + 0,) 

这 样 ,我 们 利用 定理 1.3.15 便 可 方便 地 处 理 一 些 等 腰 三 角形 的 连接 问题 . 

例 4.6.6 以 会 4BC 的 边 BC 为 斜 边 作 等 腰 直 角 全 BDC ,再 分 别 以 B、C 为 
直角 顶点 作 两 个 与 全 BDC 同 向 的 等 腰 直 角 三 角形 4BF 、ECh .求证 :ED、F 三 
点 共 线 ,日 D 是 线段 EF 的 中 点 . 


证 朋 ”如 图 4.6.13,4.6.14 所 示 , 设 DD RCC) D' , 则 四 边 形 DBD'C 是 一 
个 正方 形 , 所 以 ,D' 至 22 D, 即 DD 是 旋转 变换 之 积 R(B,90) RCC,90) 的 一 
个 不 动 点 . 因 90 + 90 = 180* ,由 定理 1.3.15(1) ,有 
4 
ANT 
B、 | CO 
Ni,” 
ww 
» 
图 4.6. 13 
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R(B,90)R(C,90) = R(D,18m) = C(D) 
这 是 一 个 以 D 为 反射 中 心 的 中 心 反射 变换 . 

又 显然 有 ERC 4 R80) 即 C890) RC F. 因 而 E<2 
户 . 故 E .DF 三 点 共 线 ,日 D 是 线段 EF 的 中 点 . 

本 题 实际 上 是 前 面 例 4.6.2( 亦 即 命 题 4.5.3) 的 道 命题 .因而 有 

命题 4.6.4 设 公 4BF 与 全 EC4 是 平面 上 的 两 个 分 别 以 B、C 为 直角 顶点 
的 同 向 直角 等 腰 三 角形 ,D 为 平面 上 一 点 , 则 公 BDC 是 以 DD 为 直角 顶点 且 与 
个 4BF 同 向 的 等 用 直角 三 角形 的 充分 必要 条 件 为 :D 为 线段 EF 的 中 点 . 

由 命题 4.6.4 可 以 简单 地 解决 下 面 的 藏 宝地 点 的 问题 . 

美国 人 G . 伽 莫 夫 在 他 的 著名 科普 著作 《从 一 到 无 穷 大 一 一 科学 中 的 事实 
和 了 脐 测 》( 暴 永宁 译 ,科学 出 版 社 ,2002:35 ~ 36) 中 ,叙述 了 下 面 这 样 一 个 故事 : 

从 前 ,有 个 富 于 冒险 精神 的 年 轻 人 ,在 他 的 曾祖 父 的 遗物 中 发 现 了 一 张 羊 
皮 纸 ,上 面 记载 7 一 项 宝藏 . 它 是 这 样 记载 的 : 

乘 船 至 北纬 xx、 西 经 xx, 即 可 找到 一 座 蕊 岛 . 岛 的 北岸 有 一 大 片 草地 , 草 
地 上 有 一 棵 橡树 和 一 棵 松树 .还 有 一 许 绞 架 , 那 是 我 们 过 去 用 来 帅 死 叛变 者 的 ， 
从 绞 架 走 到 橡树 ,并 记 住 走 了 多 少 步 ;到 了 橡树 向 右 拐 个 直角 再 走 这 么 多 步 , 在 
这 里 打 个 补 . 然 后 回 到 绞 架 那里 , 朝 松 树 走 去 ,同时 记 住 所 走 的 步 数 ;到 了 松树 
向 左 扬 个 直角 再 走 这 人 么 多 步 , 在 这 里 也 打 个 桩 .在 两 个 桩 的 正中 挖 据 ,就 可 以 找 
到 宝藏 . 

这 个 记载 非常 清楚 、 明 白 . 所 以 ,这 位 年 轻 人 就 租 了 一 条 船 开 往 目 的 地 .他 
找到 了 这 座 荒 岛 ,也 找到 了 橡树 和 松树 .但 使 他 大 失 所 望 的 是 绞 架 不 见 了 .经 过 
天 长 日 久 的 风 吹 日 晒 雨 淋 , 绞 架 早 已 腐烂 成 士 ,一 点 痕迹 也 没有 了 .于 是 ,这 位 
年 轻 的 冒险 家 陷 人 了 绝境 .在 狂乱 中 ,他 在 荒 岛 上 乱 掘 起 来 . 无 奈 地 方太 大 ,一 
切 都 是 白费 力气 ,他 只 好 两 手 空 空 ,失望 地 局 帆 返 程 . 

这 确实 是 一 个 令 人 伤心 的 故事 .实际 上 ,如 果 我 们 将 岛 看 成 一 个 平面 , 绞 架 
所 在 位 置 用 4 表示 (尽管 不 知 在 何 处 ) ,橡树 和 松树 所 在 位 置 分 别 用 B、C 表示 ， 
第 一 个 桩 与 第 二 个 桩 分 别 用 E、F 表示 ,EF 的 中 点 D 为 藏 宝地 点 (图 4.6.15)， 
则 由 命题 4.6.3, 公 BDC 是 以 也 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 . 这 说 明 藏 宝地 
点 EF 的 中 点 是 一 个 定点 ,与 绞 架 4 的 位 置 无 关 . 因 此 ,我 们 可 以 有 两 种 方 
法 找到 宝藏 

第 一 种 方法 是 : 先 量 出 两 棵 树 之 间 的 距离 是 多 少 步 , 然 后 从 橡树 朝 松 树 方 
向 走 去 , 当 走 到 距离 的 一 半 ( 即 BC 的 中 点 处 ) 时 ,向 左 拐 过 直角 再 走 这 么 多 步 
即 到 了 藏 宝地 点 ; 

第 二 种 方法 是 : 先 任 选 一 个 地 方 作 为 绞 架 处 ,然后 再 按 羊 皮 纸 上 记载 的 办 
法 去 做 即 可 . 
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五 (第 一 个 桩 ) 


天 (第 二 个 桩 ) 


忌 
4 ( 绞 架 )、、 


~ 


8 (橡树 ) C (松树) 


图 4.6.15 


如 果 这 位 年 轻 的 冒险 家 懂得 上 述 那 么 一 点 平面 几何 知识 ,那么 他 无 需 在 整 
个 元 咏 上 乱 握 就 可 以 轻易 地 找到 宝藏 满载 而 归 , 而 不 至 于 ”人 宝 岛 而 空 返 ”了 . 

例 4.6.7 设 人 和 4B8C .人 人 CD、 
从 EFG、 全 DBF 是 四 个 同 向 的 正三 角形 . 
求证 : A、D、G 三 点 共 线 ,日 D 为 线段 4G 
的 中 点 . 

证 明 ”如 图 4.6.16 所 示 . 显然 有 


R(F,60 R(D,60° R(B,60 
万 ( 了 ) 大 2 万， 


即 DD 是 三 个 旋转 变换 之 积 
R(B,60)R(D,60)R(CF ,60) 
的 一 个 不 动 点 . 因 60 + 60 + 60 = 180 ,于 是 ,由 定理 1.3.15(1), 有 
R(B,60)R(D,60°)R(F,6P) = R(D,180) = C(D) 
这 是 一 个 以 D 为 反射 中 心 的 中 心 反射 变换 . 又 G > 万 -全 26 


R(CB,60) R(B,60P)R(D,60)R(F,60) Cc(D) _. 
C A, 即 GG 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 > 和 ,因而 6G 一 一 4A. 故 A、D.G 三 点 


共 线 ,日 D 为 线段 4G 的 中 点 . 

本 题 即 例 4.3. 10 中 的 充分 性 ,这 里 运用 旋转 变换 的 乘积 处 理 ,不 仅 在 方法 
上 别具一格 ,而 且 还 揭示 了 问题 的 本 质 , 易 于 将 问题 推广 (见习 题 7 第 36 题 ). 

例 4.6.8 以 四 边 形 4BCD 的 边 为 底 边 在 四 边 形 外 作 四 个 相似 等 历 三 角 
形 :全 PAB 、 公 0BC、 合 RCD、 全 SD4 .证 明 : 如果 四 边 形 PORS 是 矩形 但 非 正方 
形 , 则 四 边 形 4BCD 是 菱形 . (第 15 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1989) 

证 明 如 图 4.6.17 所 示 , 设 所 作 四 个 相似 等 腰 三 角形 的 顶 角 为 0. 若 
9 = 90p, 则 由 Von.Aubel 定 理 ( 例 4.6.4) 知 PR 上 $0 ,于 是 矩形 PORS 为 正方 
形 ,这 与 假设 不 合 .因而 必 有 6 xz 90?. 

R(O,0) 


以 PQ 为 底 边 向 矩形 形 内 作 底 角 为 5 的 等 腰 三 角形 EPQ, 设 EB 一 > 


图 4.6.16 


188 


Geometric transformatians and their applications 


RC(P,0) 


E' , 则 易 知 PE'QE 是 一 个 萎 形 ,从 而 到 玉 , 因 
此 ,RC(P,0)R(Q,0) = R(E,20). 又 C 全 Ce 


R(P,0 R(E,20) 、、、 
B04, 所 以 C 4, 这 说 明 E4 = FEC， 


CE = 26. 同 理 , 以 RS 为 底 边 向 矩形 形 内 作 底 角 


为 5 的 等 腰 三 角形 FRS, 则 有 Fh4 = FC, 是 
类 AFC =20. 

由 于 0 z 90? ,所 以 20 站 18P, 妈 4、EC 三 点 不 图 4.6.17 
共 线 ,C、F、4 三 点 也 不 共 线 .于 是 由 Fh4 = EC,F4 = 
FC, + CEA = 20 = 了 h4FC 知 , 四 边 形 4AECF 为 萎 形 ,所 以 AC 与 EF 互相 垂直 
平分 .又 由 四 边 形 PORS 为 矩形 知 , 公 EPO 和 人 FSR, 所 以 EF // SP, 且 EF 的 
中 点 是 矩形 的 中 心 .于 是 ,4C // PQ , 且 4C 被 矩形 的 中 心平 分 . 同 理 , BD // PS， 
县 BD 被 矩形 的 中 心平 分 .从 而 4C 与 BD 相互 垂直 平分 . 故 四 边 形 4BCD 是 莱 
形 . 

本 题 的 关键 是 找到 两 个 旋转 变换 之 积 的 不 动 点 五 . 而 这 在 例 1.4.1( 定 
理 1.3.15 中 n = 2 的 情形 ) 的 证 明 中 已 经 告诉 了 我 们 该 怎样 找 . 

例 4.6.9 设 4、.B、C、D 是 平面 上 四 点 ,0 < 9 < 180. 证 明 :如 果 存 在 点 
P, 使 全 P4B 与 全 PCD 都 是 以 P 为 项 点 、 顶 角 为 9 的 同 向 等 腰 三 角形 , 则 存在 点 
0 ,使 人 8B8C 与 人 0D4 都 是 以 0 为 顶点 、 顶 角 为 180? - 9 的 同 向 等 腰 三 角形 . 

证 明 ”如 图 4.6.18,4.6.19 所 示 , 以 BC 为 底 边 作 一 个 顶 角 为 180p - 9 的 
与 全 P4B 同 向 的 等 腰 三 角形 0BC .我 们 证 明 :; 公 0D4 也 是 一 个 以 0 为 顶点 、 顶 
角 为 180? - 9 的 等 腰 三 角形 . 


图 4.6.18 


事实 上 ,如 图 4.6.20 所 示 , 设 
O20 0 RD 0 
则 人 PQQ' 是 以 P 为 顶点 .项 角 为 9 的 等 腰 三 角形 ,所 以 ,和 0'QP = 90" - 人 .但 
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“000' = 18P -0 = 20OP， 因 此 ， 
人 POO = 人 QQP. 文 00 = QQ0 ,所 以 ， 
人 PO0” 竺 人 PQ0', 于 是 人 OPQ = 人 QPQ' = 
9, 从 而 必 有 0" 一 > 0. 于 是 由 定理 1.3.15 
知 


R(P,0)R(O,180 - 0)R(P,0) = 
R(O,180p + 90) = R(O,0 - 180°) 
另 -一 方面 ,显然 有 (图 4.6.18,4.6.19) 儿 4.6.20 


R(P,0 R(Q,180P — 0 R(P,0 
4 ( ) 有 (Q > ( > 万 


RCP,9)R(O,I8D - 9)R(P,0) ,RCO,0 -18P) 
即 4 一 一) 所 以 A j) 而 DD 


但 


R(OQ,0 - 187)]" 
LRCO )] A 


[R(Q,0 - 180)]-! = R(O,180 -0) 


于 是 ,站 -4 Ca -人 4. 故 全 QD4 也 是 以 0 为 顶点、 顶 角 为 180? - 0、 且 与 
全 0BC 同 向 的 等 腰 三 角形 . 

特别 地 , 当 9 = 90 时 ,由 例 4.6.9 立即 得 到 . 

命题 4.6.5(Douglas-Neumann ) 设 A、B、C.、D 是 平面 上 四 点 .如 果 存 在 点 
P, 使 全 PAB 与 全 PCD 都 是 以 P 为 直角 顶点 的 同 向 等 腰 直 角 三 角形 , 则 必 存 在 
一 点 0 ,使 人 OBC 与 人 0OD4 都 是 以 0 为 直角 顶点 的 同 向 等 腰 直 角 三 角形 
(图 4.6.21,4.6.22). 


图 4.6.21 图 4.6.22 


命题 4.6.5 曾 被 1998 年 举行 的 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 作为 试题 . 

当 98 = 120? 时 ,由 例 4.6.9 即 得 

命题 4.6.6 设 4.B、C、D 是 平面 上 四 点 .如 果 存 在 点 已 ,使 得 人 P4B 和 
全 PCD 都 是 以 已 为 顶点 、 顶 角 为 120 的 等 腰 三 角形 , 则 存在 一 点 0, 使 得 
全 QBC 和 全 0D4 都 是 正三 角形 (图 4.6.23,4.6.24). 

当 4BCD 是 一 个 凸 四 边 形 时 ,命题 4.6.6 为 2004 年 中 国 国 家 队 的 一 道 培 训 题 . 
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图 4.6.23 图 4.6.24 
例 4.6.10 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 边 48 .CD 为 直角 边 , B.C 为 直角 顶点 
回 形 外 作 等 腰 直 角 三 角形 4BE 、CDF ,再 以 BC 为 斜 边 向 形 外 作 等 腰 直 角 三 角 


形 BGC, M 为 边 AD 的 点 .求证 : MG | 5F 日 MG = 六 BF 


本 题 是 命题 4.4.2 中 的 必要 性 部 分 ,那里 是 用 例 4.4. 12 证 明 的 .这 里 再 用 
定理 1.3.15(2) 与 命题 4.6.2 给 出 一 个 简单 的 证 明 . 

证 朋 ”如 图 4.6.25 所 示 , 连 MB、MC ,分 别 以 MB、MC 为 直角 边 , B.C 为 直 
角 顶 点 ,在 全 MBC 的 形 外 作 等 腰 直 角 三 角形 MBP、MC0O , 由 命题 4.6.2 即 知 


MG 4 PQ, MC = Po. 
R(C ,0°) R(M ,180P) R{ B ,0F) 


又 显然 有 FO 一 一 一 > DM 一 一 一 一 > AM 一 一 一 > EP, 所 以 


R{ B,90F) RCM, 180°) RCC ,90) 
FO 一 一 一 一 一 EP 


但 由 定理 1.3.15(2) 知 ,存在 向 量 vb, 使 得 
R(B,90)R(M,180)R(C,90P) = T(y) 
T(v) 


于 是 , FQ 一 EP, 从 而 EF 人 上 PO. 而 MC | Po, 日 Wec -= PQ, 故 MC | EF, 
MG = EF. 

例 4.6.11 在 矩形 4BCD 中 ,BC = 34B, 个 EBD、 个 CFh 分 别 是 以 E.C 为 
直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 .求证 :个 DEF 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 

证 明 如 图 4.6.26 所 示 , 设 E 在 4D 上 的 射影 为 6, 易 知 CG 是 4D 上 与 4 相 
邻 的 一 个 三 等 分 点 , 且 EG = 4G. 再 设 BC 上 与 点 D 相 邻 的 三 等 分 点 为 有 H, 则 有 


RCG ,90) R(C, - 90 
Ep > AH FD 


即 EB -一 C0》 .而 -907 4 9 = 0, 由 定理 1.3.15(2) 知 ,存在 向 
量 vy ,使 得 

R(C, ~- 90P)R(G,90) = T(») 
所 以 EB FD ,从 而 FD 上 上 EB. 故 全 DEF 是 一 个 以 DD 为 直角 顶点 的 等 腰 直 
角 三 角形 . 
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习题 4 


1. 用 中 心 反 射 变换 证 明 例 3.2.3 ~ 例 3.2.6. 
2. 设 四 边 形 48CD 的 边 BC 的 中 点 为 到, 以 对 为 直角 顶点 任 作 一 Rit 人 MEF ， 


使 项 点 在 4B 上 ,顶点 下 在 CD 上 .求证 : BE + CF > EF .等 式 成 立 当 上 日 仅 当 


AB // CD. 
3. 在 全 4BC 中 ,MH 为 BC 的 中 点 ,BAC 的 平分 线 与 BC 交 于 D, 过 A、.M.D 


三 点 的 圆 分 别 与 4B、4C 交 于 EE、F. 求 证 : BE = CF. 


2 题 图 3 题 图 
4. 设 圆 卫 与 玫 交 于 4.B8 两 点 .过 点 4 作 - 一 直线 分 别 交 圆 T 矿 TT, 于 另 一 点 
CD, 且 4 在 CD 之 间 .M、N 分 别 是 不 含 点 4 的 BC 与 BD 的 中 点 ,kK 是 线段 CD 
的 中 点 .求证 : MK | NK.( 第 23 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1997; 第 20 届 伊朗 数学 


奥林匹克 ,2002) 
5. 在 全 4BC 中 ,D 是 BC 的 中 点 ,EE 是 4C 上 的 一 点 ,BE 与 4D 交 于 Fr. 证 明 . 


车 = oC + 1, 则 直线 BE 平分 了 人 4BC. (德国 国家 队 选 拔 考试 ,2004) 
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4 题 图 5 题 图 


6. 在 锐角 公 4BC 的 形 外 作 两 个 面积 相等 的 矩形 BCKL、4CP0Q .证 明 : 公 4BC 
的 外 心 与 项 点 C 的 连 线 通过 线段 PK 的 中 点 . (第 53 届 波兰 数学 奥林匹克 ,2002) 
7. 设 PP 是 全 ABC 内 部 一 点 ,D 是 边 BC 的 中 点 ,EE、FF 分别 是 边 C4、4B 上 的 
点 , 且 一 P4B8 = 全 ACP, 了 BFP = PEC = 9%p. 证 明 : DE = DF.( 第 4 届 澳 大 
利 亚 数 地 奥林匹克 ,1983) 


6 题 图 7 题 图 
8. 圆 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 交 于 点 已 , 边 4B 和 CD 的 中 点 分 别 为 
MN, 民 工分 别 为 边 BC 和 DA 上 的 点 , 且 PK | BC,PL | D4. 证 明 : KL | MN. 
(第 46 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 竞赛 ,1997) 
9. 设 万 是 人 4BC 的 边 BC 所 在 直线 上 一 点 ,8 在 C.D 之 间 , 且 DB = 48B， 
M 是 边 4C 的 中 点 ,一 4BC 的 平分 线 与 直线 DM 交 于 点 P. 求证 :人 人 BAP = 
LACB. 


8 题 图 9 题 图 
10. 在 公 4BC 中 ,WM 为 BC 的 中 点 ,了 BAC 的 外 角 平 分 线 交 直线 BC 于 DD. 
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全 ADM 的 外 接 圆 分 别 与 直线 4B、4C 再 次 交 于 忆 、.F,N 为 EF 的 中 点 .求证 : 
MN // AD. 

11. 过 全 4BC 的 项 点 C 的 圆 卫 的 一 条 切线 为 4B , 切 点 为 已, 圆 卫 与 4C 及 过 
顶点 C 的 中 线 的 另 一 个 交点 分 别 为 D 和 E. 证 明 : 如 果 圆 厂 在 C、E 两 点 的 切线 
交 于 直线 BD 上 , 则 一 48B8C = 90. (第 50 届 保 加 利 亚 (冬季 ) 数学 竞赛 ,2001) 


E | A 
4 


10 题 图 11 题 图 


12. 在 平面 上 有 四 条 直线 ,其 中 任意 三 条 直线 都 不 共 点 .已 知 其 中 一 条 直线 
平行 于 其 他 三 条 直线 所 组 成 的 三 角形 的 一 条 中 线 .证 明 : 其 他 三 条 直线 也 有 同 
样 的 性 质 . (德国 数学 奥林匹克 ,1996) 

13. 利 用 中 心 反 射 变换 证 明 第 1 章 定 理 1.4. 15. 

14. 已 知 平行 四 边 形 4BCD 与 点 P, 分 别 过 顶点 4、B、C、D 作 直 线 PC 、PD、 
PA 、PB 的 平行 线 .求证 :所 作 四 条 直线 交 于 一 点 . 

15. 设 EF 分 别 为 全 4BC 的 边 4C 48 上 的 点 , 且 CE = BF ,再 设 BE 与 CF 
交 于 点 已 ,过 点 P 作 直 线 平行 于 人 BAC 的 平分 线 , 且 与 直线 4C 交 于 天 .证 明 : 
CK = 4 有 .( 哈 萨克斯 坦 数 学 奥林匹克 ,2006 ) 


AVI pa 


14 题 图 15 题 图 


16. 在 全 4BC 中 ,D、E、F 分 别 是 其 三 个 旁 切 圆 与 边 BC、Ch 、4B 的 切 点 ,过 
D、E、F 分 别 作 所 在 边 的 垂 线 .求证 :这 三 条 垂 线 交 于 一 点 P, 且 0 为 PI 的 中 
点 ,其 中 0O、 分 别 为 会 4BC 的 外 心 和 内 心 . 

17. 设 41424344 为 所 0 的 内 接 四 边 形 , Hi、H,、H、Hi 依次 为 人 424344、 
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人 434441 \ 和 人 人 44414 和 414743 的 垂 心 . 求证 : Hi、H»、 Hs、 Ha 四 点 在 同一 个 圆 
上 .并 确定 该 圆 圆心 的 位 置 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1992) 


4 


es 
己 
人 


16 题 图 17 题 图 


18. 设 P 为 正 全 ABC 内 部 -- 点 , 且 PA? = PB + PC*. 求 人 BPC 的 大 小 . 

19. 设 P 为 正 合 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,PP 在 全 4BC 的 三 条 高 4D、BE、CF 上 
的 射影 分 别 为 L、M、N. 求 证 :4L + BM + CN 与 点 P 的 位 置 无 关 .( 贵 州 省 数学 
竞赛 ,1979) 

20. 圆 内 三 弦 414,、B1B82、C1iCz 交 于 一 -点 P, 且 三 弦 两 两 之 间 的 交角 缘 为 
60P .求证 : P4 + PB1 + PC = Ph4,+ PB,+ PC,.( 第 15 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ， 
1989) 


19 题 图 20 题 图 


21. 设 P 是 正 公 4BC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 的 一 点 ,4B 和 CP 的 延长 
线 交 于 ,AC 和 BP 的 延长 线 交 于 FF. 求 证 :线段 BE 与 CF 的 飞 积 与 已 点 的 选择 
无 关 . (第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1995) 

22. 三 个 等 圆 交 于 一 点 已 , 且 三 个 圆心 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 .过 点 P 
任 做 一 条 直线 分 别 与 三 圆 交 于 另 一 点 4. 有 8 、C. 求 证 :P4、PB、PC 三 条 线段 中 ， 
有 一 条 线段 等 于 另 两 条 线段 之 和 . 
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21 题 图 22 题 图 


23. 设 全 4BC 是 一 个 正三 角形 ,P 是 其 内 部 满足 条 件 人 人 BPC = 120 的 一 个 
动 点 .延长 CP 交 AB 于 用 ,延长 BP 交 A4C 于 N. 求 全 4AMN 的 外 心 的 轨迹 . (第 17 
届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,2002) 

24. 求 有 一 个 锐角 为 30? 的 直角 三 角形 的 Fermat 点 到 三 角形 的 三 个 顶点 的 
距离 之 比 . 


25. 以 正方 形 4BCD 的 顶点 D 为 圆心 . 边 长 为 半径 在 正方 形 内 作 圆 弧 AC ,再 


以 BC 为 直径 在 正方 形 内 作 半 圆 与 4C 交 于 点 P. 求 证 : PC = 2PB = V2Ph. 
26. 证 明 :在 正方 形 4BCD 内 存在 唯一 的 - -点 PP, 满 足 条 件 
(1)PA < PB; 
(2) PA 、PB、PC 成 等 差 数列 ，; 
(3) PB 、PD、PC 成 等 比 数 列 . 


A a 4 » 


25 题 图 26 题 图 


27. 设 PP 为 正方 形 414;4;3h4 所 在 平面 上 的 一 点 ,由 顶点 4; 引 P4;_; 的 垂 线 
(i = 1,2,3,4, 40o = 44). 求 证 :所 引 四 条 垂 线 交 于 一 点 . 

28. 设 EE、F 分别 为 正方 形 4BCD 的 边 BC .CD 上 的 点 ,MH 为 4B 的 中 点 ,0 为 
正方 形 的 中 心 .求证 : AF // ME 当日 仅 当 EOF = 45°. 
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27 题 图 28 题 图 


29. 设 已 是 正方 形 4BCD 的 对 角 线 BD 上 一 点 ,点 PP 在 BC、CD 上 的 射影 分 
别 为 EE、F. 求 证 :4P 上 EF. 

30. 设 EF 分别 是 正方 形 4BCD 的 边 4B、4D 上 的 点 , 且 4E = AF, 点 PP 在 
线段 ED 上 ,和 目 人 PCD = 人 PFAh. 求 证 :AP 上 DE. (第 18 届 俄罗斯 数学 奥 林 匹 
克 ,1992) 
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29 题 图 30 题 图 


31. 设 P 是 正方 形 4BCD 内 部 一 点 ,PA = a,PB = 6b,PC = c, 求 正方 形 
ABCD 的 面积 . 

32. 设 万 是 等 腰 直 和 角 公 4BC 的 斜 边 BC 上 的 任意 一 点 .求证 : BD? + DC? = 
2 .AD*. 

33. 设 .FF 分 别 为 等 腰 直 角 公 4BC 的 腰 4B、AC 上 的 点 , 且 入 
求证 :FEA = 了 CBF 的 充分 必要 条 件 是 + = 2. 

34. 设 妨 是 四 边 形 4BCD 的 边 47 上 一 点 , 且 BE EC. 再 设 A4B = a,AE -= 
b,ED = cc,CD =d, 且 of+812+c = 到. 求 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


_ CF 
~ FA 
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33 题 图 34 题 图 


35. 设 锐角 公 ABC 的 外 心 为 0 ,直线 BO .CO 分 别 与 边 C4 、4B 交 于 E、F. 证 
明 : 如 果 4 = 45°, 则 08 = 20E 当 且 仅 当 DB = 30F. 

36. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C,B4C = 0. 求 证 :对 人 4BC 所 在 平面 上 任意 一 
点 已 ,有 


PB + PC > 2PAsin S$ 


等 式 成 立 当日 仅 当 点 P 在 人 4BC 的 外 接 圆 的 BC (不 含 点 4) 上 . 


A 


35 题 图 36 题 图 
37. 在 全 4BC 中 ,4B = 4C, 了 BAC = 9.E、F 为 底 边 BC 上 两 点 (E 在 BF 
之 间 ) .求证 :一 E4F = 上 的 充分 必要 条 件 是 


EF* = BE2A+FC2A+2BEF . FCcos 0 
38. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, BC = 0.P 为 人 4BC 内 部 一 点 . 求证: 


PB2 = PC2 + 4P425sin2 5 的 充分 必要 条 件 是 


CPA = 180? - 5 


几何 变换 


与 几何 证 题 198 


Geometric transformations and their applications 


4 4A 
B EE FF CC C 


37 题 图 38 题 图 
39. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ,4B = 4D,E、FF 分 别 为 边 BC、CD 上 的 点 . 求 
证 : BE + FD = EF 的 充分 必要 条 件 是 人 EAF = 人 BAD. 


40. 设 P 和 0 是 凸 四 边 形 A4BCD 内 部 的 两 个 点 ,满足 条 件 4P = BP,CP = 
DP, LAPB = /CPD,AO = DO, BO = CO0, 了 DO4 = 人 BOC. 求 证 :了 DO4 + 
了 4PB = 180. (中国 国家 队 选 拔 考试 ,2001) 


可 
WAN 
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39 题 图 40 题 图 


41. 在 全 4BC 中 ,一 C = 9P,DE 分 别 为 BC、C4 上 的 点 , 且 BD = CE， 
AE = BC. 设 AD 与 BE 交 于 点 P. 试 求 BPD 的 大 小 . 

42. 在 全 ABC 中 ,一 B4C 的 平分 线 交 其 外 接 圆 于 D,E、F 分 别 为 4B、A4C 上 
的 点 , EF 与 4D 交 于 KK. 求 证 :人 CBK = 一 CDP 当日 仪 当 EF // BC. 


B 


41 题 图 42 题 图 
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43. 在 四 边 形 48CD 中 ,4C = BD ,分别 以 四 边 形 的 四 边 为 底 在 形 外 作 四 个 
等 腰 三 角形 PAB、QBC、RCD、SD4 ,使 得 个 PAB 人 RCD, 作 0BCw 人 SDA. 求 
证 : PR | 05S. 

44. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4D = BC, 了 4 + 了 B = 120. 分 别 以 4C、DC、DB 
为 边 长 远离 4B 作 三 个 正三 角形 4CP、DCO 、DBR .求证 :P、O、R 三 点 共 线 ,日 0 
为 线段 PR 的 中 点 . (第 3 届 中 国 台 湾 数 学 奥林匹克 ,1994) 


4 > 
Pp 
p D 一 
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43 题 图 44 题 图 


45. 以 人 4BC 的 边 BC 为 斜 边 作 一 个 
Rt 人 DBC, 设 xCBD = ,xDCB = Bp. 
再 分 别 以 B、C 为 顶点 作 两 个 等 腰 三 角形 
ABE 4CF ,使 < 4B5 = 2a, 4 FC4 = 
28,AB = BE,AC = CF. 求 证 :DE、F 
三 点 共 线 ,日 D 为 线段 EF 的 中 点 . 

46. 地 面 上 有 不 共 线 的 三 点 4、B、 
C ,一 只 青蛙 位 于 地 面 上 异 于 4、B、C 的 45 题 图 
点 P. 青 时 第 一 步 从 PP 点 跳 到 点 P 关 于 点 4 的 对 称 点 Pi, 第 二 步 从 Pl1 跳 到 点 Pi 
关于 点 B 的 对 称 点 P;, 第 三 步 从 P; 跳 到 点 P, 关 于 点 C 的 对 称 点 P3 ,第 四 步 跳 
到 点 P; 关 于 点 4 的 对 称 对 称 点 Pa4,……… ,以 此 类 推 , 问 青蛙 能 否 回 到 出 发 点 ?如 
果 能 ,至 少 需 要 几 步 ? 

47. 将 人 4BC 绕 平面 上 任意 一 点 旋转 60 ,得 到 全 4'B'C'.L、M、N 分 别 为 
线段 4'B、B'C、C'4 的 中 点 .求证 :全 LMN 是 一 个 正三 角形 . 

48. 将 四 边 形 4BCD 绕 平 面 上 任意 一 点 旋转 90? ,得 到 四 边 形 4'B'C'D'. KK、 
L、MN 分 别 为 4'B、B'C、C'D、D’'4 的 中 点 .求证 : KM 上 上 LN. 


Ew 
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47 题 图 48 题 图 


49. 在 矩形 4BCD 中 ,BC = 348,E 是 4D 上 与 4 相 邻 的 三 等 分 点 ,以 BD 为 
斜 边 作 等 腰 直 角 三 角形 FBD ,使 Ff 4 位 于 BD 的 同 侧 . 6 为 平面 上 任意 一 点 , 作 
三 个 与 人 FBD 同 向 的 等 腰 直 角 三 角形 EGH 、CIH、DIJT( 均 以 第 一 顶点 为 直角 横 
点 ). 求 证 :全 FGJ 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 

50. 设 4BCD 是 一 个 四 边 形 ,四边形 4'BCD' 是 四 边 形 4BCD 关于 边 BC 的 反 
射 像 ,四 边 形 4”B'CD’' 是 四 边 形 4'BCD' 关于 CD' 的 反射 像 ,四 边 形 4”P'C'D' 是 
四 边 形 4"B'CD' 关于 D 本 的 反射 像 .证 明 : 如 果 44"”V BP”, 则 4BCD 是 圆 内 接 
四 边 形 . (第 29 届 IMO 预选 ,1988) 
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条 反射 变换 与 几何 证 题 


-et 


轴 反 射 变换 一 般 应 用 于 处 理 整 个 图 形 非 轴 对 称 图 形 而 其 
中 有 部 分 轴 对 称 图 形 ( 称 为 轴 对 称 子 图 形 相对 于 整个 图 
形 而 言 ) ,尤其 是 这 个 轴 对 称 子 图 形 的 直线 型 元 素 (线段 .射线 、 
直线 ) 或 圆 弧 型 元 素 ( 圆 弧 、 圆 ) 至 少 有 两 个 的 平面 几何 问题 . 
但 轴 反 射 变换 的 功能 远 不 止 如 此 , 它 在 平面 几何 中 的 应 用 是 非 
常 广泛 的 .对 于 30 的 特殊 角 与 ( 曲 ) 线段 和 的 极 小 值 等 问题 ， 
轴 反 射 变换 都 大 有 用 武之 地 . 


5.1 轴 对 称 图 形 与 轴 反 射 变 换 


对 于 整个 图 形 是 轴 对 称 图 形 的 平面 几何 问题 ,如 果 以 其 对 
称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 整个 图 形 毫 无 变化 ,因而 对 解 
决 问 题 是 没有 丝毫 帮助 的 .但 如 果 只 是 一 部 分 图 形 是 轴 对 称 图 
形 , 此 时 以 其 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 青 找 出 轴 对 称 图 
形 之 外 的 有 关 元 素 的 像 , 则 原来 的 几何 图 形 即 发 生 了 变化 ,从 
而 有 可 能 使 问题 得 到 解决 . 

等 腰 三 角形 问题 在 平面 几何 中 占有 很 大 的 比例 , 它 是 一 类 
典型 的 轴 对 称 图 形 ,因而 等 腰 三 角形 问题 除了 可 以 考虑 用 旋转 
变换 处 理 外 ,还 可 以 考虑 用 轴 反 射 变换 处 理 ,反射 轴 即 等 腰 三 
角形 的 对 称 轴 . 
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例 S.1.1 在 公 4BC 中 ,4B = 4C,P 是 人 4BC 的 内 部 一 点 . 求证 : 
4PB > 人 CPh 的 充分 必要 条 件 是 PB < PC. 
证 明 如 图 5.1.1 所 示 , 以 等 腰 三 角形 
ABC 的 对 称 轴 为 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 8 一 CC， 
C 一 B, 设 PP’', 则 P' 仍 在 全 4BC 的 内 部 ， 
上 且 PP' // BC,/AP'B = /CPA,LCBP' = 
天 PCB. 于 是 
4PB > /CPAcs/ APB > /AP'Bes 
点 已 在 人 45P' 内 (注意 PP' // BC)e 
LCBP > 人 人 CBP' 了 CBP > PCB 
PB < PC 图 5.1.1 

本 题 即 第 4 章 例 4.5.2, 那 里 用 旋转 变换 给 出 了 一 个 证 明 . 这 里 用 轴 反 射 变 
换 给 出 的 证 明 则 充分 利用 了 等 腰 三 角形 的 对 称 性 . 

例 $.1.2 在 全 4BC 中 ,A4B = 4C.D 是 底 边 BC 上 一 点 ,已 是 4D 上 一 点 ， 
日 BPD = 人 BAC. 求 证 : BD = 2DC 的 充分 必要 条 件 是 BAC = 2 二 DPC. 

本 题 即 例 4.5.3, 我 们 在 那里 用 旋转 变换 给 出 了 它 的 两 个 证 明 ,这 里 用 轴 反 
射 变换 给 出 它 的 第 三 个 证 明 . 

证 明 ”如 图 5.1.2 所 示 , 过 点 D 作 BC 的 垂 
线 交 4C 与 E, 则 人 人 DEC = BAC. 以 等 腰 三 
角形 4BC 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 
C 一 B. 设 D 一 D',E 一 EF', 则 D' 在 直线 BC 
上 ,EF’ 在 4B 上 ,是 EE/ BC, 所 WM /EE'A = 
LCBA = LACB = /LAEE'. 又 LBPD = 
了 B44C, 于 是 ,BD = 2DCoOD' 为 BD 的 中 
点 EB = FDOED A ACOL/BE'D = 图 5.1.2 
BACoLBE'D = BPDOE'、B、D、P 四 点 
共 圆 ,APE = /CBAAAPE = AAEE'wAhAE' PE 四 点 共 癌 一 
EPA = 人 AEK'eAEPAeyAACDoE、P.DC 四 点 共 贺 /DEC = 


一 DPCcw DEC - DLBACeLBAC - 2 一 DPC. 

例 5.1.3 在 公 4BC 中 ,4B = 4C,P 是 三 角形 内 部 一 点 ,使 得 人 CBP = 
一 PC4 ,MN 是 边 BC 的 中 点 .求证 :BPM + 了 CP4 = 180P. (第 51 届 波兰 数学 奥 
林 匹 克 ,1999) 

本 题 即 例 4.1.10, 那 里 是 作为 中 点 问题 用 中 心 反射 变换 外 理 的 ,这 里 再 视 
为 等 腰 三 角形 问题 用 轴 反 射 变 换 给 出 它 的 一 个 新 的 证 明 . 
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证 明 ”如 图 $.1.3 所 示 , 设 全 PBC 的 外 接 
圆 为 所 0 ,由 条 件 可 知 4B 、4C 丝 与 @0 相 切 . 
设 直 线 PN 与 所 0 的 第 二 个 交点 为 D, 则 不 难 
知道 DAM = MAP( 事 实 上 ,0D? = 082 = “ 
OM ， 04 一 DAM = 人 ODM .同样 <MAP = 
MPO, 再 注意 人 ODNM = /MPO 即 可 ). 于 
是 , 作 轴 反射 变换 S(OM), 则 8 一 C. 设 D 一 
D', 则 D' 在 OO 上 ,和 且 D' 在 4P 的 延长 线 上 ,从 图 5.1.3 


而 由 CD ”= BD 即 知 了 BPM = 一 DPC. 故 
LBPM + /ACPA = LD'PC + /ACPA = 180 

例 5.1.4 在 人 48C 中 ,4B = 4C, 一 Bh4C = 80.P 为 全 4BC 内 一 点 ， 
和 了 PCB = 3 ,了 CBP = 10P. 求 人 4PB.( 原 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983) 

证 有 明 如 图 5.1.4 所 示 , 以 全 4BC 的 对 称 
轴 为 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 直线 CP 与 其 像 直线 
交 于 对 称 轴 上 一 点 D. 由 条 件 知 4CP = 20P， 
所 以 DB = LACP = 20,APBD = 
了 了 CBD -人 CBP = 20p. 显然 人 BAD = 40， 
LBPD - LPCB + LCBP - 0, 于 是 全 ”NN 
从 ABD 只 全 PBD, 所 以 PB = 4B, 由 此 不 难得 
出 APB = 70°. 图 5.1.4 

在 本 题 中 ,我们 关心 的 不 是 轴 反 射 变换 下 的 像 点 ,而 是 像 直 线 , 这 是 值得 留 
意 的 . 

例 5.1.5 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, 4 = 20. 点 
六 五 分 别 在 腰 4B 、 4C 上 , 且 一 CBE = 60p?, 一 DCB = 
50P. 求 人 DFB. 

解法 1 如 图 5.1.5 所 示 , 设 /为 等 采 人 4BC 的 
对 称 轴 , 作 轴 反射 变换 S(1), 则 8 一 C. 设 E 一 声 , 则 
E' 在 4B 上 ,和 且 EE' // BC. 再 设 CE' 与 BE 交 于 下 , 则 
FF 在 对 称 轴 上 ,自由 人 CBE = 60? 知 , 公 FBC、 人 FEE 
皆 为 正三 角形 , 所 以 ,EPE = EF,BC = BF. 又 由 
LDCB = 50F,A4h = 20 和 LBDC = 50 = LDCB, 
所 以 BD = BC = BF. 从 而 由 人 FBD = 20 知 
了 DFB = 80P. 再 由 EFE' = 6 得 人 EFD = 40. 但 
DER = /ABEC = 180 -CBEF - /ECB = 40p, 所 以 DBE = DF ,于 是 DE 


A 


C 


图 5.1.5 
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为 及 的 垂直 平分 线 .这 样 便 有 人 DEB = 了 人 EEF = 307， 

解法 2 ”如 图 $.1.6 所 示 ,注意 到 条 件 人 DCB = 
S$0p ,4 = 20p 可 知 BD = BC, 即 人 BCD 也 为 等 腰 三 
角形 ,于 是 以 全 BCD 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 
换 , 则 D 一 C. 设 直线 BE 的 像 直线 交 4C 于 下 , 则 
LFBC = LEBD = 20,LBFC = 80 = 一 FCB, 所 以 
BF = BC = BD.X /FBD = 80 - 20 = 60, 因 此 
和 人 DB 是 一 个 正三 角形 , 所 以 ,FD = FB. 易 知 
FBE = BEF(= 40), 从 而 FE = FB, 于 是 下 为 


人 BED 的 外 心 . 故 人 人 DEB = FLDFB = 30°. 


解法 3 ”如 图 5.1.7 所 示 . 注 意 到 EBA = 20? = 
了 BAC, 所 以 ,EA4 = EB. 于 是 ,以 4B 的 垂直 平分 线 为 
反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 C 一 C',D->D', 则 C’ 在 BE 
的 延长 线 上 , 且 EC = EC,4D = DB. 另 一 方面 ,由 
于 4CD = 30p, 于 是 , 设 0 为 全 4DC 的 外 心 , 则 
人 4D0O 是 一 个 正三 角形 ,OC = 0D. 又 BC = BD, 所 
以 0B 是 CD 的 垂直 平分 线 . 由 此 不 难得 到 全 408 < 


和 人 BCE, 因 此 , 45 = 45. 但 48 = BC' ,BC = BD， 
40 =4D = DB. 所以， = ,这 说 明 D'C'/ 
DE. 所 以 人 EDA = 了 CDA = BDC = S$0p. 再 注意 
EBA = 20 即 知 DEFB = 30°. 

本 题 是 一 道 平面 几何 名 题 ,被 称 为 “一 个 古老 的 
难题 ”, 其 起 源 至 少 可 以 追溯 到 1920 年 前 后 . 加 拿 大 滑铁卢 大 学 的 几何 大 师 
Ross Honsberger 将 其 誉 为 “平面 几何 中 的 一 颗 宝 石 ” .本 题 的 大 多 数 解 法 都 不 是 
纯 几 何 的 ,即使 利用 三 角 郑 数 方法 也 不 是 那么 容易 的 . 而 这 里 以 等 腰 三 角形 为 
特征 用 轴 反 射 变 换 一 举 给 出 了 它 的 三 个 并 不 太 难 的 纯 几 何 解法 . 

与 旋转 变换 处 理 等 腰 三 角形 问题 的 情形 一 样 , 对 于 一 个 平面 几何 问题 ,只 
要 ( 隐 ) 含有 一 点 到 另 两 点 (三 点 不 共 线 ) 的 距离 相等 的 条 件 , 即 可 作为 等 腰 三 
角形 问题 而 考虑 用 轴 反 射 变换 变换 处 理 ( 上 面 的 解法 2 与 解法 3 即 是 如 此 ). 

例 5.1.6 已 知 4 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 圆 昌 0 与 © 0; 的 一 个 交点 ， 
两 圆 的 两 条 外 公 切 线 分 别 为 PLP，,、Q102, 切 点 分 别 为 P1、P2、Q1、Q2, Mi、M; 分 
别 是 P101、P0; 的 中 点 .求证 :0140， = 了 MiAM.( 第 24 届 IMO,1983) 

证 明 ”如 图 5.1.8 所 示 , 设 两 圆 的 另 一 交点 为 B, 显 然 有 P101 NA 4B // 


图 5.1.7 
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P,02, M1、M, 在 连 心 线 010,; 上 ,4B | 010;. 
再 设 直 线 4B 交 PP 于 EF, 则 由 圆 究 定理 ,有 
PIE* = FE EB = PyE’*,PW, PIE = EP,, 这 
说 明 是 线段 P1P; 的 中 点 .因此 ,直线 48 垂直 
平分 线段 MIM,. 作 轴 反射 变换 S(4B)，, 则 
Mi 一 My. 设 01 一 0 1, 则 0 在 010, 上 ,县 
O'M, = OMi,AO’'! = AO01,LO0'1AM,， = 
了 014M1. 显 然 , 全 Pi1M101 必 全 P,M;0,, 于 是 
有 


OM, MO! Pi0! A0! __ 40' 
M0, ~ M0, ~ PO0, ~ AO, ™ 40， 
所 以 ,AM; 平分 人 0'140;, 因此 人 OAMI = 人 0'14M，= M240;. i 故 
L0140; = /MiAM;. 
除了 等 腰 三 角形 是 轴 对 称 图 形 外 ,等 腰 梯 形 .矩形 、 正 方形、 菱形 、 筝 形 等 都 
是 至 少 含 有 两 个 元 素 的 轴 对 称 图 形 . 对 于 含有 这 些 轴 对 称 子 图 形 的 平面 几何 问 
题 ,我 们 都 可 以 考虑 用 轴 反 射 变 换 处 理 ,反射 轴 取 轴 对 称 子 徒 形 的 某 条 对 称 轴 . 
例 5.1.7 设 E 是 正方 形 4BCD 的 边 CD 的 中 点 ,下 是 线段 CE 的 中 点 . 求 
证 :一 BMD = 浪人 BAF. 
证 明 如 图 5.1.9 所 示 , 以 正方 形 的 对 角 D EF Cc 
线 4C 为 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 8B 一 D,D 一 B. 设 
FF 一 下, 则 天 在 边 BC 上 ,有 日 CFr = CF， Ft 
CF’ CF 1 DE 


C= LD = 90F, 所 WM 人 人 EFC A 人 AED. 由 


4 B 
， EF EC DE 
此 易 知人 4EF' = 90, 且 J = 她 = AD ;所 
BD, 人 AF'EWD NAAED,MTm A FAE = /EAD. 图 5.1.9 


故人 EAD = FLFAD = DLBAF, 

例 $.1.8 在 正方 形 4BCD 的 内 部 作 正 三 角形 A4BK、BCL、CDM 和 DAN .证 
明 ;四 线段 K、LM、MN、NK 的 中 点 和 八 线段 4K、BK、BL、CL、DM、CM、DN、AN 
的 中 点 是 一 个 正 十 二 边 形 的 十 二 个 顶点 . (第 19 届 IMO ,1977) 

证 明 ”如 图 5.1.10 所 示 , 设 BL 与 DM 交 于 hi, CM 与 4N 交 于 As,DN 与 BK 
交 于 hs, 4K 与 CL 交 于 44, 以 正方 形 4BCD 的 中 心 为 旋转 中 心 作 旋转 角 为 90 的 
旋转 变换 , 则 4 一 有 一 C 一 一 4,R 一 一 有 一 N 一 天) 所 以 4 一 4) 一 


206 


Geometric transformations and their applications 


43 一 44, 因 此 41424344 是 一 个 正方 形 .又 正方 
形 4BCD 是 轴 对 称 图 形 , 直线 MK 是 它 的 一 条 
对 称 轴 , 于 是 , 作 轴 反射 变换 S(CMK), 则 4 一 
4 42 一 4 43 — 444 一 43 所 以 44 
AB /CD // 4443 ,而 人 4BK 与 全 MCD 都 是 正 
三 角形 ,因此 ,全 414yM 与 人 A4344K 皆 为 正三 角 
形 . 同 理 , 人 4)43w 与 人 44h1L 都 是 正三 角形 . 

设 线 段 AK、BK、BL、CL、CM DM、DN、AN 
的 中 点 分 别 为 Pi、Pe、P4、Po、Py、Py、Pio.P;; 
线段 红 、LM、MN、NK 的 中 点 分 别 为 Pun、P2;、Ps、Pg. 易 知 4AK 的 中 点 Pi 即 4K 与 
BL 的 交点 ,而 二 44 = 3 ,所 以 AK 平分 L444, 因此, AK 的 中 点 Pi 即 4h1L 
的 中 点 . 同 理 ,4N 的 中 点 户 即 41M 的 中 点 ,DK 的 中 点 Py 即 44 的 中 点 ,所 以 


1 1 1 
PiP>, = 7 AiM = 7 A14, 二 了 了 4144 = PiPn 


由 正方 形 的 旋转 对 称 性 与 轴 对 称 性 即 知 , 十 二 边 形 P P2… Py 是 一 个 等 边 十 二 
边 形 . 又 易 知 


图 5.1.10 


LPiPsP; = LAMAIL = 150 

A PwPiP; = /AAIM = 44414， + AAAIM = 90 + 60 = 150 
再 由 正方 形 的 旋转 对 称 性 与 轴 对 称 性 即 知 ,十 二 边 形 P11P,… Py 的 各 个 内 角 都 
等 于 150 , 故 十 二 边 形 Pj PP， 是 一 个 正 十 二 边 形 . 

在 这 个 证 明 中 ,我 们 充分 地 利用 了 正方 形 的 旋转 对 称 性 和 轴 对 称 性 . 

例 5.1.9 在 等 腰 梯 形 4BCD 中 ,4D V BC,M 是 腰 CD 的 中 点 ,过 两 对 角 
线 的 交点 作 两 底 的 平行 线 交 CD 于 N. 求 证 :4、B、M、N 四 点 共 圆 . 

本 题 即 例 3.4.7, 那 里 是 用 平移 变换 的 方法 证 明 的 .但 等 腰 梯 形 也 是 典型 的 
轴 对 称 图 形 ,我 们 当 该 考虑 轴 反 射 变换 . 这 里 用 轴 反 射 变换 给 出 它 的 一 个 新 的 
证 明 . 

证 明 如 图 5.1.11 所 示 , 以 等 腰 梯 形 
ABCD 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 
万 一 4,C 一 万 . 设 1N 一 1 , 则 1 为 48 的 中 点 ， 
且 MM 为 其 中 位 线 ,M'BCM 也 是 一 个 等 腰 樟 


yAD A0 DN 
形 , 因 4D/ BCW ON ,所 以 Pe = OC = Ne 

Ap __DN _ DDN 
从 而 入 二 BC =- DN + NC > DC’' 1 大 2D = 


CD 四 _ 
DY 7 又 DC = 2MC ,AD + BC = 2M'M ,A 


207 


几何 变换 
与 几何 证 题 


CF, 且 个 4BC' 与 人 DEF' 皆 为 正三 角形 .由 例 


此 ,如 = 再 注意 4D // M'M 即 知 人 DAN 人 MM'C, 所 以 人 NAD = 


人 CM'M = 人 CBM. 同 理 可 证 ,MAD = 了 人 CBN ,于 是 
LAMAN = A MAD - LNAD = CBN - /CBM = /MBN 
故 A4、B、M、N 四 点 共 圆 . 

例 5.1.10 在 等 腰 梯 形 4BCD 中 ,4B ] CD, 全 BCD 的 内 切 圆 切 CD 于 E. 
F 是 DAC 的 角 平 分 线 上 一 点 , 且 EF | CD. 全 4CF 的 外 接 圆 与 CD 交 于 C 和 
C. 求 证 :入 4Fc 是 等 腰 三 角形 .( 第 28 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1999) 

证 明 ”如 图 5.1.12 所 示 , 以 等 腰 梯 形 
ABCD 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 
BA,C 一 DD. 设 EE 一 E', 则 E' 为 人 ACD 的 内 
切 圆 与 边 CD 的 切 点 , 因 CE = E'D, 所 以 ,点 上 E 
为 人 4CD 的 A- 旁 切 圆 在 边 CD 上 的 切 点 . 而 
EF CD, 点 下 在 人 人 DAC 的 平分 线 上 ,所 以 ,点 
FF 即 全 4CD 的 A- 旁 心 ,从 而 CF 为 人 DCAh 的 外 
角 平 分 线 . 注意 四 边 形 4CFG 内 接 于 圆 ,于 是 ， 图 5.1.12 
延长 4C 至 任意 点 天 , 则 

LFAG = LFCG = LKCF = /AGF 
因此 了 = FC, 故 全 4F6G 是 一 个 等 腰 三 角形 . 

在 本 题 中 , 切 点 扮演 着 一 个 重要 角色 ,不 可 小 凯 . 找 出 点 的 像 点 后 ,再 
联想 到 旁 切 圆 的 性 质 即 大 功 告 成 . 

可 能 有 些 问题 本 身 并 不 含 至 少 有 两 个 元 素 的 轴 对 称 图形 ,但 它 含 有 这 类 轴 
对 称 图 形 的 一 部 分 ,此 时 ,只 要 将 其 补 全 还 原 成 轴 对 称 图 形 ,我 们 就 可 以 作为 轴 
对 称 图形 而 尝 试用 轴 反 射 变换 处 理 . 

例 5.1.11 在 凸 六 边 形 A4BCDEF 中 ,4B = BC = CD,DE = EF = Fh,， 
人 了 BCD = 人 EF4 = 60. 设 G 和 HH 是 这 个 六 边 形 所 在 平面 上 的 两 点 . 斌 证 

AG+ GB+ GH+ DH+ HE > CF 


(第 36 届 IMOD ,1995) 

证 明 如 图 $.1.13 所 示 . 由 条 件 知 人 BCD 
与 全 FE4 皆 为 正三 角形 ,从 而 有 BD = BC = 
BA,AE = EF = DE. 于 是 四 边 形 4BDE 为 第 
形 ,BE 为 其 对 称 轴 . 作 轴 反射 变换 S(BE), 则 
A 一 D,D 一 A. 设 CC 一 C,F 一 下 , 则 C'F' = 


图 5.1.13 
QD 原 题 有 条 件 :“G 和 如 在 六 边 形 的 内 部 ”及 "468B8 = 人 DHE = 120””, 疑 多 余 . 
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4.3.1 知 ,G4 + GB > GC',HD + HE > HF', 故 
AG+ GB+ GH+DH+ HE > 
CGC+ GH+HF > CF = CF 
例 5S.1.12 在 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,CD = DE, 人 人 DCB = 人 人 DEA = 90, 点 


是 线段 4B 上 一 点 , 且 人 5 _ 多 .求证 :一 BCF - ED4, 一 FEC -= /BDC. 
(第 48 届 波 良 数 学 奥林匹克 ,1996) 


证 明 ”如 图 5.1.14 所 示 . 设 直线 BC 与 4E 
交 于 0, 则 由 CD = DE, DCB = DEA = 90 jl y , 
知 ,四 边 形 0CDE 是 一 个 稳 形 , 0D 为 其 对 称 轴 . /Bt 


作 轴 反射 变换 S( 0D), 则 E> C. 设 A4 一 4’', 则 
4' 在 OC 上 ,上 且 4'C = hE .再 设 4'4 与 OD 交 于 c 


M, 则 用 为 4'4 的 中 点 .于 是 由 全 = 经 ,有 


AF BC 4M _AF.BC 
15 CO 了 = 两 人 = 图 5.1.14 


而 F.C、M 分 别 为 人 4B4' 的 三 边 所 在 直线 上 的 点 ,由 Menelaus 定理 ( 见 6.3)， 
F.C、M 三 点 共 线 .显然 ,人 OMA 人 0CD, 所 以 = 5 ,这 说 明 人 OCM cn 
全 0DA4, 所 以 人 MCO = 4D0O . 另 一 方面 ,四边 形 0CDE 显然 内 接 于 圆 ,所 以 ， 
了 ECO = EDO ,因此 

ECM = /ECO - /MCO = /EDO - / ADO = /EDA 
即 ECF = 人 EDA4. 同 理 ,人 FEC = BDC. 


5.2 角 平 分 线 与 轴 反 射 变换 


角 是 轴 对 称 图 形 , 且 角 平分 线 所 在 直线 即 为 对 称 轴 . 因 几 乎 所 有 的 平面 几 
何 问题 都 与 角 相 关 ,如 果 将 一 个 平面 几何 问题 中 的 角 作 为 轴 对 称 图 形 对 待 , 则 
未 免 太 泛 ,也 不 现实 .但 如 果 问 题 中 出 现 了 角 平 分 线 就 不 一 样 了 . 就 是 说 , 凡 涉 
及 角 和 平分 线 的 平面 几何 问题 都 可 以 考虑 用 轴 反 射 变换 处 理 ,反射 轴 可 取 角 平分 
线 所 在 直线 或 其 外 角 平 分 线 所 在 直线 . 

例 S5.2.1 设 NN 为 人 BAC 的 平分 线 上 的 一 点 ,点 PP 和 点 0 分 别 在 直线 4B 
和 AN 上 ,其 中 ,人 ANP = 4Po = 90. 点 0 在 线段 NP 上 ,过 点 0 任 作 一 直线 
分 别 交 48B、4C 于 点 E 和 F. 求 证 :人 OQ0E = 90 当日 仅 当 QE = OF.( 第 35 届 
IMO, 1994) 
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证 明 如 图 5.2.1 所 示 , 作 轴 反 射 变 换 
S(A0), 设 PP,F 一 户 , 则 PP 在 FC 上 ,FrF 
在 AP 上 , 县 OP’ = OP,0F' = OF,F'F// 
PP' ,OP’ | AC. 

硅 近 OQ0E = 90? , 则 四 边 形 OOPF .OP'FO 
丝 内 接 于 加 ,于 是 ,OEF = OPP' = 
了 了 PPO = FFO, 所 以 OF = OP 由 00 | EF 
即 知 0 为 EF 的 中 点 , 故 QE = OF 图 5.2.1 

肥 之 , 硅 QE = QF, 即 0 为 EF 的 中 点 . 因 FrF // PP' ,所 以 PP 是 EF' 的 中 
点 .又 OP EF', 因 此 OE = 0F' .但 OF' = 0F, 从 而 OE = OF. 故 00 | EF. 

当年 官方 所 公布 的 本 题 的 参考 解答 是 用 反 证 法 证 明 “ 若 QE = 0F, 则 
00 | EF” 的 .这 里 用 轴 反 射 变换 给 出 的 直接 而 简单 的 证 明 将 角 平 分 线 的 轴 对 
称 性 质 发 挥 得 淋漓 尽 致 . 

例 S.2.2 在 个 4BC 中 ,M、N 分 别 为 4B、BC 的 中 点 .其 内 切 圆 分 别 切 BC、 
Ch 于 DE. 求 证 : MN 、DE 以 及 人 BAC 的 平分 线 , 三 线 共 点 . 

证 明 如 图 5.2.2 所 示 , 设 点 8B 在 人 人 CAB 
的 平分 线 上 的 射影 为 工 , 作 轴 反射 变换 S( 4L)， 
设 BB 一 B', 则 8B’ 在 射线 4C 上 ,点 LL 是 BB' 的 
中 点 ,而 4、.C、B' 三 点 共 线 ,所 以 MNL 三 点 
共 线 . 男 一 方面 , 设 1 是 全 4BC 的 内 心 . 则 有 
了 BLI = 90 = 人 BDI. 所 以 L、D、B、I 四 点 共 


圆 .这样 , 了 BDL = BIL = 7 (LA + 一 B) = 


90 - FLC CDE. 所 以 L.DE 三 点 也 共 


线 . 故 工 为 直线 MN 与 DE 的 交点 . 

本 题 作 为 一 个 三 线 共 点 问题 ,从 传统 的 角度 来 看 ,我 们 的 证 法 是 采用 证 明 
两 直线 都 过 第 三 条 直线 上 的 一 个 定点 .由 本 题 可 以 简单 地 证 明 2004 年 在 希腊 
举行 的 第 45 届 IMO 的 一 道 预选 题 : 

已 知 人 4BC ,万 是 射线 BC 上 的 一 个 动 点 ， 
公 ABD 与 人 4CD 的 内 切 圆 交 于 不 同 两 点 P、Q， 
则 直线 Po 通过 一 个 不 依赖 于 DD 的 定点 . 

事实 上 , 如 图 5.2.3 所 示 . 设 全 4BD 与 
个 4CD 的 内 切 圆 与 BD 分 别 切 于 已 天, 与 47D 分 
别 切 于 正光 .显然 PO // EF // KL. 设 AB、AC 
的 中 点 分 别 为 M、N, 则 直线 MN 也 通过 4D 的 中 
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点 .再 设 了 CBh 的 平分 线 及 二 DC4 的 平分 线 分 别 与 直线 MN 交 于 U、V, 则 VU、V 
是 两 个 定点 ,由 例 5.2.3, 直 线 EF 通过 点 U, 直 线 KL 通过 点 了 .注意 到 直线 PQ 
同时 通过 醚 与 三 的 中 点 ,所 以 ,直线 PO 通过 UV 的 中 点 X, 这 是 一 个 不 依赖 于 
点 D 的 定点 . 


例 5.2.3 设 1 是 人 4BC 的 内 心 ,E 是 全 4BC 的 外 接 圆 上 BC( 不 含 点 4) 的 
中 点 ,下 是 边 BC 的 中 点 , M、N 分 别 是 线段 BI、EF 的 中 点 ,MN 与 BC 交 于 护 D. 
求证 :ADM = MDB. (中国 国家 队 培 训 ,2006) 

证 明 ”如 图 5.2.4 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(B1), 设 A 一 4', 则 4’ 在 直线 BC 上 ,44' | 
BI, 人 M44' = 44A'M. 熟 知 EB = EJ1, 而 MM 为 
BI 的 中 点 ,所 以 , ME | BI, 因 此 ME // 44' ,从 而 
AEM = 人 E44'. 另 一 方面 ,由 EF | BC， 
ME BT 知 ,MB ER 四 点 共 圆 ， 所 以 
AMR = AEBF = /AEAC = /BAl, 
FEM =/FBI = /LAIBA, 因此 ,人 MER cm 图 5.2.4 
人 4B1, 而 MN 分 别 为 BI、EF 的 中 点 ,所 以 人 NMF = 人 NM41. 又 人 MB = 
LMEB = AAEM = /FAA’', A NMF = MA, PW LMDB = MEFB + 
NMF = 144 + 人 MAI = MAA'. 从 而 4.M、D、A' 四 点 共 圆 , 于 是 
MDB = LMAA’' = /AA'M = /ADM. 

我 们 看 到 ,这 个 证 明 非 常 顺 畅 .而 从 轴 反 射 变换 的 角度 来 讲 , 其 思路 又 是 相 
当 上 自然 的 . 

例 5.2.4 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 一 B47D. 在 CD 上 取 一 点 E， 
BE 与 4C 相交 于 F, 延 长 DF 交 BC 与 6G. 求证 :人 人 GAC = 人 RMMC. (全国 高 中 数学 
联赛 ,1999) 

证 明 ”如 图 5.2.5 所 示 , 设 4C 与 BD 交 于 
KK. 对 全 BCD 和 点 FF 用 Ceva 定理 ( 见 6.3), 有 


CG .BK .DE _ 
CG .2 .LK = 1. 又 在 全 48D 中 ,由 角 平分 线 


性 质 定理 ,有 2 = 省 ,所 以 EE .jE = 
1. 作 轴 反射 变换 S(4C), 设 8B 一 B8',G 一 G', 则 
B' 在 直线 4D 上 ,6 在 CB' 上 ,日 B'4 = B4， 
CG' = CG,GC'B = GB. 于 是 
Ce BA.DE CG.BA.DE 
GB AD EC ~ GB 4D EC ~ 
由 Menelaus 定理 , G'、4、E 三 点 共 线 , 即 G' 在 直线 4 五 上 . 故 
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LGAC= LCAC = LEAC 

本 题 在 第 4 章 曾 给 出 过 一 个 证 明 ( 命 题 4.2.2). 这 里 利用 轴 反 射 变换 将 其 
转化 成 了 一 个 易于 用 Menelaus 定理 处 理 的 三 点 共 线 问题 . 

例 5.2.5 设 公 4BC 的 三 边 长 分 别 为 4.b6、c,b < c,AD 平 分 人 BA4C, 点 DD 
在 边 BC 上 . 

(1) 求 在 线段 4B、4C 内 分 别 存在 点 E、F( 不 是 顶点 ) 满足 BE = CF 和 
人 辽 BDE = 人 CDF 的 充分 必要 条 件 (用 角 A 、B、C 表示 ); 

(2) 在 点 和 F 存在 的 情况 下 ,用 a、b、c 表示 BE 的 长 .( 第 17 届 中 国 数学 
奥林匹克 ,2002) 

解 (1) 如 图 5.2.6 所 示 , 设 在 线段 4B 、4C 
内 分 别 存 在 点 E、F, 使 得 BE = CF, 人 BED = 
CDP. 作 轴 友 射 变 换 S$S(4D), 设 C 一 C0, 一 
后 , 则 C'、F 均 在 4B 上 ( 因 b < c), 且 CP = 
CF = BE, 一 FDC' = LFDC = 人 BDE. 由 第 3 
章 例 3.2.1 知 ,BD = DF' .但 DF = DF, 所 以 
BD = DF. 同样 ,DE = DC. 所 以 ,全 BDE 之 
和 人 FDC. 于 是 ,AB = /DFC. 但 人 DFC > 


DAF = 二 全 B4C, 因 此 ,如 > 2 LBAC. 


反之 , 设 人 B > 方 入 BAC, 由 b<c 知 了 CC > 一 8. 于 是 ,人 4DC 的 外 接 圆 


必 过 4 有 上 一 点 ,全 4BD 的 外 接 圆 必 过 4C 上 一 点 下 . 因 4D 平分 BAC ,所 以 
BD = DF ,DE = DC( 同 圆 中 ,相等 的 圆周 角 所 对 的 弦 相 等 ). 又 人 BDE = /BAC 
= FDC,PH BDE 2 AFDC,WMBE = FC,H /BDE = /CDF. 


综 上 所 述 ,所 求 充 分 必要 条 件 是 :一 有 > 7 BAC. 
(2) 在 E 和 FF 存 在 的 情况 下 ,由 (1) 的 证 明 可 知 ,全 DBE om 人 4BC. 而 由 三 
角形 的 内 角 平分 线性 质 定理 易 得 BD = > 和-, 即 角 = 一 .由 此 即 知 


b+ec’ b+ 


AB ~ b+tcec 
因 外 角 平 分 线 也 是 角 平 分 线 ,所 以 ,与 外 角 平 分 线 有 关 的 平面 几何 问题 ,也 
可 以 考虑 用 外 角 平 分 线 作 为 反射 轴 的 轴 反 射 变 换 处 理 . 
例 5.2.6 梯形 4BCD 中 ,4B // CD ,在 两 腰 4D 和 BC 上 分 别 存在 点 已 和 
0 ,使 得 ~4PB = 人 CPP ,408 = 人 CQD. 证 明 : 梯 形 的 两 对 角 线 的 交点 到 
P、Q 的 距离 相等 . (第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 
证 明 ”如 图 5.2.7 所 示 , 设 对 角 线 4C 与 BD 的 交 于 0, 作 轴 反 射 变换 
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S(AD), 设 C->C, 则 C'D = CD,C'P = CP, 且 由 4PB = 人 人 CPD 知 ,C' 在 
BP 的 延长 线 上 .延长 CD 交 PC' 于 EE, 则 PD 是 人 CPE 的 平分 线 , 且 个 PDE Cn 

PE PB PB _ 
= DE = 4 ， 于 是 本 = 


PB AB z AB B80 ， 
PC = Zn 叉 由 AB NA CD 有 7 = DD ,所 以 
BO 


BP _ BO / oP B80 _ 
PC 一 OD ,从 而 OP AN DC ;因此 一 BD 一 


_ AP _ i _ AB: CD 
AB + cD' 但 CD = CD, 所 以 OP = 4BCD: 


同 理 ,00 = 人 一 09. 故 OP = 00@. 图 5.2.7 

如 果 一 个 平面 几何 问题 并 没有 给 出 角 平 分 线 或 外 角 平 分 线 的 条 件 ,但 只 要 
隐 含 了 (外 ) 角 平 分 线 ( 如 三 角形 的 内 心 或 旁 心 等 ) , 则 我 们 同样 可 以 将 其 作为 
角 平 分 线 问 题 对 等 ,然后 尝试 用 轴 反 射 变 换 处 理 . 

例 5.2.7 在 全 4BC 中 ,4B > 4C, 过 4 作 人 4BC 的 外 接 圆 的 切线 1, 再 以 
4 为 圆心 , 4C 为 半径 作 圆 交 4B 于 D, 交 直线 1 于 E、F. 证 明 : 直 线 DE 、DF 分 别 
通过 全 ABC 的 内 心 与 一 个 旁 心 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,2005) 

证 明 如 图 5.2.8 所 示 . 因 4E = AF = 
4D, 所 以 AD4 = 人 410D, DAh4 = 人 4DP. 
设 直线 DE 、DF 分 别 交 人 BAC 的 平分 线 于 TJ 
两 点 . 作 轴 反射 变换 S(4]), 因 4D = 4C ,所 以 
C 一 D, 设 B 一 B', 则 8B’ 在 4C 的 延长 线 上 , 旦 
LAB'D = /CBA = /CAE.FPH DB // EF. 
于 是 ,人 ACI = IDA = 人 A4AED = 人 人 B'DI = 
了 1CB, 即 CI 平分 人 4CB ,所 以 ,7 为 人 4BC 的 图 5.2.8 
内 心 . 又 了 BCJ = 人 JDB' = /LDFA = AADF = BDJ = JCB', 即 C7 为 
4C8 的 外 角 平 分 线 , 故 /为 全 4BC 的 A- 劳 心 . 

例 5.2.8 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 另 一 
圆 的 圆心 在 4B 上 ,是 与 四 边 形 的 其 余 三 边 相 
切 . 求 证 :4D + BC = 4B.( 第 26 届 IMO,1985) 

证 明 ”如果 4D // BC , 则 结论 显然 成 立 ; 
如 果 4D 六 BC ,如 图 5.2.9 所 示 , 设 4D 与 8C 的 
延长 线 交 于 EE, 且 位 于 48B 上 的 圆心 为 0, 则 OF 
是 一 45B 的 角 平 分 线 . 

作 轴 反射 变换 S(OE), 设 4 一 A',B 一 8B'， 


EC 
全 PAB, 所 以 0 
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则 4'、B’ 分 别 在 直线 BC、4D 上 , 且 4'8 = 4B' ,4'8' 过 点 0( 若 4 = B, 则 
B= 4. 不 妨 设 4' 在 线段 BC 上 , 则 B' 在 D4 的 延长 线 上 ), 晶 人 B = 一 B. 因 
四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 所 以 人 人 CDE = 人 B, 因 此 ,人 CDE = 一 有 ,从 而 CD 
4'B' ,于 是 人 4'OC = 人 人 DCO .但 人 DCO = 0C4’ ,所 以 一 4'0C = 0C4', 因 
而 C4 = 04 = 04. 同 理 ,B'D = 0B. 又 4'B = 4B', 故 
AD + BC = AD+ BA +A'C = AD+ AB' + 04 = 
B'D+ 04 = OB+ 04 = AB 

本 题 即 例 4.5.7, 那 里 曾 用 旋转 变换 给 出 了 它 的 一 个 证 明 ( 也 是 流行 的 一 个 
纯 几 何 证 法 ). 这 里 用 轴 反 射 变换 给 出 的 证 明 则 给 人 以 耳目 一 新 之 感 . 

例 5.2.9 设 和 .NN 分别 为 四 边 形 4BCD 的 边 BC 、47D 的 中 点 ,直线 4B 、CD 
分 别 与 直线 MN 交 于 EF. 证 明 :4B = CD 的 充分 必要 条 件 是 人 BEM = 
MFC. 

本 题 即 例 3.2.8, 例 3.3.10, 例 4.1.4. 我 们 曾 用 平移 变换 与 中 心 反 射 变换 给 
出 了 四 种 证 法 .这 里 再 用 轴 反 射 变换 给 出 它 的 一 个 新 颖 别致 的 证 法 . 

证 明 ”如 图 5.2.10 所 示 , 设 直线 45 与 CD 
交 于 P, 作 和 人 BPC 的 平分 线 PT,T 在 BC 上 . 显 
然 ,; 人 BEM = 了 人 MFCMN // PT. 因 而 只 需 证 
明 4B = CDoMN /PT 即 可 . 

作 轴 反射 变换 S(PT), 设 C 一 CD 一 
D' , 则 C' 、D' 皆 在 直线 4B8 上 ,上 且 CD = CD. 再 
设 C'C、D'D 分 别 与 PT 交 于 天 江 , 则 天 人 江 分 别 
为 C'C、D'D 的 中 点 ,而 M、N 分别 为 BC、4D 的 图 5.2.10 


中 点 ,所 以 ,MK // 广 BC' ,NL // 4D' 生 MK = BC',NL = 二 4D' .于 是 
AB = (CD 所 48 = CD AD' = BC 
NL = MKOMN // PT BEM = /MFC 

如 果 问 题 涉 及 两 条 或 更 多 的 (外 ) 角 平 分 线 , 则 可 能 需 作 两 个 或 更 多 的 轴 
反射 变换 ( 非 变 换 之 积 ) 方 能 解决 问题 . 

例 5.2.10 设 圆 外 切 四 边 形 有 一 组 对 边 
相等 .证 明 :圆心 到 另 一 组 对 边 的 中 点 的 距离 相 
等 . (第 31 届 IMO 预选 ,1990) 

证 明 如 图 5.2.11 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 
外 切 于 1, MN 分 别 为 BC、A4D 的 中 点 , 且 


， SCIB) SCIC) 
AB = CD. 设 4 A',D D', 则 4’、 


D' 都 在 直线 BC 上 , 旦 4'B8 = 4B,CD’' = CD ,于 


214 


Geometric transformations and their applications 


是 BD' = 4'C. 而 以 为 BC 的 中 点 ,所 以 ,以 亦 为 4'D' 的 中 点 . 而 圆 外 切 四 边 形 的 
对 边 之 和 相等 ,所 以 4'D' = A'B+ CD -BC = AB+CD-BC =AD.X14 =14, 
ID' = 万 ,于 是 ,人 4 有 历 ' 名 八 41D. 因 全 等 三 角形 的 对 应 中 线 相等 , 故 IM = 
IN. 

例 S.2.11 证 明 Urquhart 定理 :在 凸 中 边 形 4BCD 中 ,直线 48 与 CD 交 于 
点 五 ,直线 BC 与 4D 交 于 点 下 .如果 4B + BC = CD + D4, 则 AE + EC = 
CF +FA. 


证 了 明 ”如 图 5.2.12 所 示 . 设 了 EBF 的 平分 S/ 
SCBIY SCDI) 


线 与 人 EDF 的 平分 线 交 于 1 C 一 K,C-—>L， 
则 BK = BC,LD = CD,{B AB + BC = CD+ 
DA, 所 以 AK = 4 ,而 天 =7C= 瑟 ,所 以 网 重 
直 平 分 了 KL, 于 是 ,4 为 人 EAF 的 平分 线 . 且 
EKT = ILF,， 这 样 ,人 人 ICF = 人 EKI = 
1PF = 人 ECI, 因 此 ,CI 平分 人 人 ECF, 从 而 在 
在 一 个 以 71 为 圆心 的 圆 与 BF 、ED 、A4E 的 延长 线 
及 hF 的 延长 线 都 相 切 . 设 这 个 圆 与 直线 4B、BC、CD、D4 的 切 点 分 别 为 忆 .O、 
RS,W ER = EP, 于 是 AE + EC = AE + ER+ RC = AE + EP+ RC = AP+ RC. 
同 理 ,AF + FC = AS+ 0C. 但 4AP = AS,0C = RC, 帮 AE + EC = CF + FA. 

Urquhar 定理 曾 被 作为 第 18 届 (2001 年 ) 盆 朗 数学 奥林匹克 试题 . 

像 上 面 这 几 个 问题 ,如果 仅 实施 一 个 轴 反 射 变换 是 难以 解决 问题 的 .但 同 
时 实施 两 个 轴 反 射 变 换 ,问题 即 迎 刃 而 解 . 

下 面 的 例 5.2.12 则 需 同 时 施 以 多 个 轴 反 射 变换 . 

例 $.2.12 锐角 公 4BC 的 三 条 高 是 AD、BE、CF, 它 的 内 切 圆 分 别 与 边 
BC、C4 、4B 切 于 P、Q、R, 考 虑 直线 EF 、FD 、DE 分 别 关 于 直线 OR、RP、P0Q 的 
对 称 直 线 . 求证 : 三 条 对 称 直线 构成 的 三 角形 的 三 个 顶点 在 全 4BC 的 内 切 圆 
上 .( 第 43 届 IMO ,2002) 

证 明 如 图 5.2.13 所 示 . 设 直线 EF、FD .DE 分 别 关 于 直线 OQR、RP、PQ 


S(A7) SC BI) S( C7) 


的 对 称 直 线 为 hl、b3.1 为 全 4BC 的 内 心 ,P 一 一 > P',0 一 一 -> 0',R 
R', 则 点 已 、O 、R' 篆 在 人 4BC 的 内 切 圆 上 .再 设 直线 BI、C1 与 直线 QR 分 别 交 
于 MM、N. 因 

] 


LOM1 = LARQ - LABM = 9p - LBAC -LCBA = 


图 5.2.12 


FLACB = 一 OC7 
所 以 ,M 、O、 IT、C 四 点 共 圆 ,而 10 1 C0, 故 BM | MC, 于 是 ,点 戏 在 以 BC 为 直 
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图 5.2. 13 
径 的 圆 上 . 同 理 ,点 入 也 在 以 BC 为 直径 的 加 上 .显然 ,E、F 都 在 以 BC 为 直径 的 
加 上 ,因此 ,8、C、.M、E、FRN 六 点 共 加 .于 是 


LCEM = /CBM - CBA - 人 AEF 


S(EM) 


即 直 线 EM 平分 人 A4EF. 设 0 
MO = MO .又 

LOMN = 2 EMN = 2/ ECN = /ACB = 

2 NCB = 2 NMB = /NMOQ' 

故 0'、Q0' 关于 直线 QR 对 称 ,这 说 明 0' 是 直线 1 与 公 4BC 的 内 切 圆 的 交点 ,由 
对 称 性 , 0’ 也 是 直线 4 与 公 4BC 的 内 切 圆 的 交点 , 即 0' 是 4 与 1 的 交点 . 同 
理 , R' 是 直线 4 与 岂 .的 交点 , 忆 是 直线 4 与 1 的 交点 ,1 与 人 4BC 的 内 切 圆 的 
交点 . 换 句 话说 ,直线 1, 与 5 的 交点 ,直线 六 与 的 交点 ,直线 六 与 2 的 交点 ， 
都 在 人 48BcC 的 内 切 圆 上 . 


0 , 则 点 0 在 直线 EF 上 , 且 MO' = 


5.3 ”垂直 与 轴 有 反射 变换 


当 一 个 角 变 成 平角 时 ,其 角 平 分 线 也 就 变 成 了 垂 线 . 此 时 ,如果 以 直角 的 一 
边 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 另 一 边 所 在 直线 不 变 . 因 此 ,对 于 有 直角 或 垂直 条 
件 的 平面 几何 问题 ,我 们 即 可 以 考虑 用 轴 反 射 变换 去 探求 其 证 明 . 反射 轴 即 互 
相 垂 直 的 两 条 直线 之 一 . 

例 5.3.1 设 4D 是 全 4BC 的 一 条 高 , 互 是 直线 4D 上 的 一 点 , 且 人 BEC = 
180p - BAC. 求 证 :8H 是 全 ABC 的 垂 心 . 

证 明 ”如 图 5.3.1,5.3.2 所 示 , 作 轴 反 射 变换 5S(BC), 设 H 一 F 吉 , 则 邓 在 
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直线 4D 上 ,自作 H'BC = /CBH, 人 人 CH'B = 人 BHC = 180p - BAC. 后 一 等 
式 说 明 4、B、H'、C 四 点 共 圆 ,因此 ,HAC = 人 HBC = 人 CBH, 邮 人 DAC = 
了 CBH. 于 是 , 设 直 线 BH 与 4C 交 于 E, 则 EA、B、D 四 点 共 圆 ,所 以 人 AEB = 
4DB = 90, 即 BH | Ch. 故 HH 是 全 4BC 的 重心 . 


4 万 


D 


\、 | 
B D C \ | pd 
~、| 一 \ | 
~、 -一 pa 
J 一 Np 
五" ad 
图 5.3.1 : 图 5.3.2 


例 5.3.2 设 锐角 全 4BC 的 外 心 为 0, 从 顶点 4 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 为 也 ， 
且 了 BCA > 4BC + 30. 求 证 :了 C4B + 了 DOC < 90p. (第 42 届 IMO ,2001) 
证 明 ”如 图 5.3.3 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(tAD), 设 0 一 0', 则 0'D = 0D, 人 040' = 
2 了 04D. 易 知人 DAC = 人 B40 = 了 0B4 ,于 是 
LO04AD = 人 04C - LDAC = 
/ACO - LA0BA = 
LACB - /CBA > 30 
所 以 ,和 人 人 040' > 60P ,因此 ,00' > 04 = 0C, 从 
而 人 0'CO > 00'C. 这 样 便 有 图 5.3.3 
LO'CD > 人 0'CO > LO0'C > LDO'C 
即 了 O00'CD > 了 DO'C, 进 而 有 0'D > DC, 但 0D = 0'D, 所 以 0D > DC ,因此 


Doc < 人 OCD. 再 注意 CAB + 人 OCD - FLBOC + 了 0CD = 90 即 得 


LCAB + LDOC < LCAB + LOCD = 90F 

例 5.3.3 在 锐角 公 4BC 中 ,AB < 4C， 

4 是 边 BC 上 的 高 ,P 是 线段 4D 上 一 点 .过 P 

作 PE 1 4C , 垂 足 为 歼 , 作 PF | 48B , 垂 足 为 下 

O01、02 分 别 是 全 BDF、 全 CDE 的 外 心 . 求证 : 

O01\02、E\F 四 点 共 圆 的 充 要 条 件 为 P 是 
人 4BC 的 垂 心 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,2007 ) 

证 明 如 图 5.3.4 所 示 , 由 PD | 8C， 

PF | AB 知 B.D、P、F 四 点 共 圆 , 且 BP 为 其 直 
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径 , 所 以 全 BDF 的 外 心 0 是 BP 的 中 点 . 同 理 ,C、D、P、E 四 点 共 圆 ,有 旦 0; 是 的 
CP 中 点 .因此 010; ] BC, 所 以 人 O001P = 人 人 CBP. 

充分 性 . 设 PP 是 和 公 ABC 的 垂 心 , 由 于 PE 1 AC,PF 1 4B, 所 以 B、O1、P、 
EE 四 点 共 线 ,C、02、.P、F 四 点 共 线 ,B.C.E、F 四 点 共 圆 . 于 是 由 
LOO01P =/ACBP 得 OOIE =LCBE = LCFE = /OFE, 故 O01、02\E、 
正四 点 共 圆 . 

必要 性 .因为 0| 是 Rt 全 BFP 的 斜 边 PB 的 中 点 , 0, 是 Rt 全 CEP 的 斜 边 PC 
的 中 点 ,所 以 一 PO = 2 了 PBA, 人 O02EC = 人 AhCP. 因 为 4、F、E、P 四 点 共 
圆 ,所 以 一 FEP = 人 FhP. 于 是 

LOOiF = LOOIP+ LPOIF = LCBP +27PBF = /CBA + LPBF 
LFEO, = LFEP + /PEO, = LFAP + 9% - /OEC = 
/FAP + 9 - /ACP 
这 样 , 若 01、02、E、F 四 点 共 圆 , 则 人 人 001F, 人 FE0，= 180 .因而 有 
LCBA + LPBF + /FAP + 0 - /ACP = 180 

再 注意 CBh + 了 FhP = 90 即 得 PBF = 人 4CP ,也 就 是 PBA = 人 ACP. 

作 轴 反射 变换 S(4D), 设 B 一 B', 因 4B < 4C,4D | BC, 所 以 BD < CD， 
于 是 B’' 在 线段 DC 上 , 且 人 PB'B = CBP, 人 AhB'P = 人 PBA. 因 人 PBA = 
A4CP, 所 以 一 4B'P = ACP, 从 而 4、.P、.B'、C 四 点 共 圆 .于 是 人 PB'B = 
/PAC = 90F - /ACB,BWALCBP = 90F -一 46CB ,所 以 BP | AC.Wm AP | BC, 
故 PP 是 公 ABC 的 垂 心 . 

例 5.3.4 设 D.EFF 分 别 为 Rt 全 4BC(C 为 直角 顶点 ) 的 三 边 BC、C4 、4B 
上 的 点 , 4D、BE、CF 交 于 一 点 .求证 :CDA = 人 FDB 当日 仅 当 4E = 2EC. 

证 法 1 如 图 5.3.5 所 示 , 因 4D、BE、CF 交 于 一 点 ,所 以 ,由 Ceva 定理 ， 


BD CE AF 24 j, , 则 D' 在 BC 的 延长 线 上 , 且 C 为 DD' 的 中 


pe BAFB-1D 
点 ,一 六 = 和 CD4. 于 是 
ACD4 = AFDBEL/D’ -= 一 1DpBpFDIA 4D 一 


AF DD AF 2DC _ 2 
FB~ DB 全 FF YY BD 
CE 1 _ 
Fy = FAE = 2EC 


S(BC) 


证 法 2 如 图 5.3.6 所 示 , 设 4 4' , 则 4' 在 直线 C4 上 ,日 Ch = 
CA,C4' = 二 4'4, 因 4D、BE、CF 交 于 一 点 ,由 Ceva 定 理 BD .CE .AF _| 


"DC EA FB 
于 是 ,由 Menelaus 定理 即 得 
了 CDA = FDBoF.D、h' 三 点 共 线 一 
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CA'’ AF BD _, CE C4 CE _1 jp 
AA'FB DC IEA = AASEA = 22 = EC 
4 B 
/ 
\ , 
\ 4 F 
F \ 4 
E\ > 
\ a 
AAA 志 
B Dp CC pp 4 C E 4 
图 5.3.5 图 5.3.6 


例 5.3.5 在 锐角 公 4BC 中 ,4D 是 BC 边 上 的 高 ,P 为 4D 上 一 点 ,直线 BP 
交 4C 于 E,CP 交 A4B 于 F. 求 证 :人 人 EDA = 人 ADF. 

证 明 ”如 图 5.3.7 所 示 . 作 轴 反射 变换 4 
S(4AD), 设 CC 一 C',E 一 FEF', 则 C’' 在 直线 BC 过 


上 ,FF 在 4C' 上 , 且 DC' = DC,C'E = CE, MSN 
有 4 = Eh. 因 AD、BE、CF 交 于 一 点 ,由 Ceva 定 IN 
1,. 而 D、E'、F 玉 分 别 为 全 4ABC' 的 边 BC' 、C'4、 4B 5 C' D C 
所 在 直线 上 的 点 , 且 其 中 一 点 在 边 的 延长 线 上 ， 图 537 
另 两 点 在 边 上 .由 Menelaus 定理 ,DE' 下 三 点 
共 线 ,也 就 是 说 ,点 EF' 在 直线 DF 上 .而 一 尼 Dh4 = 人 人 EDA, 帮 人 EDA = 人 4DF. 

本 题 作 为 例 5.2.4 的 特例 , 曾 先 后 被 1958 年 举行 的 第 18 届 普 特 南 (Putnam) 
数学 竞赛 .1987 年 举行 的 首届 “友谊 杯 ” 国 际 数学 竞赛 .1993 年 举行 的 第 3 届 澳 
门 特别 行政 区 数学 竞赛 .1994 年 举行 的 第 26 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 、2001 年 举 
行 的 第 14 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 、2003 年 举行 的 第 52 届 保 加 利 亚 数学 奥 林 匹 
克 选 作 试题 .在 前 后 46 年 的 时 间 里 6 次 被 选 作 竞赛 试题 ,这样 的 题目 恐怕 是 绝 
无 仅 有 的 ,足见 本 题 是 有 一 定 难度 的 .但 上 述 证 明说 明 ,如 果 将 其 作为 垂直 问题 
用 轴 反 射 变 换 处 理 ,分别 用 一 次 Ceva 定理 与 Menelaus 定理 , 则 其 证 明 又 显得 特 
别 简单 . 

如 果 问 题 涉 及 某 条 线 跋 的 垂直 平分 线 , 则 以 这 条 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 
反射 变换 ,问题 往往 也 很 快 得 到 解决 . 

例 5.3.6 证明: 如果 四 边 形 有 一 个 角 是 直角 ,和 且 两 对 角 线 相等 , 则 对 边 的 
垂直 平分 线 的 交点 与 该 直角 顶点 共 线 . 

证 明 ”如 图 5.3.8 所 示 , 设 在 四 边 形 4BCD 中 ,一 B = 90p,4C = DBD,48 的 
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垂直 平分 线 与 CD 的 垂直 平分 线 交 于 已 ，4 A 
BC 的 垂直 平分 线 与 4D 的 垂直 平分 线 交 | 
于 0. 以 BC 的 垂直 平分 线 为 轴 作 轴 反 射 
变换 , 则 8 一 CC. 设 4 一 4 , 则 四 边 形 
ABCAh' 为 矩形 . 因 4B 与 4'C 有 公共 的 垂 
直 平 分 线 , BC 与 44' 有 公共 的 垂直 平分 2 
线 , 所 以 P 为 CD 的 垂直 平分 线 与 4'C 的 
垂直 平分 线 的 交点 ,0 为 44' 的 垂直 平分 图 5.3.8 
线 与 4D 的 垂直 平分 线 的 交点 ,因此 ,P 为 人 4CD 的 外 心 ,0 为 4D4 的 外 心 , 从 
而 P、0 都 在 4D 的 垂直 平分 线 上 .又 BA4' =4C = BD, 所 以 BP 也 在 4D 的 垂直 平 
分 线 上 , 故 P、.0、B 三 点 共 线 . 

本 题 的 结论 是 三 点 共 线 ,如 车 不 作 轴 反射 变换 ,要 证 明 这 一 结论 还 真 不 容 
易 . 但 考虑 到 条 件 涉及 诸多 垂直 平分 线 , 并 和 且 还 有 一 个 直角 ,这 样 ,我 们 以 联系 
直角 的 一 边 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 ,巧妙 地 通过 证 明 三 点 都 在 某 
条 定 直 线 上 而 达到 了 目的 . 

有 些 垂直 问题 可 能 需 作 两 次 轴 反 射 变换 ( 非 变 换 之 积 ) 或 根据 问题 的 其 他 
特征 结合 其 他 几何 变换 方 能 解决 问题 . 

例 5.3.7 凸 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C、BD 垂直 相交 于 0 , 且 04 > 0C， 
08 > 0D .求证 :BC + 4D > 4B + CD. 


_ ， SC BD 
证 明 ”如 图 5.3.9 所 示 , 设 C (BD) 
S(AC) 


C0", 


D D: , 则 由 4C | BD,0A > 0C,0B > 
0D 知 ,C 在 04 上 ,六 在 08 上 .又 0O 既 为 CC 
的 中 点 ,也 为 DD' 的 中 点 ,所 以 ,CD = 人 CD. 在 
四 边 形 4BD'C' 中 ,显然 4D' + BC > 48 + 
C'D' ,而 4D' = 4D,BC' = BC, 故 
BC + AD > AB + CD 

例 5.3.8 在 四 边 形 4BCD 中 ,已 知 4B / 
CD ,AC | BD. 求 证: 

(1)AD . BC > AB CD; 

(2)AD + BC > AB + CD. 
(罗马 尼 亚 数 学 奥 林 匹 区 ,1997) 

证 明 ” 先 证 (2). 如 图 5.3.10 所 示 , 作 2 
轴 反 射 变换 S(4C) , 设 刀 -> 六 , 则 由 4C |“ 
BD 知 点 六 在 8D 上 , 且 4D' = 4D,CD' = 图 5.3.10 
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CD .再 作 平 移 变 换 T(DB), 则 D> B. 设 CC', 则 由 4B /CD 知 C' 在 4 的 
延长 线 上 ,和 且 CB = CD = CD',C'C/ BD. 因 此 ,四 边 形 BC'CD' 是 一 个 等 腰 梯 
形 , 所 以 BC = D'C' .于 是 
4D+BC=4D+DC >4C = AB+ BC' = AB + CD 
再 证 (1). 由 (2) 有 (4D + BC) = (4AB + CD)*, 即 
AD’* + BC* + 2AD . BC > AB* + CD* + 2AB. CD 
但 由 4C 上 BD 及 人 勾 般 定理 易 知 
4D + BC* = AB* + CD? 
故 4D. BC>4B. CD 

因为 三 角形 的 垂 心 是 三 角形 的 三 条 高 线 的 交点 ,所 以 ,如 果 问 题 涉及 三 角 
形 的 垂 心 , 则 即 可 考虑 用 轴 反 射 变 换 处 理 , 反 射 轴 可 以 是 三 角形 的 某 条 高 ,也 可 
以 是 三 角形 的 某 条 边 . 

例 5.3.9 由 平行 四 边 形 4BCD 的 顶点 4 引 它 的 两 条 高 4E .4F, 设 4C = 
a,EF = b, 求 点 4 到 个 4AEF 的 垂 心 8 的 距离 . 

本 题 即 第 3 章 例 3.1.9, 亦 即 例 3.5.7, 我 们 曾 将 其 作为 平行 四 边 形 问 题 和 
垂 心 问题 用 平移 变换 先后 给 出 了 它 的 四 种 解法 .这 里 再 作为 垂 心 问题 用 轴 反 射 
变换 给 出 一 种 新 的 解法 . 

解 如 图 5.3.11 所 示 , 作 轴 反射 变换 
SC(AE),; 设 H->H, 则 二 、HF 三 点 共 线 , 且 
LAH'E = /AHE = 180 - /AFE 
所 以 ,H' 在 个 4EF 的 外 接 加 上. 又 EH = 
EH = CF,HF// EC, 所 以 ,四 边 形 H'ECF 是 地 
一 个 等 腰 梯 形 ,因此 ,PC = EF = 5b. 而 4C 为 8 5 C 


全 4EF 的 外 接 圆 的 直径 ,所 以 ,4H 上 H'C. 青 
由 4H = 4H’' 及 人 勾 股 定理 即 得 图 5.3.11 


AH = AH' = VAC -HC =Va -bb 

例 S.3.10 证 明 : 三 角形 的 顶点 到 重心 的 距离 等 于 其 外 心 到 对 边 中 点 的 
囊 离 的 两 售 . 

本 题 即 例 3.5.5, 那 里 作为 垂 心 问题 用 平移 变换 给 出 了 两 个 证 明 ,这 里 再 用 
轴 反 射 变换 给 出 一 个 新 颖 的 证 明 . 

证 明 如 图 5.3.12 所 示 , 设 .0 、M 分 别 是 全 4BC 的 重心 、. 外 心 和 边 BC 
的 中 点 . 则 OM | BC, 所 以 ,OM 即 人 4BC 的 外 心 到 边 B8C 的 距离 . 作 轴 反射 变换 
SCBC), 设 已 一 下 ,0 一 0 , 则 下 在 人 4BC 的 外 接 加 上 ,WY 为 00' 的 中 点 ,所 
以 ,OH = 04,00 = 20M. 又 00'H'H 为 等 腰 梯 形 , 所 以 人 O'HH' = 
一 4450 = 人 04H, 因 此 ,0'H // 04. 又 00' // 4H ,于 是 四 边 形 400'H 是 一 个 
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平行 四 边 形 , 故 4H = 00' = 20M. 

例 5S.3.11 在 锐角 公 A4BC 中 ,AC > 
一 有 ,点 也 在 BC 边 上 ,使 得 一 4DB 是 钝 角 , HH 是 
全 ABD 的 垂 心 ,点 在 全 4ABC 内 部 且 在 公 ABD 
的 外 接 圆 上 .求证 :点 记 是 人 4BC 的 重心 的 充 
分 必要 条 件 是 HD // CE, 昌 点 有 在 全 4BC 的 外 
接 圆 上 . (第 14 届 中 国 数学 奥林匹克 ,1999) 

证 了 明 ”必要 性 .如 图 5.3.13 所 示 , 因 是 
从 ABC 的 惟 心 ,所 以 AEB + 人 人 ACB = 180 .又 
有 是 人 4BD 的 垂 心 , 所 以 一 4DB + 人 AHB = 
180P, 而 点 EF 在 全 4BD 的 外 接 圆 上 ,所 以 
4FB = 4DB. 由 此 即 知 AHB = 一 4CB， 
故 A4、B、H、C 四 点 共 圆 . 换 句 话说 , 点 娓 在 
全 ABC 的 外 接 圆 上 .至 于 HD /CE 则 是 显然 
的 ,因为 它们 都 垂直 于 4B. 

充分 性 . 设 HD // CE, 且 在 公 4BC 的 外 


图 5.3.13 


接 圆 上 . 仍 见 图 5.3.13, 由 瑟 为 人 ABD 的 重心 ,ED // CE 知 CE | 4B. 作 轴 反 
射 变换 S(4B), 设 EA 一 户 , 则 EF’、EC 三 点 共 线 , 且 有 BAE' = 人 BAE， 
/BFB'4 = 人 BEA. 于 是 , 因 昌 为 全 ABD 的 重心 ,点 瑟 在 全 4BC 的 外 接 贺 上 ,上 且 点 
E 在 公 4BD 的 外 接 圆 上 ,所 以 BEB4 = BEA = 人 BDA = 18CP -BHA = 
180? -了 BCA, 从 而 EF’ 在 会 4BC 的 外 接 吕 上. 因此 ,BAE = 人 BAE' = 
了 BCE' .但 CE | 4B, 所 以 ,AE | BC. 故 为 全 4ABC 的 垂 心 . 

在 上 面 三 个 例子 中 ,我 们 都 用 到 了 “三 角形 的 重心 关于 边 的 对 称 点 在 三 角 
形 的 外 接 圆 上 ”这 一 事实 .实际 上 ,许多 与 三 角形 的 重心 有 关 的 问题 都 与 这 个 
事实 有 关 . 另 外 ,如 果 我 们 将 非 直角 三 角形 的 三 高 线 足 所 构成 的 三 角形 称 为 原 
三 角形 的 垂 足 三 角形 , 则 我 们 在 处 理 三 角形 的 垂 心 问题 时 ,经常 还 会 用 到 锐角 


三 角形 的 如 下 性 质 : 

锐角 三 角形 的 三 边 是 其 垂 足 三 角形 的 三 外 
角 平 分 线 . 

例 5.3.12 锐角 全 4BC 的 三 条 高 分 别 为 
4D 、BE、CF .求证 


EF + FD + DE < (BC+ CA+ AB) 


证 明 ”如 图 5.3.14 所 示 , 注 意 人 CDE = 
了 FDB , 作 轴 反射 变换 S(BC), 设 E->E', 则 
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E' 沁 、 下 在 一 条 直线 上 , 且 DE' = DE, 所 以 ,DE + FD = EF, 又 E、F 丝 在 以 
BC 为 直径 的 圆 上 ,所 以 E' 也 在 这 个 阅 上 ,从 而 E'F < BC, 即 DE + FD < BC. 
同 理 , EF + DE < Ch, FD + EF < 4B, 三 式 相 加 如 得 欲 证 .等 式 成 立 当 日 仅 当 
公 ABC 为 正三 角形 . 

例 S.3.13 以 人 4BC 的 边 BC 为 直径 作 半 圆 分 别 与 48 、 4C 交 于 D、E, 分 
别 过 D、E 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 下 、C,DC 与 EF 交 于 A 以 .求证 :4M | BC. 

证 明 ”如 图 5.3.15 所 示 , 由 条 件 知 ,BE | 
AC,CD | 4B. 于 是 , 设 BE 与 CD 交 于 HH, 则 了 HH 
为 全 4ABC 的 甜心 .再 设 48H 交 BC 于 K, 则 4AH | 
BC . 作 轴 反射 变换 5S(B8C), 设 EE 一 EF, 则 EF'、 
KD 三 点 共 线 , 且 和 由 EG | BC 知 6 为 EE' 的 中 
点 .于 是 , 设 DE 与 4K 交 于 4L, 则 由 KL/ EE 
知 , DG 过 多 的 中 点 . 同 理 ,EF 也 过 了 的 中 点 . 
这 说 明 DG 与 EF 的 交点 是 拒 的 中 点 . 换 句 话 
说 ,点 有 在 4K 上 ,而 AK 1 BC, 故 AM | BC. 

在 这 两 个 例子 中 ,前 一 例 是 2002 年 举行 的 首届 中 国 女子 数学 奥林匹克 试 
题 ,当时 公布 的 参考 解答 用 到 了 复杂 的 三 角 函 数 运算 , 而 这 里 用 办 反射 变换 给 
出 的 解答 则 显得 甚 为 简单 ;后 一 例 曾 在 1991 年 举行 的 第 17 届 俄 罗斯 数学 奥 林 
匹克 作为 试题 ,$5 年 后 1996 年 又 被 选 作 中 国 国 家 队 选 拔 考 试 试题 ,其 时 本 
例 早已 流传 到 国内 ,这 充分 说 明 本 题 是 有 难度 的 .这 里 利用 三 角形 的 垂 心 的 性 
质 ,通过 轴 反 射 变换 给 出 的 证 明 可 以 说 简单 .新颖 而 别致 . 


5.4 圆 与 轴 反 射 变 换 


图 ,既是 诈 转 对 称 ( 包 括 中 心 对 称 ) 图 形 ( 旋 转角 可 以 任意 选取 ) ,也 是 轴 对 
称 图 形 (过 圆心 的 任意 一 条 直线 都 是 它 的 对 称 轴 ) .因此 ,图 是 平面 上 最 具 对 称 
性 的 有 限 图 形 , 其 优美 的 性 质 也 大 大 地 丰富 了 平面 几何 内 容 .可 以 说 ,如 果 没 有 
,平面 几何 将 点 然 失色 .因而 平面 几何 中 与 加 有 关 的 问题 随处 可 见 .但 如 果 仅 
将 问题 中 的 图 视 为 袖 对 称 图 形 而 试 图 用 轴 反 射 变 换 处 理 , 则 因为 其 对 称 性 太 
好 ,我 们 反而 无 所 适 从 对 称 轴 太 多 .而 圆 和 直线 的 复合 图 形 作为 轴 对 称 图 
形 时 情形 就 不 同 了 一 -一 至 多 有 两 条 对 称 轴 (直线 不 过 圆心 时 只 有 一 条 ,直线 过 
圆心 时 有 两 条 ). 困 此 ,如 果 一 个 与 加 有 关 的 平面 几何 问题 的 结论 和 一 条 直线 紧 
密 联 系 在 一 起 , 则 我 们 就 应 该 考虑 用 轴 反 射 变换 处 理 , 反 射 轴 即 圆 和 直线 的 公 
共 对 称 轴 . 
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例 5.4.1 证 明 蝴蝶 定理 : 设 一 圆 的 圆心 0 在 已 知 直线 !/ 上 的 射影 为 M ,过 
M 任 作 圆 的 两 条 割 线 4B 、CD 交 圆 于 4、.B、C、 卫 ,再 设 直线 4D、BC 分 别 与 直线 
1 交 于 P、Q, 则 PM = MO0Q. 

证 明 ”如 图 5.4.1 ~ 5$.4.4 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(OM), 设 B->B, 则 B' 
仍 在 圆 上 , 是 BB’ // 1， PMB'’ = BBM = MBB'. 又 + MBB' = 
+ ABB’' = zx ADB’' = ¢ PDB' ,所 以 , + PMB' = x PDB' ,因此 ,P.M、B'、D 四 
点 共 圆 ,所 以 x MB'P = + MDP = -x BMO.X x PNHB' = -+ QMB,MB’ = 
MB, 于 是 ,全 PMB’' 和 人 0MB. 故 PM = M0Q. 


图 5.4.3 图 5.4.4 


蝴蝶 定理 是 平面 几何 的 近代 名 题 之 一 ( 因 其 图 示 的 形状 与 蝴蝶 的 怒 羽 有 
些 相 似 , 故 名 蝴蝶 定理 ) ,问世 于 1815 年 . 当年 是 作为 一 道 征 解 问题 出 现在 欧洲 
出 版 的 一 本 通俗 杂志 《男士 日 记 》 上 ,不 久 即 被 英国 的 一 位 自学 成 才 的 中 学 数 
学 教师 .数学 家 WW.C.Homer(1786 一 1837) 解决 .由 于 蝴蝶 定理 的 优美 结论 和 其 
所 包含 的 深刻 的 意义 ,引起 了 人 们 的 广泛 的 兴趣 . 自 1815 年 至 今 研 究 者 不 断 ， 
尤其 是 1973 年 一 位 美国 中 学 数学 教师 Steven 给 出 了 第 一 个 初等 证 明 以 后 ,蝴蝶 
定理 的 初等 证 明 便 争奇斗艳 , 接 中 而 至 . 上面 用 轴 反 射 变换 给 出 的 一 个 证 明 是 
其 各 种 初等 证 明 中 最 为 简捷 而 又 极 具 韵味 的 一 个 纯 几 何 证 明 . 

例 $5.4.2 设 ! 为 圆 卫 外 的 一 条 直线 ,了 的 圆心 0 在 ! 上 的 射影 为 W , 圆 六 
过 点 M 且 与 圆 卫 外 切 于 $, 圆 六 过 点 邮 且 与 圆 卫 内 切 于 7 了 , 圆 卫 ; 与 T 厂 分 别 交 
直线 7 于 另外 一 点 已 .0. 证 明 : 如 果 M、S、 了 三 点 共 线 , 则 PM = M0Q.( 全 国 高 中 
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数学 联赛 备 选 ,1993) 

证 明 如 图 5.4.5 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(OM), 设 S$S 一 5S,T 一 T, 则 5S'、T' 均 在 @0 
二 ,是 SS /TT' /LL. 过 切 点 5 作 圆 矿 与 站 的 
公 切 线 UV, 则 有 人 TT'S = 人 TSU = 人 人 MSV = 
LMPS.X LSIT = 人 SMWHP ,所 以 有、 SS、 卫 三 
点 共 线 , 即 P 在 直线 ST 上 . 同 理 , O 在 直线 S'T 


上 ,于 是 由 ST SO ST,PO 」 OM 即 知 


St OM 


在 本 题 的 证 明 中 ,我们 充分 地 利用 了 轴 反 射 变换 的 性 质 . 

例 $.4.3 ”在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 BD 既 不 是 平分 人 人 4BC ,也 不 平分 
达 CDh, 点 PP 在 四 边 形 的 内 部 ,满足 了 PBC = 了 DBA, 了 人 PDC = 人 DBD4. 证 明 : 
四 边 形 48CD 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 Ph = PC.( 第 45 届 IMO,2004) 

证 明 ”必要 性 .如 图 5.4.6 所 示 , 设 四 边 形 
ABCD 内 接 于 圆 .以 4C 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 
作 轴 反射 变换 , 设 BB 一 B',D 一 > D', 则 B8'、D' 皆 
在 圆 上 , 且 CB = AB,CD = AD,， 所 以 
ApB'DC = 人 4DB = 人 PDC, 这 说 明 B'、P、D 
三 点 共 线 , 同 理 ,D'、P、B 三 点 共 线 ,所 以 点 PP 
是 B'D 与 BD' 的 交点 ,因而 点 PP 在 4C 的 垂直 平 
分 线 上 . 故 PA = PC. 图 5.4.6 

充分 性 . 设 P4 = PC. 仍 如 图 5.4.7 所 示 . 分 别 延 长 BP、DP 与 人 BCD 的 外 
接 圆 交 于 D'、B', 则 有 人 PB'C = 人 DB'C = 人 DBC = 4BP,PDIC = 
BD'C = LBDC = LADP, 了 BPD = 人 B'PD'. 因 B、B'、D'、D 四 点 共 圆 ， 
LPBD = LPB’'D'’ ,所 以 ,人 人 PBD on 人 AP 六 .又 了 人 CBD = /CBP = /DBA, 
BD'C = /PDC = 人 4DB ,因此 和 人 ACB'D' mn 人 A4BD ,从 而 ,四 边 形 4ABPD 
四 边 形 CB'PP' .但 PC = 下 ,所 以 ,四 边 形 4BPD 四 边 形 CB'PD' .这 说 明 四 
边 形 4BPD 与 四 边 形 CB'PD' 关于 一 BPB' 的 平分 线 互 相对 称 .而 B、.B'、C、D'、 
D 共 圆 ,所 以 , B'、B、A4、D、D' 共 圆 , 即 4、B8、B'、C、D'、D 六 点 共 圆 . 故 四 边 形 
ABCD 内 接 于 圆 . 

对 于 本 题 来 说 ,必要 性 的 证 明 在 轴 反 射 变换 下 是 极为 简单 的 ,尽管 轴 反 射 
变换 对 其 充分 性 的 证 明 似 乎 帮 不 了 什么 忙 , 但 必要 性 的 证 明 为 充分 性 的 证 明 提 
供 了 正确 的 方 回 . 

例 $.4.4 过 点 P 卫 任 作 0 的 两 条 割 线 P4B 、PCD ,直线 4D 与 BC 交 于 0， 


图 5.4.5 
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强 DE // Po,BF 交 直线 Po 于 MM. 求 证 : OM | PoO. 

证 法 1 如 图 5.4.7,5.4.8 所 示 , 设 过 圆心 0 且 与 PO 垂直 的 直线 为 1, 作 轴 
反射 变换 5S(1), 则 D 一 E. 设 4 一 4 ,P 一 P', 则 P' 在 直线 PO 上 ,A' 在 0O 
上 ,日 44’ // Po,4P' = AP, + MP'A’ = APM. 由 44' // PO 知 

+ APM = y+ Bh44 = y MEA’' 
所 以 , 类 MP'4' = 大 ME4' ,于 是 ,EE、M、4' 、P' 四 点 共 圆 . 


Do~E 


图 5.4.7 图 5.4.8 

男 一 方面 ,由 DE // PO 有 DEB = 4 PMB,mim ¢ PCB = + DEB, 所 以 

类 PCB = x PMB, 从 而 P.B、M、C 四 点 共 圆 .又 由 圆 容 定 理 

QP. OM = QC . 0B = 04 . 0D , 
因而 P、.4、M、D 四 点 也 共 圆 .于 是 , x A'MP' = A'EP', x PMA = x PD4. 但 
+ A'EP' = + PDA,FPWM ¢ A'MP' = + PMA. 又 因 ¢ MP'4' = + APM ,A'P’' = 
AP, 从 而 全 4'MP' 守信 AMP, 所 以 MP' = MP, 即 M 为 线段 PP' 的 中 点 .再 由 
OP' = OP 即 知 OM | PP'. 故 OM | PO. 

证 法 2 ”如 图 5.4.9,5.4.10 所 示 , 由 证 法 1 知 ,P、B、M、C 四 点 共 圆 ,P、Ah、 
M、D 四 点 也 共 圆 .以 过 圆心 0 有 旦 垂直 于 Po 的 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 
A 一 4A4',C 一 C', 则 CC’ // 4'4 / Po. 于 是 ,CC4 = CD4 = OM4, 而 
CC' // QM, 所 以 ,C'、4 、M 三 点 共 线 . 同 理 ,C、4'’、M 三 点 共 线 , 即 直线 C'4 与 


S(L) 


C4' 的 交点 为 内. 但 C4' 一 >(C4, 由 轴 反 射 变换 的 性 质 ,直线 C'4 与 C4' 的 交点 
一 定 在 反射 轴 上 , 即 点 M 在 直线 1 上, 故 OM | P0. 


几何 变换 
与 几何 证 题 
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在 这 两 个 证 法 中 ,证 法 1 是 通过 轴 反 射 变换 构造 全 等 三 角形 ,最 后 利用 等 
腰 三 角形 三 线 合 一 的 性 质 得 出 结论 .证 法 2 则 是 通过 轴 反 射 变换 的 性 质 而 得 出 
结论 . 相 比 之 下 ,证 法 1 迁 回 一 点 ,证 法 2 明快 一 些 , 不 过 都 是 轴 反 射 变换 的 功 
劳 .但 证 法 2 更 富有 启发 性 . 

例 5.4.5 一 个 以 0 为 圆心 的 圆 经 过 公 4BC 的 顶点 4 和 C, 又 与 边 4B 和 
BC 分 别 相交 于 KK 和 AN ,全 4BC 与 人 KBN 的 外 接 圆 相交 于 两 个 不 同 的 点 BB 和 MM. 
证 明 ;OMB = 90P?. 

证 明 ”如 图 5.4.11 所 示 , 以 过 圆心 0 且 重 
直 于 BM 的 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 
KK,C—>C, 则 KK / CC/ BNM, 所 以 ， 
KC'C = LABNK = /BMK, 因 此 ,C’ .KM 二 
点 共 线 . 同 理 ,C 、K'、M 三 点 共 线 ,这 说 明 MM 是 
直线 C'K 与 CK' 的 交点 ,但 这 个 交点 在 反射 轴 
上 , 故 OM | BM, 即 人 OMB = 90. 

本 题 是 1985 年 在 芬兰 举行 的 第 26 届 IMO 图 5.4.11 
的 一 道 几何 题 ( 另 一 道 见 例 4.5.7 或 例 5.2.8) ,在 轴 反 射 变换 下 是 如 此 简单 , 充 
分 显示 了 几何 变换 的 巨大 威力 . / 

例 S.4.6 设 P 为 圆 T 的 弦 4B 上 一 点 ,过 P 作 一 条 直线 与 贺 厂 交 于 C.D 
两 点 ,与 圆 械 在 点 4、B 处 的 切线 分 别 交 于 E、F 两 点 .求证 

PR-PF-PC- 序 

证 明 ”如 图 5.4.12 所 示 , 以 过 圆 工 的 圆心 
且 垂 直 于 EF 的 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 ， 
则 C 一 D. 设 A 一 4A’,B 一 B', 则 44’/ BB'// 
EF ,有 是 A’ 、B' 篆 在 圆 玉 上 .再 设 4B' 与 4'B 分 别 
交 EF 于 与 1.J, 则 I 一 J, 且 C1 = JD. 因 
LEAB =4 = /LEIJB,/AFBA = 5 = 
了 FI4,; 所 以 ,A4、E、B、J 四 点 共 圆 ;4、1.B、F 
四 点 共 圆 .由 圆 生 定理 ,有 图 5.4.12 

PE. P] = PA. PB = PI. PF,PA. PB = PC. PD 
所 以 ,PI. PF = PJ，PE = PC . PD, 设 这 个 值 为 .又 CI = JD, 即 PC - 
PI = PD - PJ, 于 是 


， mal yl 1 1 工 
消去 即 得 5 ~- pF = PC ~ PE' 夏 PE -PF = Pe- PD 


由 本 题 立 即 可 以 得 到 例 5.2.1 的 另 一 个 新 颖 的 证 明 : 

设 六 为 二 B4C 的 平分 线 上 的 一 点 ,点 已 和 点 0 分别 在 直线 4B 和 4N 上 ,其 
中 ,一 4NP = 了 APO = 90p. 点 0 在 线段 WP 上 ,过 点 0 任 作 一 直线 分 别 交 4B、 
4C 于 点 E 和 下 .求证 :人 O00E = 90? 当 有 是 仅 当 Ok = OF. 

事实 上 ,如 图 5.4.13 所 示 , 以 0 为 圆心 ， 
OP 为 半径 作 圆 ,并 设 0 与 EF 交 于 1、J 两 点 . 
由 OP 4B 及 40 为 人 人 BAC 的 角 平 分 线 知 0 
与 4B、4C 缘 相 切 , 且 点 0 在 切 点 弦 上 ,因而 由 


1 1 1 1 
例 5.4.6, 有 -1 一 OF = oi 一 0 了 于 是 
O00 | EFecsQO! = 0O1eO5 = QF 

例 5.4.7 设 DD 是 正 人 ABC 的 边 BC 上 一 
点 ,一 圆 与 BC 相 切 于 D, 且 与 边 4B 交 于 P、0 
两 点 ,与 边 4C 交 于 R、S 两 点 .求证 :4P + 40 + 
尖 国 数学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 ”如 图 5.4.14 所 示 , 设 所 述 圆 的 圆心 
为 0,MN 分 别 为 PO、RS 的 中 点 , 则 0D 上 
BC, OM | AB,ON | AC./ MOD = /DON = 
120? .不 妨 设 BD > DC , 作 轴 反射 变换 S( 0D)， 
设 C 一 CN 一 凡 , 则 C 在 BD 上 ,N 在 OM 
上 ,NC' /1 4B,BC = BD - DC. 再 过 点 C' 作 
AB 的 垂 线 , 垂 足 为 E, 则 ME = NC' = NC， 
EB =HB-HE=HB-NCG=4N-4MH. 所 以 ， 图 5.4.14 
由 BC = 2BE, 有 BD - DC = 2(AN - AM). 

于 是 ,由 4P+ 40 = 24M,AR + AS = 2AM, 即 得 
BD - DC = AR + AS —- (AP + AQ) 
由 此 即 知 欲 证 结论 成 立 . 

与 三 角形 的 外 接 圆 或 外 心 有 关 的 问题 也 可 
以 视 为 圆 与 直线 的 复合 图 形 而 符 试 用 轴 反 射 变换 
处 理 .反射 轴 取 三 角形 的 某 一 边 的 垂直 平分 线 . 

例 5.4.8 设 D 是 个 4BC 的 边 BC 上 的 一 
个 定点 .过 DD 任 作 一 直线 交 人 4BC 的 外 接 圆 于 
EE、 下 .直线 4E 与 4F 分 别 与 直线 BC 交 于 K、L. 
求证 :全 AKL 的 外 接 圆 通过 点 4 外 的 一 个 定点 . 

证 明 ”如 图 5.4.15 所 示 , 以 BC 的 垂直 平 5.4.15 
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分 线 为 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 C 一 有 8. 设 4 一 4 ,下 一 及, 则 4、 严 省 在 全 4BC 的 
外 接 圆 上 ,再 设 直线 严 K 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 另 一 点 己 , 我 们 证 明 点 了 在 
入 AKL 的 外 接 圆 上 .事实 上 , 因 
KDE = /KCE + /CAF = 
LKRCE + LCEF = /BPE + AFPB = /KPE 
所 以 D、K、E、P 四 点 共 圆 ,因此 人 DPE = 人 LK4 ,于 是 
LFPD = /FPE - /DPE = (180 - /EAF)- /LKA = LFLD 
所 以 F.D、PL 四 点 也 共 贺 .这样 ,我 们 有 
PK = /LPD + /DPK = /AFE + /FEA = 
180° - A EFA = 180 - LKAL 
所 以 4 天、 了 江 四 点 共 圆 , 即 点 P 在 全 4KL 的 外 接 贺 上 .而 
LAM'PF' = /FEA = /DEK = /DPK = /DPF 

因此 4'、.D、P 三 点 共 线 , 即 点 P 是 直线 4'D 与 人 4BC 的 外 接 圆 的 另 一 交点 , 因 
而 是 一 个 定点 .故人 4KZ 的 外 接 圆通 过 除 点 4 外 的 一 个 定点 PP. 

例 5.4.9 设 锐 角 会 4BC 的 外 心 为 0, 从 顶点 4 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 为 D， 
目 一 BCc4 > ABC + 30. 求 证 :了 C4B + 和 COD < 90.( 第 42 届 JIMO,2001) 

本 题 即 前 一 节 例 5.3.2, 那 里 是 作为 垂直 问题 用 轴 反 射 变换 给 出 的 一 个 证 
明 . 这 里 再 作为 圆 与 直线 的 复合 图 形 问 题 用 轴 反 射 变换 给 出 男 一 个 证 明 . 

证 明 ”如 图 5.4.16 所 示 , 以 BC 的 垂直 平 
分 线 为 由, 作 轴 反射 变换 SC , 则 C 一 B. 设 
A 一 A', 则 4' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 ,44 V/ 
BC./ACA’ = 4CB - LA'CB = LACB - 
CBA > 30p ,所 以 一 404' = 2 ACA’ > 60, 
由 此 可 知 44 二 04. 设 1 与 BC、4'4 分 别 交 于 
M、N, 则 M、N 分 别 为 BC、4'4 的 中 点 .由 4D | 


BC 及 1 | BC 知 MD = NA > 7 04. 另 一 方面 ， 


MC < OC = 04, 所 以 DC < 这 04 = MD, 从 而 DOC < 人 了 0CD, 干 是 


/CAB + LCOD = LMOC + LCOD < LMOC + LOCD = 9 
对 于 一 个 圆 和 直线 的 复合 图 形 ,如 果 直 线 过 圆心 , 则 以 这 条 直线 为 反射 竹 
作 轴 反射 变换 往往 是 比较 方便 的 . 
例 5.4.10 已 知 4B、CD 为 @@0 的 两 条 直径 ,分 别 过 4、B 作 两 弦 AE、BF 
交 直 径 CD 于 MN. 求 证 :人 人 MEN = 人 MEFN. 
证 明 ”如 图 5.4.17,5.4.18 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(CD), 设 EE 一 到, 则 色 


仍 在 OO 上 ,日 AMEN <: LMEN,L CME' = LCME,E'C = CE. AB.CD 


图 5.4.16 
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都 是 0 的 直径 ,所 以 4C = BD. 于 是 ,在 图 5.4.17 的 情形 
F(AD + CE) = 7 (BC + CE’) = 7 BCE 
因而 CME = BFE' .在 图 5.4.18 的 情形 
1 Pr no ZR 1 om 
: 7(AD - CE) = FT(BC- CE')= 7 BE 
同样 有 了 CME = BFE' .因此 ,无 论 何 种 情形 ,都 有 CME = 人 人 BFE'. 但 


了 CME' = /CME, 所 以 CME’ = 人 BFE' ,从 而 MN、F、E' 四 点 共 贺 ,因此 
LMFN = /ME'N. 帮 人 MEN = /LMFN. 


$5.4.17 图 5.4.18 

因为 半圆 是 圆 的 一 半 , 所 以 ,有 关 半 圆 问题 ,我 们 同样 可 以 作为 圆 问题 对 
待 而 用 轴 反 射 变换 处 理 .反射 轴 取 半圆 的 对 称 轴 或 半圆 的 直径 所 在 直线 ,也 可 
取 过 半圆 圆心 的 某 条 直线 . 

例 5.4.11 设 半 圆 的 直径 为 4B,C、D 为 半圆 上 两 点 ,P 为 直径 4B 所 在 直 
线 上 一 点 .求证 :如 果 CD ] 4B, 则 PC2 + PD = Ph + PB*. 

证 法 1 如 图 5.4.19,5.4.20 所 示 . 设 半圆 的 圆心 为 0, 则 0 在 半圆 的 对 称 
轴 上 ,以 半圆 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 C -~ 也 . 设 忆 -一己 ,在 0 为 
PP' 的 中 点 ,和 且 PD = PC. 因 D0 为 全 DPP' 的 中 线 , 由 中 线 公式 ,有 

P'D? + PD = 2(A0? + OP*) = (40 + OP)?* + (40 - OP) ”= 
(OB + PO) + PA* = PA’* + PB- 

而 PD = PC, 故 PC? + PD? = P4* + PB“. 
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证 法 2 ”如 图 5.4.21,5.4.22 所 示 . 仍 设 半圆 的 圆心 为 0, 作 轴 反 射 变换 
S(4B), 设 CC 一 C', 则 C' 在 @0 上 , 且 PC' = PC. 因 CC | 4B,CD /4B, 所 
以 CC， | CD, 从 而 C'D 为 @0 的 直径 ,0 为 C'D 的 中 点 ,于 是 由 中 线 公 式 , 有 

PC + PD? = PC + PD? = 2(PO? + DO*) = 
(PO - DO)* + (PO + DO)” = 
(PO -40) + (PO + PB)* = P4 + PB* 


图 5.4.21 图 5.4.22 


例 5.4.12 设 C.D 是 以 0 为 圆心 .48B 为 直径 的 半圆 上 任意 两 点 ,过 8B 作 
0 的 切线 交 直 线 CD 于 已 ,直线 PO 与 直线 C4 、4D 分 别 交 于 E、F, 证 明 : OF = 
OF.( 第 4 届 中 国 东 南 地 区 数学 奥林匹克 ,2007) 

证 明 ”如 图 $.4.23 所 示 . 以 过 圆 C 
心 0 上 且 垂直 于 5F 的 直线 为 轴 作 轴 反 
射 变换 , 设 4 一 4', 则 4’ 仍 在 @0 
上 ,日 人 FOA’ = LAOE = BOP ,所 F 


以 , PA' 也 为 中 0 的 切线 , 因此 ,4'、 \、 z 
0、8、P 四 点 共 圆 . 于 是 人 4'DA = ~、 ”8 
4'BA = 人 4'BO = 人 4'PO, 从 而 
A'、.D.P.F 四 点 也 共 贺 ， 所 以 ， 图 5.4.23 


AA'FO = /A'DC = /A'BC. 

男 一 方面 , 因 4B 是 .0 的 直径 ,所 以 BC | EC. 叉 显然 有 4'B | EF ,由 此 
可 知 ,4'BC = 人 0E4h, 因 此 了 4’'FO = 人 0 克 .再 注意 人 人 FO4' = 人 /AOE， 
04 = 04 即 知 人 人 40 有 举人 4A0F, 故 OF = OP 


5.5 加 内 接 四 边 形 的 两 个 基本 性 质 


图 的 一 些 优美 性 质 主 要 是 通过 圆 内 接 四 边 形 表现 出 来 的 ,因而 可 以 说 圆 内 
接 四 边 形 是 贺 中 之 宠 . 历 年 来 的 各 级 数学 竞赛 中 必 不 可 少 的 平面 几何 试题 中 不 
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与 几何 证 题 


少 都 涉及 圆 内 接 四 边 形 .这 里 将 用 轴 反 射 变换 简洁 地 给 出 圆 内 接 四 边 形 (不 一 
定 是 凸 的 ) 的 两 个 基本 性 质 ,并 由 此 给 出 圆 内 接 四 边 形 的 几 个 深刻 而 有 趣 的 结 
果 . 

定理 5.5.1 设 @0 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 组 对 边 4B、CD( 所 在 直线 ) 
交 于 P, 过 PP 任 一 条 直线 1 分 别 交 (PBC) 与 (PA4D) 于 E、P、F, 则 EF 两 
点 关于 圆心 0 在 直线 1 上 的 射影 对 称 . 

证 明 除 P 重合 于 圆心 0 的 平凡 情形 外 , 其余 丝 可 归结 于 图 5.5.1 ~ 
5.5.13 所 示 的 情形 (图 5.5.14 ~ 5.5.20 为 几 种 退化 情形 ) .我们 仪 就 图 5.5.1 的 
情形 证 明 ( 如 果 将 证 明 中 出 现 的 角 视 为 有 向 角 , 则 这 个 证 明 是 适合 于 各 种 情形 
的 一 个 统一 证 明 ). 
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图 5.5.19 图 5.5.20 


以 过 圆心 0 且 垂 直 于 ,! 的 直线 为 反射 轴 作 办 反射 变换 , 设 有 -一 有 ,D 一 

太 , 则 已 、D 篆 在 OO 上 , 且 B8B UDPDA 所 以 
LBB'D = LBAD = LPAD = LPFD 

又 因 BB' // PF ,所 以 D、F、B' 三 点 共 线 . 同 理 , 六 天 了 且 三 点 共 线 ,这 说 明天 下 
分 别 为 直线 BD' 、B'D 与 直线 1 的 交点 ,但 BD' 、B'D 是 所 作 轴 反射 变换 的 两 条 
对 应 直线 ,因此 ,EF 为 所 作 轴 反射 变换 的 两 个 对 应 点 . 故 E、F 关于 圆心 0 在 
直线 1 上 的 射影 对 称 . 

特别 地 , 当 直 线 1 恰 为 ©(PBC) 与 @(P4D) 的 公共 弦 PoO(O 为 两 圆 的 另 
一 交点 ) 时 ,E、F 组 重 合 于 0( 图 5.5.5, 图 5.5.7, 图 5.5.13), 于 是 由 定理 5.5.1 
即 知 圆心 0 在 直线 1 上 的 射影 也 为 0 ,因此 有 
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推论 5.5.1 设 内 接 于 @ oO 的 四 边 形 48CD 的 一 组 对 边 4B、CD( 所 在 直线 ) 
交 于 P,(PBC) 与 (PAD) 交 于 P、O 两 点 , 则 PQ | 00. 

其 中 图 5.5.5 所 示 情 形 为 1985 年 在 芬兰 举行 的 第 26 届 IMO 试题 
( 例 5.4.5), 图 5.5.7 所 示 情 形 为 1999 年 举行 的 第 25 届 俄 罗斯 数学 奥 林 匹 死 试 
题 ,而 图 $.5. 13 所 示 情 形 则 为 1992 年 举行 的 第 7 届 中 国 数学 奥林匹克 试题 . 

当 直 线 1 与 OO 交 于 71、J 两 点 (图 5.5.1,5.5.6,5.5.7,5.5.10 ~ 5.5.13) 
时 , 因 7、J 两 点 同样 关于 圆心 0 在 直线 1 上 的 射影 对 称 , 于 是 有 

推论 $5.5.2 设 0 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 组 对 边 4B、CD( 所 在 直线 ) 
交 于 P, 过 PP 任 作 一 条 直线 交 O0O 于 TJ, 交 (PBC) 与 ©(P4D) 于 EP、F,，, 
则 El = JF. 

当 DD 与 C 重合 时 , 边 CD 变 为 0 的 切线 (图 5.5.14 ~ 5.5.16), 于 是 有 

推论 5.5.3 ”过 全 4BC 的 项 点 C 作 全 4BC 的 外 接 圆 的 切线 与 直线 4B 交 于 
P, 过 PP 任 作 一 条 直线 1 与 (PBC)、©(PAC) 分 别 交 于 点 EP.F, 则 EF 两 
点 关于 全 ABC 的 外 心 在 L 上 的 射影 对 称 .又 如 果 直 线 1 与 人 4ABC 的 外 接 圆 交 于 
1 J 两 点 , 则 ET = JF. 

在 定理 5.5.1 中 ,如 果 C 与 B 重 合 ,D 与 4 重合 , 则 @(PBC) 和 Q(P4D) 蕴 
与 @ 0 相 切 (图 5.5.18,5.5.19), 于 是 有 

推论 5.5.4 设 P 是 昌 01 与 0; 的 一 个 交点 ,上 且 O10; 分 别 与 人 0 
相 切 于 4、B 两 点 ,过 点 了 任 作 一 条 直线 分 别 与 01、 0, 交 于 点 EE、P、F, 与 
OO 交 于 I、J 两 点 .如 果 4、P.B 三 点 共 线 , 则 EI = JF. 

例 5.5.1 设 直线 1 与 0 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 组 对 边 4B、CD( 所 在 
直线 ) 分 别 交 于 P、0 两 点 ,与 男 一 组 对 边 BC 、DA( 所 在 直线 ) 分 别 交 于 R、S 两 
点 ,圆心 0 在 直线 ! 上 的 射影 为 W ,求证 :如 果 P、O 两 点 关于 M 对称 , 则 R、S 两 
点 关于 M 也 对 称 . 

证 明 ”如 图 5.5.21,5.5.22 所 示 ( 仅 为 部 分 情形 ) , 作 轴 反射 变换 S( OM )， 
则 O- 忆 设 C 一 CD 一 也 , 则 CD 篆 在 @O 上 ,PC' 、D 三 点 共 线 , 且 
CC/D'D/ PO. 因 人 PC'h4 = 一 DID4 = 人 0S4 ,所 以 PP.S、 4、C' 四 点 共 圆 . 
同 理 ,P、R、B、D' 四 点 共 圆 .于 是 ,P 为 @0 的 内 接 四 边 形 4BD'C' 的 一 组 对 边 
AB、D'C' 的 交点 .RR、S 分 别 为 ©@(PBD') 和 (PAC') 与 过 点 P 的 直线 1 的 交 
点 .由 定理 5.5.1 即 知 R、S 两 点 关于 点 和 M 对 称 ， 

显然 , 当 P、0 缘 与 形 重合 时 ,本 题 即 蝴蝶 定理 ( 例 5.4.1). 因 此 ,本 题 是 蝴 
蝶 定 理 的 一 个 推广 .另外 ,如 果 R、S 重合 , 则 由 例 5.5.1, MM、R、S 丝 重 合 于 AD 
与 BC 的 交点 , 这 就 证 明了 蝴蝶 定理 的 逆 也 成 立 . 于 是 我 们 有 (图 5.4.1 ~ 
5.4.4) 
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图 5.5.21 图 5.5.22 


命题 5.5.1 过 直线 1 上 一 点 轩 作 0 的 两 条 割 线 MAB、MCD ,直线 4D、 
BC 分 别 与 直线 1 交 于 P、Q 两 点 , 则 导 为 PQ 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 OM | 1. 
定理 5.5.2 设 内 接 于 (0,r) 的 四 边 形 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 交 于 P, 过 
P 任 作 一 条 直线 ! 分 别 与 四 边 形 的 另 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 交 于 1、J ,圆心 0 在 
直线 ! 上 的 射影 为 内 , 则 有 
] 1 2 PM 


页 PY OP-_r 

证 明 仅 就 图 5.5.23, 图 5.5.24 所 示 两 种 情形 证 明 . 作 轴 反射 变换 
S(OM), 设 B 一 B,D 一 D', 则 B'、D' 和 背 在 OO 上 , 且 8BB' // D'D // 1. 再 设 
直线 BD' 、B'D 分 别 与 直线 1 交 于 EF, 则 FIC = LB'BC = 人 BP'DC = 
了 FDC,; 所 以 ,C、D、I、F 四 点 共 圆 . 同 理 ,4、B、J、E 四 点 共 圆 .于 是 ,由 圆 帘 定 
理 , 有 


图 5.5.23 图 5.5.24 


1 PF 1 PE 一 
以 二 = ,一 = .由 OM | /知己 下 关于 到 对 称 ,从 而 NE 
所 以 二 = gp7 -六 0p? 由 OM 上 1 知 关于 用 对 称 , 从 而 ME + 
MF = 0, 但 PE = PM + ME,PF = PM + MF. 因 此 

1! 1 PE+1PF 2PH+ME+M _2PY 


PI PI OP OP2 -7r ~ oP-r 
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当 直 线 1 与 0 相交 时 ,由 定理 5.5.2 即 可 得 到 如 下 一 个 十 分 优美 的 结果 . 
推论 5.5.5 设 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 边 (所 在 直线 ) 交 于 P, 过 PP 任 作 一 
条 直线 与 四 边 形 的 另 一 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 分 别 交 于 I、J, 与 圆 交 于 E、F, 则 有 
1 1 1 1 
PI*P] 两 PF 
证 朋 如 图 5.5.25 ~ 5.5.38 所 示 . 设 所 述 圆 的 圆心 为 0 ,半径 为 7, 圆心 
0 在 直线 EF 上 的 射影 为 M. 因 EE、F 关 于 点 MM 对 称 , 所 以 2 PM = PE + PF. 又 
由 圆 知 定理, 有 0P? - r* = PE . PF. 故 由 定理 5.5.2 即 得 
1 2PM _PE+PF_ 1 ,1 
Pr PJ] OOP-_r PF 


PE.PF © PET PF 


图 5.5.26 
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图 5.5.37 图 5.5.38 


对 于 图 5.5.31 与 5.5.32 所 示 情 形 , 推 论 5.5.5 即 著名 的 Candy 定理 : 
过 圆 的 弦 碟 上 任意 一 点 己 作 两 纺 4B .CD , 设 BC 、AD 分 别 与 弦 EF 交 于 1、 
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7 , 则 有 
1 1 _1 1 
PE ~ PF ~ PI PJ 
由 此 可 见 ,推论 5.5.5 是 Candy 定理 的 一 个 推广 ,而 定理 5.5.2 则 是 Candy 
定理 的 更 为 一 般 的 情形 . 
由 定理 5.5.2 可 以 简单 地 证 明 命 题 5.5. 1. 事 实 上 (图 5.4.1 ~ 5.4.4), 设 圆 
的 半径 为 7 ,圆心 0 在 直线 1 上 的 射影 为 N, 则 由 定理 5.5.2, 有 
1 1 2MN 
MP WO OM r 


于 是 ,M 为 PO 的 中 点 oo 5 + = 0 MN = 0oM 与 N 重 全 OM | L. 


这 说 明和 定理 5.5.2 也 是 蝴蝶 定理 的 一 个 推 
三 ,而 且 还 包含 了 蝴蝶 定理 的 北 定 理 . 
在 推论 5.5.5 中 , 当 D4 // EF 时 ,点 消失 


33 jE 1 _ _- -上 :于 
于 无 穷 还 处 ,因而 有 遍 = BE+ 5 芭 之 , 当 


工时 人 以 
记 = 记 + 5 时, 必 有 D4 / EF( 图 5.5.39 ~ 


5.5.41) ,这 就 证 明了 如 下 命题 . 

命题 5.5.2 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 
组 对 边 48B 与 CD( 所 在 直线 ) 交 于 P, 过 P 任 作 一 条 直线 与 直线 BC 交 于 7, 与 圆 
交 于 EF, 则 EF // AD 的 充分 必要 条 件 是 

| 1 
方 = 地 + 识 

对 于 图 5.5.41 所 示 情 形 ,命题 5.5.2 的 必要 性 是 2006 年 罗马 尼 亚 国家 队 选 

拔 考 试 试题 . 


图 5.5.39 


图 5.5.40 图 5.5.41 


利用 定理 5.5.2 还 可 以 得 出 圆 内 接 四 边 形 中 多 圆 共 点 与 多 线 共 点 的 两 个 
深刻 的 结果 . 
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定理 $5.5.3 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 @@0 ,直线 4B 与 CD 交 于 P ,直线 BC 
与 4D 交 于 0 ,两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 RR. 则 
PBC) .OPDA) .OPCA) .OPBD) .O04B).O(OCD) 
YOCA) DQBD) OCRAB) ORBC) .ORCD) .ORDA) 
O04B) OOBC) .OOCD) YO(ODA) OOAC) .OOBD) 
共 18 个 圆 (包括 退化 为 直线 的 情形 ) 可 分 为 三 组 ,每 组 六 个 圆 共 点 , 且 这 三 个 点 
分 别 为 圆心 0 在 全 POR 的 三 边 (所 在 直线 ) 上 的 射影 . 

证 明 如 图 $.5.42 所 示 . 设 加 0 的 半径 为 r>, 圆 心 0 在 直线 PO、OR、RP 上 
的 射影 分 别 为 W、N\Z, 由 定理 5.5.2, 有 3 = 5 人 人, 于 是 由 加 和 定 理 ,得 
PO.PH-=-O0OP-rm=-Pp. BE -=-P. 万 
所 以 , M、0、4、B 四 点 共 圆 , M、0、C.D 四 点 共 圆 . 同 理 , M、P、4、D 四 点 共 圆 ， 

计 、.P、B、C 四 点 共 圆 .又 因 OM |] Po ,所 以 

LDMO = 9 - LOMD = 9%0F - LDAB = 9%p - LBOD = LDBO 
因此 , D、.0、B、M 四 点 共 圆 . 同 理 ,4、.O、C、W 四 点 共 圆 .这 就 证 明了 (PBC)、 
(PDA).O(04B)、.O(0CD)、(0B8D)、.©O(04C) 六 阅 共 点 M. 同 理 ， 
(OBD) OOCOC4) O(RBC) OCRD4) .OO(O04B).O(OCD) 六 圆 共 点 N， 
OO (RAB).O(RCD).O(PBD) OCPcd) OO(CO8BC) GO(COD4) 六 圆 共 点 工 . 

定理 5.5.4 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 @0O ,直线 4B 与 CD 交 于 P, 直 线 BC 
与 4D 交 于 0, 两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 R.©@(PBC) 与 (PDA)、O(PCA) 与 
(PBD).O(04B) 与 ©O(QCD)、E(QBD) 与 (QC4)、O(RAB) 与 
O(RCD).O(RBC) 与 ©O(RDA).O(04B) 与 ©O(O0CD).O(0BC) 与 
(0DA)、、(0BD) 与 (0C4) 共 九 对 圆 的 连 心 线 分 别 为 i、…、io, 则 出 、 
1、 1、 OP 五 线 共 点 ,1 Le 、 OO 五 线 共 点 ,ls、le、Wy、1s、OR 五 线 共 点 . 量 
这 三 点 分 别 为 OP .00 、OR 的 中 点 (图 5.5.43). 


图 5.5.42 图 5.5.43 


证 明 ” 仍 见 图 5.5.42, 因 应 是 (RA4B) 与 人 (CRCD) 的 公共 弦 ,所 以 这 两 
圆 的 连 心 线 垂直 平分 厂 , 再 广 意 OL | 习 , 因 此 ,(RAB) 与 (RCD) 的 连 心 
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线 通 过 OR 的 中 点 . 同 理 ,O(RBC) 与 (RD4) 的 连 心 线 也 通过 OR 的 中 点 . 
(04B) 与 @Q(0CD) 的 连 心 线 及 (0BC) 与 @(0D4) 的 连 心 线 均 通过 OR 
的 中 点 , 故 1;、l6、1y、1g、OR 五 线 共 点 .其 余 同 理 可 证 . 

例 5.5.2 证 明 Borcard 定理 : 设 圆 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 的 延长 线 分 别 交 
于 P、0, 两 对 角 线 交 于 R. 则 圆心 恰 为 人 POR 的 垂 心 . 

证 明 ”如 图 5.5.42 所 示 , 因 @(0BD)、(0C4)、@O 两 两 相交 ,所 以 ,三 
公共 台 OM、BD 、4C 共 点 于 R, 这 说 明 OR | Po. 同 理 ,OP | 0R,00 | RP. 故 
圆心 0 是 全 POR 的 垂 心 . 

Borcard 定理 曾 被 2001 年 东北 三 省 数学 邀请 赛 选 作 试题 . 

例 5.5.3 四边形 4BCD 内 接 于 @ 0 ,对 角 线 4C 与 BD 交 于 点 P, 公 PAB、 
从 PBC 全 PCD 全 PDA4 的 外 心 分 别 为 01、0;、03、04. 求 证 : 0103、0204 与 OP 
三 线 共 点 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1990) 

例 5.5.4 ”四边形 4BCD 内 接 于 0, 且 圆心 0 不 在 四 边 形 的 边 上 ,对 角 线 
4C 与 BD 交 于 点 P, 全 04B、 全 0BC、 全 0CD、 全 0D4 的 外 心 分 别 为 01、0，、03、 
04. 求 证 ; 0103、0204 与 OP 三 线 共 点 .( 中 国 国家 集训 队 测 试 ,2006) 

这 两 题 显然 都 是 定理 5.5.4 的 特例 . 


5.6 30? 的 角 与 轴 反 射 变 换 


如 果 以 已 知 角 的 一 边 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 角 的 另 一 边 与 其 像 所 成 之 
角 即 为 原 已 知 角 的 两 倍 .从 这 个 意义 上 来 讲 , 轴 反射 变换 具有 将 已 知 角 “ 翻 倍 ” 
的 功能 .特别 地 , 当 一 个 乎 面 几 何 问题 含有 30? 角 的 条 件 时 ,如果 我 们 以 角 的 一 
边 所 在 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 角 的 顶点 、 角 的 另 一 边 上 的 一 点 与 其 像 
点 恰好 构成 一 个 正三 角形 的 三 个 项 点 . 这 就 为 我 们 解决 问题 创造 了 新 的 条 件 
(正三 角形 的 三 边 都 相等 ,三 内 角 都 等 于 60?). 再 结合 其 他 已 知 条 件 就 可 能 使 问 
题 得 到 很 好 的 解决 . 

例 5.6.1 在 人 4BC 中 ,一 B4C = 30， 
了 了 CBA = S$p, 忆 是 人 4BC 内 一 点 ,BAP = 
20Pp ,一 4CP = 40, 求 人 PBA. 

解 如 图 S$.6.1 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(C4C), 设 有 一 有 , 则 全 45858' 为 正三 角形 ， 
A4B'C = LCBA = 50p, 一 Ph4B' = 40P. 不 难 知 
道人 CPA = 130, 所 以 人 AB'C + 一 CP4 = 
180p， 因 此 ,4.P.C.B' 四 点 共 圆 ， 从 而 


图 5.6.1 
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4B'P = 人 ACP = 40 = 人 PA4B' ,于 是 PB' = 网 .但 要 ' = BA. 这 说 明 BP 平 
分 一 有 1B4. 页 
PBA = 方 和 全 B'BA = 30F 

例 5.6.2 在 公 4B8C 中 ,4B = 4C, 了 BAC = 8p ,PP 为 人 4BC 内 一 点 ， 
人 PCB = 4F,/ CBP = 30. 求 /AhPB. 

解 如 图 5.6.2 所 示 , 作 轴 反射 变换 人 
S(BP), 设 C-> C, 则 二 pcc = 一 CCcpP， 个 
人 BC6' 为 正三 角形 ,CB = CC 而 4 = 4C， 
所 以 46' 是 BC 的 牌 直 平 分 线 , 了 AC'C = 
FLBC'C = 30?. 又 易 知 CCP = 20, 所 以 


LPCC = 了 人 CCP = 20p, 4C'P = /LAC'C- 


/PC'C 一 10° 二 4CP ,从 而 CA.PC 四 点 图 5.6.2 
共 圆 ,于 是 ,一 P4C 一 PC'C 一 20? ,由 此 即 知 
LAPB = 100. 


例 $.6.3 在 全 ABC 中 ,4B = AC, 人 BAC = 80P,P 为 人 4BC 内 一 点 ， 
作 CBP = 10, 了 PCB = 30?. 求 人 A4PB.( 原 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983) 

本 题 曾 在 本 章 第 1 节 作 为 等 腰 三 角形 问题 用 轴 反 射 变换 给 出 了 一 种 解法 
( 例 5.1.4). 这 里 再 将 其 作为 30 角 的 问题 用 轴 反 射 变 换 给 出 两 种 新 的 解法 . 

解法 1 如 图 5.6.3 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(CP), 设 有 一 及 , 则 人 BBC 为 
正三 角形 ,所 以 BB = B'C = BC. 但 4B = 4C, 因 此 ,直线 B'4 为 BC 的 垂直 平 
分 线 , 从 而 人 BB'h4 = 30p = 人 BCP. 又 由 4B = 4C 知 一 4BC = $0p ,所 以 

LB'BA = BBCG -一 4B8C = 60p -Sgp = lp = 人 CBP 

于 是 人 有 84 失信 CBP, 所 以 4B = BP. 再 由 人 ABP = S$0 - 10p = 40? 即 知 
LAPB = 70°. 

解法 2 如 图 5.6.4 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(BC), 设 P 一 P', 则 全 PP'C 为 
正三 角形 ,所 以 人 人 P'PC = 60p ,PP = PC. 又 

LBP'C = /BPC = 180 - (10 + 30) = 140 

而 4B = AC, 才 BA4C = 80?, 所 以 ,360F - 人 BAC = 2 人 BP'C. 于 是 ,点 P' 在 以 4 
为 圆心 .48B 为 半径 的 圆 上 ,所 以 4P' = 4C, 从 而 4P 为 P'C 的 垂直 平分 线 .由 此 


即 知 CPA = 7 (360 - 6) = 150p. 故 
LAPB = 360 - (150 + 140) = 7F 
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YN- 
pp! 


图 5.6.3 图 5.6.4 

从 上 述 两 种 解法 中 ,我们 看 到 ,无论 以 一 PCB 的 哪 一 边 所 在 直线 为 反射 轴 
作 轴 反射 变换 都 能 解决 问题 . 两 种 解法 都 不 太 复杂 ,但 解法 2 用 到 了 定理“ 同 弧 
上 的 圆周 角 等 于 圆心 角 的 一 半 ” 的 道 定理 “在 全 0O48 中 ,04 = 08,P 为 人 048 
所 在 平面 上 的 -点 .如 果 寺 一 408 与 人 4PB 相等 或 互补 , 则 点 已 在 以 0 为 加 
心 、O4 为 半径 的 贺 上 ”而 显得 更 加 快捷 . 

例 S.6.4 在 唔 四 边 形 4BCD 中 ,人 ACB = 30, 人 DCAh = 20, 人 人 CBD = 
5 ,了 DBA4 = 30 ,四 边 形 的 两 条 对 角 线 交 于 P. 求 证 : PA = PD.( 第 15 届 巴 西 
数学 奥林匹克 ,1993) 

在 本 题 中 ,全 DBA4 与 人 4CB 都 是 30 的 角 . 因 欲 证 结论 与 人 4BD 的 两 边 都 
有 关 . 我 们 试 以 人 DB4 的 边 所 在 直线 为 反射 轴 
作 轴 反射 变换 . 分别 考 虑 不 同 的 边 便 得 到 两 个 
不 同 的 证 法 . 

证 法 1 如 图 5.6.5 所 示 , 作 轴 反 射 变换 
S(BD), 设 4 一 4', 则 公 4B4' 是 一 个 正三 角 
形 , 所 以 44 = 4’B, 是 AAA’B = 60? = 
2 了 4CB ,因此 4' 是 人 4BC 的 外 心 ,于 是 4'C = 
4A'B. 但 DB = DC, 所 以 ,D4' 平分 BDC. 而 图 5.6.5 
BD 平分 人 CBC', 了 人 BDC = 80p, 由 此 可 知 ， 
ADP = /PDA’ = 40. 叉 因 DCA = 20?， 
ADC = /ADB + /BDC = 40 + 80° = 120?， 
所 以 ,了 PAD = 40° = 人 4DP. 故 PPB = PC. \ 

证 法 2 ”如 图 5.6.6 所 示 , 作 轴 反 射 变换 。 
S(hB), 设 D 一 D', 则 全 BDD' 是 一 个 止 三 角 、 
形 ,所 以 ,DD' = BD = pC, 了 AD'DB = 60P. 易 
知人 BDC = 8 ,所 以 了 六 DC = 60 + 80 = 
140 ,由 此 ,一 DCD' = 人 CD’'D = 208 = 一 DC4 ， 
这 说 明 D' 在 Ch 的 延长 线 上 .而 4D' = 4D , 因 
此 


N 一 一 
\ ~ 
和 
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LD'DA = LAD'D = 20 
LPAD = 2 一 4D'D = 40 
于 注意 人 ADP = 人 PDB - 人 D'DA = 60p - 20 = 40p 即 知 P4 = PC. 

例 5.6.5 在 人 4BC 中 ,CBA = 90, 延 
长 4C 至 D, 使 4B = CD, 如 果 人 CBD = 30p， 
4B =1. 求 线段 4C 的 长 . (第 18 届 加 拿 大 数学 
奥林匹克 ,1986 ) 

解 如 图 5.6.7 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(BC), 设 D> D', 则 公 BDD' 为 正三 角形 , 且 
DD' // AB. 设 BD' 与 4C 交 于 EE, 易 知 BE 为 
DB4 的 平分 线 , BC 为 人 DBE 的 平分 线 . 由 三 


角形 内 角 平 分 线性 质 定理 
wD _B _BD | £D _ 1 DD _ 1 BD 
CE -BE ~ BE ~ +BE 7 +4 -+B 
注意 48B = CD = 1, 所 以 CE = 一 + 一 .从 而 
1 + BD 
HP B22_ DE _ CD+CE 1+(l+ BD)” 
~ 4B ~ AE AC-CE AC-(1+ BD)-! 


由 此 可 得 BD = 24C-!. 于 是 , 设 4C = x, 则 在 全 4BD 中 ,由 余弦 定理 ,有 


(1 +4)? = 了 + 和 .0s 12P = 1+4+ 针 + 之 
和 名 区 党 


化 简 整理 得 (x + 2)(x? -2) = 0. 故 4C = x = 2. 

有 些 给 出 角 的 大 小 的 平面 几何 问题 ,可 能 条 件 中 并 没有 30? 的 角 ,但 所 给 条 
件 隐 含 了 某 个 角 为 30? ,我 们 当然 也 可 以 作为 30? 角 的 问题 用 轴 反 射 变换 处 理 . 

例 $5.6.7 设 P 为 全 4BC 内 一 点 ,PBA = 10F, 了 BAP = 20p, PCB = 
30p ,一 CBP = 40P. 求 证 :全 4BC 是 等 腰 三 角形 . (第 25 届 美 国 数学 奥林匹克 ， 
1996 ) 

本 题 除了 一 个 明显 的 30 的 角 一 一 PCB 外 ,还 有 一 个 隐 舍 的 30 的 角 ,这 
就 是 人 4PB 的 外 角 . 分 别 以 这 两 个 30 的 角 的 边 所 在 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 
换 , 可 以 给 出 其 四 种 简 繁 不 一 的 证 法 . 

证 法 1 如 图 5.6.8 所 示 , 作 轴 反 射 变 换 S(PC), 设 8 一 B', 则 公 B'BC 为 
正三 角形 ,PB' = PB. 由 人 CBP = 40, 人 CBB' = 6 知人 PBB'’ = 20. 而 PB" 
= PB, 所 以 人 BB'P = 人 人 PBB' = 20 = 人 BAP. 因 此 ,P、4A、B'、B 四 点 共 圆 .于 
是 ,了 PB'4 = 了 PBA = 10 ,从 而 一 BB'4 = 30p. 但 人 及 BC 为 正三 角形 ,所 以 ， 
B'4 为 BC 的 中 垂 线 . 故 4B = 4C, 即 人 4BC 为 等 腰 三 角形 . 

第 二 种 证 法 要 用 到 正弦 定理 等 三 角 知 识 . 

证 法 2 如 图 5.6.9 所 示 . 作 轴 反 射 变 换 S(BC), 设 已 一 已 , 则 人 PP'C 为 
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正三 角形 , P'B = PB,P'BC = CBP = 40. 由 此 如 知 BPP' = 5S0 
用 CBh. 由 条件 知 了 BPC = 110 ,4PB = 150?, 于 是 由 正弦 定理 与 倍 角 正弦 
式 , 得 


~ 
b> 1 


PP PC sin40 sin 40 


BC ~ BC sin ll ~ cos 20° -= 2sin 20 
BP sin 20P ， 
AB = sin 15 = “simn20 
uPP'’ BP ， , ， ， 
所 以 = 4 万 .再 由 LBPP' = /CBA 知 公 BPP' mAh4BC. 而 人 BPpP' 为 等 
腰 三 角形 ,故人 4Bc 为 等 腰 三 角形 . 
下 面 两 种 证 法 是 基于 人 4PB 的 外 角 等 于 30*. 
B' 4 


个 
、 

1 
A4、 


图 5.6.8 图 5.6.9 
证 法 3 如 图 5.6.10 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(PB), 设 4 一 4', 则 全 4P4' 为 
一 个 正三 角形 ,了 4'BP = 人 PB4 = ip ,所 以 ,了 CBA' = 30p = PCB. 于 是 , 设 
A'B 与 PC 交 于 D, 则 CDA = 60? = 了 P44', 所 以 ,A、P.D、A4' 四 点 共 圆 . 因 
此 ,4'’DA = 人 4'PA = 60 ,人 ADP = 44'P = 60F ,这 说 明 4D 平分 人 4'DP. 
但 DB = DC, 所 以 ,4D 为 BC 的 中 垂 线 , 从 而 4B = 4C. 故 人 4BC 为 等 腰 三 角形 . 
证 法 4 如 图 5.6.11 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(4P), 设 8 一 B', 则 公 PBB' 为 
正三 角形 ,所 以 ,人 PBB' = 60p = 2 了 PCB,B'B = B'P, 从 而 点 B' 为 全 PBC 的 
外 心 ,所 以 ,B'B = 有 BC. 又 
BAB' = 2 BAP = 40, CBA = 50 
所 以 ,4B' | BC. 因 此 ,4B' 是 BC 的 中 垂 线 . 于 是 48 = 4C. 故 人 4BC 为 等 腰 三 
角形 . 


| 
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例 5.6.6 在 全 4BC 中 ,4B = 4C,4 = 20. 在 4B、A4C 上 分 别 取 点 DD、 
E, 使 人 CBE = 60p, DCB = 50P. 求 DEB. 

本 题 即 前 面 例 5.1.5 所 述 的 “一 个 古老 的 难题 ”. 那 里 作为 等 腰 三 角形 问题 
用 反 轴 反射 变换 给 出 了 两 种 解法 .这 里 再 作为 30? 角 的 问题 用 反 轴 反射 变换 给 
出 另外 三 种 解法 . 

解法 1 如 图 5.6.12 所 示 . 因 .人 4CD = 30P , 作 轴 
反射 变换 S(AC), 设 D->D', 则 人 和信 CDD' 为 正 =: 角 形 ， 
BM DD = D'C. 双 LCBA = 80,LDCB = 5 TT 
知 BD = BC, 于 是 BD' 为 CD 的 垂直 平分 线 .再 注意 
人 CBA = 80P 即 知人 D’'BE = EBA( = 20), 因 而 BF 
为 人 D'BAh 的 平分 线 .但 4E 为 人 DAD' 的 平分 线 , 所 
以 ,点 为 全 4BD' 的 内 心 , 于 是 ,DE 为 人 4D'B 的 平 


分 线 . 这 样 便 有 ADE = 人 AD'E - 7 LAD'B. 而 
DAD’ = 27 BAC = 40, DBA = 40， 所以， 


A4D'B = 100 ,因此 ,ADE = LAD'B _ 5%. 故 


LDEB = /ADE -EBD = 50 - 20 = 30p 

解法 2 ”如 图 5.6.13 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S( CD)， 
设 4 一 4', 则 公 44'C 是 一 个 正三 角形 ,所 以 44' = 
AC = AB, DA’ = D4. 因 一 4'4B = 60 -20 = 40, 所 
Lb LDA'h = 40, 了 BA'hA4 = 70, 因此 ,BA4'D = 
70 -40? = 30P. 男 一 方面 , 因 人 人 CA'D = DAC = 4'< 
20 = 一 FEBD ,于 是 , 设 C4' 与 BE 交 于 F, 则 DA’、B、 
让 四 点 共 圆 ,所 以 人 EFD = BA4'D = 30 = ECD,， 
这 样 ,C、E、D、F 四 点 也 共 圆 ,从 而 

LDEB = LDCF = LDCA’ = LACD = 30 图 5.6. 13 

可 能 所 给 问题 中 根本 没有 30 的 角 , 也 没有 隐 含 的 30? 的 角 . 或 者 即使 条 件 
中 有 30 的 角 , 但 我 们 依 此 为 基础 作 轴 反 射 变换 却 难 以 奏效 .这 时 我 们 可 以 根据 
条 件 创造 30 的 角 , 或 者 根据 要 证 的 结论 将 原 30 的 角 变 位 ,再 作 轴 反射 变换 . 

首先 看 刚才 的 例 $.6.6, 我 们 根据 二 4CD 这 个 30 的 角 给 出 了 两 种 解法 . 现 
在 我 们 通过 作 全 CDE 的 外 接 圆 产生 新 的 30? 的 角 给 出 第 三 种 解法 . 

解法 3 如 图 5.6.14 所 示 . 设 全 CDE 的 外 接 贺 与 BE 交 于 F, 则 人 EFD = 
ECD = 30 > 20 = EBD, 所 以 在 会 BCD 内 . 作 轴 反射 变换 S(BE), 设 
D 一 D', 则 公 DFD' 为 正三 角形 ,人 D'BF = FBD =20, 所 以 DBD = 40?， 
但 了 CBD = 80 , 且 由 条 件 可 知 , BD = BC, 因 此 BD' 为 CD 的 重 直 平分 线 , 从 而 
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DC = DD = DF, 这 说 明 D' 为 全 CDF 的 外 心 ,于 
是 , /DCF = FLDD'F = 30P, 故 DEB = 人 DCF = 


30°. 

例 5.6.7 ”在 西 四 边 形 4BCD 中 ,人 BAC = 30， 
DBA = 26°,L CBD = 51°,A DCA = 13. 求 人 4DB. 
(中 国 国 家 集训 队 测 试 ,1989) 

在 本 题 中 有 一 个 明显 的 30 的 角 一 一 和 84C ,但 / 
无 论 是 以 4B 为 反射 轴 还 是 以 4C 为 反射 轴 作 轴 有 反射 图 5.6.14 
变换 ,都 无济于事 ,对 解决 问题 似乎 无 任何 帮助 ,而 通 
过 作 全 4BD 的 外 接 圆 产生 新 的 30 的 角 , 再 作 轴 反射 变换 , 则 情况 便 大 为 得 到 
改观 . 

解 。 如 图 5.6.15 所 示 , 设 人 4BD 的 外 接 
圆 与 4C 交 于 P, 则 人 BDP = 一 B4P = 30?. 因 
LDCA = 13 < 26° = 一 DB4 
所 以 ,P 在 全 BCD 内 .由 条 件 可 知 ~4CB = 

73 ,BDC = 43o ,因此 

LPDC = 43 -30p = 13 = 和 DCP 
作 轴 反射 变换 S(BD), 设 PP', 则 人 PDP 
为 正三 角形 ,所 以 PP' = PD = PC, 了 PPC = 图 $.6. 15 
360° - 60° - (180° - 26°) = 146°. 

于 是 , 连 CP' , 则 PCP' = CP'P = 17°. 再 设 CP' 与 BD 交 于 E, 连 PE, 则 
EP’ = EP,PW LP'PE = /EPP = 17, 从 而 
LEPC = LP'PC - /APPE = 146 -17 = 12% = 180 - /CBD 
因此 ,C、P、E、B 四 点 共 圆 ,于 是 
APE = LCBE = $1° 
LEPB = LECB = /ACB - /PCP = 73 - 17 = 56° 
故 4DB = 4PB = LAPE + /EPB = S51 + 56 = 107° 

例 5.6.8 在 全 4BC 中 ,了 BAC = 80, 了 CBA = 4 ,P 为 全 4BC 的 外 部 
一 点 ,一 PBC = 10, 了 BCP = 20. 求 证 :4P | BC. 

本 题 中 有 一 个 隐 售 的 30 的 角 一 一 即 人 CBP 的 外 角 , 但 无 论 是 以 BP 为 反 
射 贡 还 是 以 PC 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 都 难以 得 到 欲 证 结论 .但 如 果 点 PP 在 
全 4BC 内 , 则 情形 就 不 同 了 .于 是 便 有 下 面 的 证 法 . 

证 明 ”如 图 5.6.16 所 示 , 设 点 P 关 于 BC 的 对 称 点 为 0, 则 一 CBO = 10?， 
一 0C8 = 20?. 于 是 , 作 轴 反射 变换 S( 80), 设 C 一 C', 则 会 C'QC 为 正三 角形 ， 
所 以 C'Q = C'C. 又 易 知人 BC'C = 80p = 了 BAC, 所 以 ,点 C' 在 全 ABC 的 外 接 
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贺 上 .而 由 CBA = 40p ,一 CBC' = 20Pp 知 BC 
平分 一 CB4 ,因此 有 C'4 = C'C = C'0, 这 说 明 
态 C 是 人 40C 的 外 心 ， 从 而 0O4C = 


人 QCC = 30. 又 了 ACB = 60p, 所 以 ,40 | 


BC. 但 PO 1 BC, 于 是 4、0\P 三 点 共 线 , 故 
AP | BC. 

例 5.6.9 在 公 ABC 中 ,了 BAC = 40P， 
4BC = 60P.D 和 和 E 分别 是 边 4C 和 4 有 上 的 点 ， 
使 得 CBD = 40 ,了 BCE = 70. 直线 BD 和 CE 交 于 点 P. 求 证 :AP | BC.( 第 
30 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1998 ) 

本 题 的 条 件 中 并 没有 30? 的 角 . 但 因由 条 件 可 得 全 BCF 是 一 个 顶 角 为 40 
的 等 腰 三 角形 ,于 是 我 们 以 底 边 CF 为 边 长 向 形 内 作 一 个 正 全 PCQ, 即 得 到 
BOC 的 外 角 恰 为 30p. 由 此 ,我 们 可 以 尝试 0C 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 . 

证 明 ”如 图 5.6.17 所 示 , 由 条 件 可 知 
了 BPC = 了 PCB = 70p. 于 是 ,以 CP 为 边 长 在 
和 人 BCP 内 作 正 人 OCcP， 则 人 0CB = 10?， 
一 CB80O =20. 作 轴 反 射 变换 S(QC), 设 BB 一 
B', 则 公 09B'B 为 正三 角形 ,所 以 BB' = BO. 又 
B'C = BC, 人 LB'CB =2QCB = 20 ,由 此 即 知 
LCBB'’ = LBB'C = 80. 但 ABC = 60, 所 以 
4BB' = 20. 从 而 设 48 与 CB' 交 于 下, 则 图 5.6.17 
BEB = 80p, 所 以 BF = BB ， -= BQO. 因此 ,点 B 为 个 B'OF 的 外 心 ,于 是 


FOB' = 7 LFBB' = 10 ,由 此 可 得 人 COF = 140 = 180 -一 B4C, 所 以 4、 


FQ、C 四 点 共 圆 ,从 而 人 B40 = 了 FCQ = 10 = 人 BPO. 这 样 ,4.8、O、P 四 
点 也 共 圆 ,所 以 BAP = 180 - PQ0B = 180? -150? = 30P. 再 由 人 ABC = 60* 
即 知 AP | BC. 

当 问 题 中 含 两 个 或 更 多 的 30 的 角 , 则 可 能 需 作 两 个 轴 反 射 变换 才能 解决 
问题 .另外 ,如 果 问 题 中 除了 有 30 的 角 的 特征 外 ,还 有 其 他 特征 , 则 可 能 还 需 结 
合 其 他 特征 实施 相应 的 几何 变换 方 可 . 

例 5.6.10 在 人 A48C 中 ,一 CB4 = $0p, 人 4CB = 30P,P、Q 为 全 4BC 内 两 
点 ,人 PCB = 10, 人 PAC = 人 QBA = 30, 且 P.O.C 三 点 在 一 直线 上 .求证 : 
AP = BO. 


_. S( AC) _ 
证 明 ”如 图 5.6.18 所 示 , 设 有 一 ~- 有, 则 人 BBC 为 正三 角形 ， 
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LBBIA = 一 4B8B = 10 ,而 PCB = 102 ,所 从 
以 ,了 人 BBi4 = 人 PCB. 又 人 BC4 = LACB = PM NAN 

30 = 一 P4C, 所 以 AP /BIC, 因此 四 边 形 /A AN 
PCB14 是 等 腰 梯 形 , 由 此 可 知 ,PB = A48, 量 家/ 4 \、 
PBA = 40,/ CBP = 10p, 人 OPB = 20 .注意 
到 了 BOC 的 外 角 正 好 是 3p?， 于 是 ,再 设 ON > 
B 0> Bp,, My PB, = PB, /BPB = 40, 且 


从 0BsB 也 是 正三 角形 ， 所 以 个 BPA 吕 
人 PB,B, BB = BO. 故 4P = BB = BO. 

例 S.6.11 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, 人 B4C = 40,P 为 全 4BC 内 一 点 ， 
LZ CBP = 40p, 了 PCB = 20. 求 证 : PA = PB + PC. 

本 题 有 一 个 隐 仿 的 30P 角 一 PB4 ,但 仅 以 其 边 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 
是 不 够 的 .注意 到 全 4BC 是 一 个 等 腰 三 角形 ,再 以 它 为 特征 作 轴 反 射 变换 便 水 
到 渠 成 . 

证 明 ”如 图 5.6.19 所 示 , 设 P Pi, 
则 4P; = AP, 人 P14AB = BAP, 公 BPP, 为 正 
三 角形 , 且 Pi PC 三 点 在 一 直线 上 .再 以 BC 
的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 B 一 
CC 一 有 B. 设 忆 一 P, 则 4P， = 4P = 4P)， 
PC =PB = PiB,/PAC = /BAP = 
PAB. 又 AC = 4B， 所 以 人 4PC 完 
人 4PIB,， 从 而 了 Py4C = 人 P148B8， 因 此 ， 
LPiAP, = LBAC = 40. 

男 一 方面 , 因 CBP, = 人 PCB = 20, 所 以 ,人 P35BP = 人 人 CBP - 一 CBP， = 
40 ~- 20 = 20°,X PP, / BC, 所 以 ,了 人 PP;B = LCBP; = 20 = 一 PPBP, 因 此 ， 
PP, = PB = PPi, 从 而 全 4P1P 名 全 4PP;, 这 样 便 有 人 P14AP = 一 P4P， = 


S(AB) 


SLPiAP; = 2p, 亿 Pi4B = 7 LPiAP = 10. 于 是 ,PiAC = 50 = LACP', 


所 以 4p| = PIC = PIP + PC.{B AP = API,PIP = PB, 故 PA = PB +PC. 
例 $.6.12 在 个 4BC 中 ,了 CBA = 5 ,ACB = 20P,P 为 全 4ABC 内 一 点 ， 
昌 BAP = 40p,CBP = 30p. 求 证 : CP 平分 人 4CB. 
本 题 有 一 个 明显 的 3p? 角 一 一 和 CBP = 30 ,但 仅 以 BC 或 BP 为 反射 轴 作 轴 
反射 变换 尚 不 能 解决 问题 .注意 了 B4P = 4 ,BAC = 110 ,所 以 4C 为 了 B4P 
的 外 角 平 分 线 .注意 到 了 这 个 特征 ,再 结合 CBP = 30? , 作 两 个 轴 反 射 变 换 就 
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容易 解决 问题 了 . 
证 明 如 图 5.6.20 所 示 ， 因 Pp, 

、 SCBC) 全 

了 PBC =30? ,于 是 , 设 忆 Pi, 则 
CPi 一 CP,/ PCP 一 2 二 PCB ,人 PPBP| 
为 正三 角形 ,因而 还 有 PP! = PB. 再 设 


PP, 则 疡 必 在 B4 的 延长 线 上 ， 
日 AP, = 4P. 而 二 Ph4P，= 2/PAC = 
140? ,所 以 ,4P,P = 20p = 了 人 PB4, 因 图 5.6.20 

此 ,PP, = PB = PPi. 又 CP, = CP = 

CPi, 所 以 人 CPP 振 和 人 CPP, 从 而 PCP = 人 PCP1. 但 AC、BC 分 别 平分 
了 PCP 与 了 PCcPl, 故 4CP = 和 PCB, 即 PC 平分 人 4CB. 


5.7 “两 类 几何 不 等 式 与 轴 反 射 变 换 


几何 不 等 式 将 几何 的 论证 与 不 等 式 的 技巧 有 机 地 结合 在 一 起 ,因而 更 显得 
魅力 无 穷 .可 以 说 ,几何 不 等 式 是 平面 几何 中 的 一 首 优美 动人 的 诗 . 本 节 将 介绍 
两 类 可 考虑 用 轴 反 射 变换 处 理 的 几何 不 等 式 . 

如 果 一 个 几何 不 等 式 是 涉及 ( 曲 ) 线段 和 (包括 曲线 段 与 折线 长 ), 且 较 小 
方 是 一 条 线段 , 则 可 以 考虑 通过 轴 反 射 变 换 将 大 于 方 的 线段 和 转化 为 与 小 于 方 
线段 共 端 点 的 一 条 折线 ,然后 利用 “两 点 之 间 直 线段 最 短 ” 而 得 到 结论 . 

例 5.7.1 设 公 4BC 的 外 心 为 0,M 和 AN 
分 别 为 边 4B 和 4C 上 的 点 , 且 人 人 MON = 
降 BAC. 证 明 : 公 AMN 的 周 长 不 小 于 边 BC 之 
长 .( 第 28 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2002) 

证 明 ”如 图 5.7.1 所 示 , 设 N 关 于 4B 的 算 


直 平 分 线 的 对 称 点 为 N' ,MM 关于 4C 的 重 直 平 “ “7 
分 线 的 对 称 点 为 M' , 则 BN' = AN, M'C = MA. 
因 全 4BC 的 外 心 0 是 所 述 两 条 垂直 平分 线 的 图 5.7.1 


交点 ,所 以 ON = ON, 0M' = 0M, BON = 人 NO4, 一 MOC = AO0M, 从 而 
MON' = 了 人 BOC -了 BON -AM'OC = 
BOC - /NOA - /AO0M = 
2NOM - LNOM = /NOM 
从 而 会 MON' 各 人 MON, 因 此 M'N = MN ,于 是 全 AMN 的 周 长 
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AN+NM+MA= BN +NM +MLC> BC 
例 S$.7.2 设 4BCD 为 是 四 边 形 ,M 
为 CD 的 中 点 , 且 4MB = 120°. 证 明 : 


BC + CD + D4 > 4B.(( 俄 ) 圣彼得堡 2 
数学 奥林匹克 ,1993) , 


证 明 如 图 5.7.2 所 示 . 设 、、/ | \ -8 
SCMA) SC(MB D' CC! 

pp ,CE C', 则 有 MD = 

MD = MC = MC’,AD’ = AD,BC = 图 5.7.2 

BC.X 


LDMC' = 120 - (LAMD’' + LC'MB) = 
120° ~ (DMA + /BMC) = 120 - (180 - 120p) = 60 
所 以 ,全 MD'C' 为 正三 角形 ,从 而 C'D' = MC'’ = MC = 十 CD ,于 是 有 
BC+FCD+DA= 8C+CD+D4> AB 

等 式 成 立 当 且 仅 当 C'、D' 缘 在 48B 上 ,当日 仅 当 AM 平分 二 B4D , 且 BM 平分 
了 CB4. 

例 5.7.3(G.P6lya 问题 ) ”证明 :两 端点 在 定 圆周 上 ,并且 将 这 个 圆 分 成 面 
积 相 等 的 两 部 分 的 曲线 中 ,以 该 圆 的 直径 最 短 . 

如 果 曲 线 的 端点 恰好 是 圆 的 一 条 直径 的 两 个 端点 , 则 结论 不 证 自明 .因此 ， 
对 于 一 般 情形 ,我 们 应 设法 将 曲线 不 改变 长 度 并 使 其 两 个 端点 是 圆 的 一 条 直径 
的 两 个 端点 .而 这 可 以 通过 轴 反 射 变换 来 实现 . 

证 明 ”如 图 5.7.3 所 示 , 设 曲线 /的 
两 个 端点 4、B 在 圆 夏 上 , 旦 曲线 /将 圆 忆 
分 为 面积 相等 的 两 部 分 . 可 设 4、8B 不 是 
圆 卫 的 一 条 直径 的 两 个 端点 . 作 直 径  “ 
CD // 4B ,由 于 曲线 /将 圆 卫 分 为 面积 相 
等 的 两 部 分 ,所 以 直径 CD 必 与 曲线 1 相 
交 ( 且 至 少 有 两 个 交点 ), 设 为 交点 之 
一 . 作 轴 反射 变换 S(CD), 设 B 一 B', 则 图 5.7.3 


曲线 段 = 曲线 段 E8' . 易 知 4B' 为 圆 卫 的 直径 ,从 而 曲线 1 的 长 = 4B = 


AE + EB = AE + EB' > 48B', 即 曲线 1 的 长 大 于 等 于 圆 也 的 直径 ， 
当 曲 线 ! 是 一 段 贺 弧 时 ,本 稻 曾 是 1946 年 举行 的 第 6 届 普 特 南 (Putnamy) 数 
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无 独 有 偶 ,在 1979 年 举行 的 全 国 高 中 数学 联赛 中 也 有 一 道 类 似 于 G. Palya 
问题 的 试题 : 

单位 正方 形 周 界 上 的 两 点 之 间 连 一 条 曲线 段 , 如 果 它 把 这 个 正方 形 分 成 面 
积 相等 的 两 部 分 . 试 证 :这 条 曲线 段 的 长 度 不 小 于 1. 

其 证 明 思 路 也 是 类 似 的 .分 三 种 情形 讨论 : 

(1) 夺 曲 线段 的 两 端点 分 别 在 正方 形 的 两 4 D 
条 对 边 上 (图 5.7.4) , 则 结论 是 显然 的 ; 

(2) 若 曲 线段 的 两 端点 分 别 在 正方 形 的 两 
邻 边 上 (图 5.7.5), 则 以 正方 形 的 一 条 对 角 线 
为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 ,再 由 (1) 即 得 结论 ; 

(3) 若 曲 线段 的 两 端点 在 正方 形 的 同 -- 条 
边 上 (图 5.7.6), 则 以 平行 于 这 一 边 的 正方 形 
的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 ,再 由 (1) 即 图 5.7.4 
得 结论 . 


B M C B MM N Cc 
图 5.7.5 图 5.7.6 


对 于 折线 长 (包括 封闭 折线 ) 问题 ,通常 有 几 个 “ 折 点 ”就 作 几 次 轴 反 射 变 
换 , 而 反射 轴 往 往 取 与 “ 折 点 ”相关 的 直线 . 

例 $.7.4 证 明 : 在 底 边 和 面积 给 定 的 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 的 周 长 为 
最 短 . 

证 明 ”如 图 5.7.7 所 示 . 设 公 4BC 的 底 边 BC 固定 , 因 公 ABC 的 面积 一 定 ， 
所 以 顶点 4 在 平行 于 底 边 BC 的 一 条 直线 1 上. 作 轴 反 射 变换 S(1), 设 C 一 C0'， 
则 C'4 = 4C ,于 是 有 

AB + AC = AB + AC’ >» BC' 

再 设 BC 与 1 交 于 ho. 因 411/ BC, 且 1 平分 C'C, 所 以 ho 为 BC' 的 中 点 , 即 
有 AhoB = 40C' = 40C ,因而 全 A0BC 为 等 采 三 角形 .由 于 AB+ BC + Ch > hoB 
+ BC + C40, 故 在 底 边 和 面积 给 定 的 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 的 周 长 为 最 短 . 

由 例 5.7.4 立即 可 知 , 在 面积 一 定 的 所 有 三 角形 中 ,以 正三 角形 的 周 长 为 
最 短 .这 是 因为 由 例 5.7.4 知 ,这 样 的 周 长 最 短 的 三 角形 必 以 任 一 边 为 底 边 都 
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是 等 腰 三 角形 ,而 这 只 能 是 正三 角形 . 

例 5.7.5 ”证明 :在 底 边 和 周 长 一 定 的 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 的 面积 为 
最 大 . 

证 明 ”如 图 5.7.8 所 示 , 设 人 4BC 的 底 边 BC 固定 , 公 AoBC 为 等 腰 三 角 
形 , 且 与 人 4BC 有 等 周 长 , 即 有 40B + AoC = 4B + 4C. 过 顶点 4o 作 底 边 BC 
的 平行 线 1, 作 轴 反射 变换 S(0), 设 C 一 C', 则 C'、40、B 三 点 共 线 . 连 C'4, 则 
C'A+AB > BC = AoB+ AoC = AB + AC, 所 以 ,C'A4 > AC. 而 1 为 C'C 的 垂 
直 平 分 线 , 由 此 可 知 点 4、C 在 直线 1 的 同 侧 ,所 以 全 4BC 的 面积 小 于 人 4oBC 
的 面积 . 这 就 证 明了 全 hoBC 作为 等 厌 三 角形 是 所 有 这 些 三 角形 中 面积 最 大 


图 5.7.7 图 5.7.8 


同样 ,由 例 5.7.5 可 知 ,在 周 长 一 定 的 所 有 三 角形 中 ,以 正三 角形 的 面积 为 
最 大 . 

一 般 地 ,在 周 长 一 定 的 所 有 nn 边 形 中 ,以 正 n 边 形 的 面积 为 最 大 .在 周 长 一 
定 的 所 有 封闭 图 形 中 ,以 圆 的 面积 为 最 大 .对偶 地 ,在 面积 一 定 的 所 有 m 边 形 
中 ,以 正 n 边 形 的 周 长 为 最 短 . 在 面积 一 定 的 所 有 封闭 图 形 中 ,以 圆 的 周 长 为 最 
短 . 这 些 问 题 的 讨论 ,可 以 参看 蔡 宗 嘉 编 著 的 《等 周 问题 》 一 书 (北京 :人 民 教 育 
出 版 社 ,1964). 

例 5.7.6 已 知 锐角 全 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R, 点 D、E、F 分 别 在 边 BC、 
CA 、4B 上 .求证 :4D、BE、CF 是 公 ABC 的 三 条 高 的 充分 必要 条 件 为 


S = FDE+ EF + FD) 
其 中 5S 是 人 4BC 的 面积 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1986) 


、 _. 、 SCAB S{AC) 
证 明 ”如 图 5.7.9 所 示 , 设 D 一 > Di,D 下 4%> p,, 则 4D, = AD = 


ADI,DIF = DF,DyE = DE,AD1AD, = 2BAC. 显 然 ,4D > h,(BC 边 上 的 
高 ) ,于 是 (其 中 用 到 了 正弦 定理 ) 
已 | 万， 一 2AD'sin BAC 二 2ADsin /BAC > 
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h 
2h,sin BAC = i = 人 


R 
从 而 DE + EF + FD = DE + EF + FD > DiD> 
即 S$ < FDE + EF + FD) 


等 式 成 立 当 且 仅 当 4D = h。 日 Di、F.E、D; 四 点 共 线 .而 当 4D = h, 且 
DiI、F、E、D; 四 点 共 线 时 (图 5.7.10), 有 
LBDA = /ADC = 90 


ADD4 = Ah4D,D = 9F - 7 LD1AD, - 9p -二 BC 


所 以 了 FDB = 人 BAC = 人 CDE ,于 是 ,4 下 .DC 四 点 共 圆 ,4、B 也、 下 四 点 共 
圆 ,从 而 有 CHk4 = CDA = 9%p,45B = 4DB = 90, 即 CF | AB, 且 
BE | A4C. 因此 ,AD、BE、CF 是 人 4BC 的 三 条 高 . 反之 , 当 4D、BE、CF 是 
全 ABC 的 三 条 高 时 ,显然 有 4D = 及 .又 此 时 BC、C4 48 是 人 DEF 的 三 条 外 和 角 
平分 线 ,所 以 D1、F、E、D; 四 点 共 线 ,因而 其 等 式 必 成 立 . 故 


S = FDE + EF + FD) 
的 充分 必要 条 件 是 4D、BE、CF 为 全 4BC 的 三 条 高 . 


图 5.7.9 图 5.7.10 


本 题 证 明 的 是 一 个 儿 何 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 我 们 在 第 3 章 的 末尾 就 
已 经 指出 ,这 类 充分 必要 条 件 往 往 是 某 个 几何 不 等 式 中 等 式 成 立 的 条 件 .对 于 
本 题 来 讲 , 因 等 式 右 边 是 一 条 闭 折线 的 长 ,所 以 这 个 不 等 式 极 有 可 能 是 将 其 等 
式 中 的 “=” 改 为 “<”. 我 们 可 通过 轴 反 射 变换 将 其 闭 折 线 “ 拉 直 ” ,然后 再 设法 
与 人 ABC 的 面积 和 外 接 圆 半径 联系 起 来 .事实 证 明 这 个 思路 没 错 . 

上 述 证 明 中 ,我 们 用 到 了 锐角 三 角形 的 一 个 性 质 . 

如 果 将 非 直 角 三 角形 的 三 高 线 足 所 构成 的 三 角形 称 为 原 三 角形 的 垂 足 三 
角形 , 则 有 :锐角 三 角形 的 三 边 是 其 垂 足 三 角形 的 三 外 角 平 分 线 . 

综观 例 5.7.6 的 整个 证 明 过 程 ,我 们 实际 上 已 经 解答 了 平面 几何 中 著名 的 
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Fagnano 问题 : 

设 人 DEF 的 三 顶点 分 别 位 于 人 4BC 的 三 边 上 , 则 人 DER 称 为 人 4BC 的 内 
接 三 角形 . 试 在 锐角 三 角形 的 一 切 内 接 三 角形 中 , 求 出 周 长 最 短 的 三 角形 . 

答案 是 : 垂 足 三 角形 的 周 长 最 短 . 

德国 数学 家 H.S.Schwarz 曾 用 轴 反 射 变换 给 出 了 Fagnano 问题 的 另 一 个 绝 
妙 的 解法 : 

如 图 5.7.11 所 示 , 设 全 DEF 是 锐角 全 4BC 的 垂 足 三 角形 ,而 全 POR 是 
全 ABC 的 任 一 内 接 三 角形 .再 设 


S(AB) SCBCI) SCCI41) 
AABC— > 和 46C| -一 -> 和 4BC — > 


S(A1B,) Ss(BiC,) 
全 41BIC1 人 418102 全 42 万 | C2 


则 会 DEF 与 人 POR 也 随 着 反射 . 千 它 们 最 后 分 别 反 射 为 全 D'EF'F'、 人 个 P'Q'R'， 
则 EQ = EQ , 因 锐 角 三 角形 的 三 边 是 其 垂 号 三 角形 的 三 外 角 平 分 线 , 由 此 不 
难 知道 , D'、F 皆 在 线段 EE' 上 ,和 且 CBD = 了 CED = 人 AEF. 这 说 明 
E'Q' /EQ ,因而 有 00 = EE' .又 显然 EE' (图 中 粗 线 段 ) = 2( 公 DEF 的 周 
长 ) ,折线 CRP'O (图 中 粗 折线 ) 的 长 = 2( 公 POR 的 周 长 ). 于 是 ,2( 公 POR 的 周 
长 ) = 折线 ORP'O' 的 长 > 00' = EE' = 2( 公 DEF 的 周 长 ). 故 公 POR 的 周 长 
大 于 等 于 人 DEF 的 周 长 , 也 就 是 说 ,全 DEF 的 周 长 最 短 . 


图 5.7.11 
有 这 样 一 类 几何 不 等 式 ,其 条 件 中 也 有 一 -个 不 等 式 , 当 条 件 中 的 不 等 式 改 
为 等 式 时 ,作为 结论 的 不 等 式 也 变 为 等 式 , 日 此 
时 所 对 应 的 几何 图 形 是 一 个 轴 对 称 图 形 . 对 于 
这 样 的 不 等 式 ,我 们 常 可 以 考虑 用 轴 反 射 变换 
外 理 , 反 射 轴 往 往 与 其 条 件 成 为 等 式 时 的 轴 对 
称 图 形 的 对 称 轴 相关 . 
例 $5.7.7 证 明 :; 在 三 角形 中 , 较 小 角 的 角 
平分 线 大 于 较 大 角 的 角 平 分 线 . 
证 明 “如 图 $.7.12 所 示 , 设 在 人 48C 中 ， 
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降 CBhA < 人 4CB, BD、CE 为 角 平 分 线 .我 们 要 证 明 BD > CE. 以 BC 的 垂直 平 
分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 D 一 D', 则 CD' = 8D, 人 BD'C = 人 BDC. 因 
人 C84 < A4CB, 所 以 ,点 EE 在 人 CBD' 内 .又 由 BD、CE 为 角 平 分 线 知 ABD 
< 4CF. 因 此 

LBDC = /A+ /LABD < LA+ /LACE = LBEC 
这 说 明 点 互 在 全 D'BC 的 外 接 圆 内 ,从 而 

LD'EB > LD'CB = /CBD = /DBA 
于 是 APEC = LD'EB + /BEC > 人 DB4 + /BEC = 
180p - A ECB - /CBD > 90 

因而 必 有 CD'E < 90 < DEC, 故 CD' > EC, 即 BD > CE. 

在 本 题 中 , 当 条 件 中 的 不 等 式 “ 了 CBA4 < 了 4CB” 改 为 等 式 “ 人 CBA = 
4CB"” 时 , 其 结论 “BD > CE” 也 变 为 等 式 “BD = CE” ,而 此 时 所 对 应 的 
作 ABC 是 等 腰 三 角形 , 它 是 一 个 轴 对 称 图 形 ,其 对 称 轴 既 是 底 边 BC 上 的 高 .上 瓜 
边 BC 上 的 中 线 , 也 是 底 边 BC 的 垂直 平分 线 , 还 是 顶 角 4 的 角 平 分 线 . 因 此 , 回 
到 本 题 时 ,我 们 应 在 全 4BC 的 边 BC 上 的 高 边 BC 上 的 中 线 、 边 BC 的 垂直 平分 
线 、 顶 角 4 的 平分 线 中 选择 一 条 作为 反射 轴 实 施 轴 反 射 变换 . 

本 题 还 说 明 ,在 全 45BC 中 , 设 一 有 的 平分 线 与 人 C 的 平分 线 分 别 与 对 边 交 
于 DE, 若 4B zx AC, 则 BD x CE. 

道 否 之 ,我们 立即 得 到 Lehmus-Steiner 定理 ( 例 4.5. 12): 

有 两 条 角 平 分 线 相等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 

例 5.7.8 在 人 48C 中 ,4B > 4C, BE、CF 为 人 4BC 的 两 条 高 .求证 

AB + CF > AC + BE 
等 式 在 什么 情况 下 成 立 ?( 第 3 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1967 ) 

证 上 明 当 一 Bh4C = 9%0p 时 ,显然 有 4B+ CF = AC + BE. 当 人 BAC # 90 
时 ,如 图 5.7.13,5.7.14 所 示 , 以 一 4 的 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 习 C 一 
C',F 一 F', 则 C' 在 边 4B 上 ,在 直线 4C 上 , 且 C'F” | A4C. 而 BE | 4C, 所 
以 CF // BE. 过 点 C' 作 BE 的 垂 线 CD,D 为 垂 足 , 则 有 DE = C'F" = CF. 由 
于 直角 三 角形 的 斜 边 大 于 直角 边 , 所 以 BC' > BD. 但 
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BC' = AB - AC' = AB -~ AC,BD = BE - DE = BE - CF 

因此 4B- 4A4C > BE- CF. 故 AB+ CF > AC+ BE. 

综 上 所 述 ,4B + CF > 4C + BE .等 式 成 立 当 且 仅 当 BAC = 90?. 

由 本 题 可 知 成 立 如 下 的 命题 . 

命题 5.7.1 设 BE、CF 为 全 4BC 的 两 条 高 . 若 4B + CF = AC + BE, 则 
从 4BC 是 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 . 

例 5.7.9 在 公 4BC 中 ,4B > 4C, 已 是 中 线 4D 上 的 任意 一 点 .求证 

AB + PC > AC+ PB 

证 明 ”如 图 5.7.15 所 示 . 由 4B > 4C 易 知 
Da4C > 了 BAD( 可 以 通过 以 DD 为 反射 中 心 的 
中 心 反 射 变换 简单 得 出 这 一 事实 ). 于 是 , 作 轴 
反射 变换 S(4D), 设 C 一 C0C', 则 人 C'4D = 
DAC > 人 人 BAD, 所 以 ,4B 在 人 人 C'A4D 内 , 且 由 
AB > AC 知 C'、4 在 直线 BC 的 同 侧 , 从 而 C'P 
与 4B 交 于 一 点 E. 因 AE + EC’ > 4C ,FEB + 
PE > PB ,两 式 相 加 得 4B + PC' > 4C + PB， 
再 由 PC' = PC,4C' = AC 即 得 4B + PC > AC + PB. 

由 本 题 可 知 成 立 命题 : 

在 人 4BC 中 ,P 是 中线 4D 上 一 点 , 若 4B xz AC, 则 4B + PC x AC + PB. 

道 否 之 ,我 们 立即 得 到 

命题 5.7.2 设 P 是 公 4BC 的 中 线 4D 上 的 任意 一 点 . 若 

AB + PC = AC + PB 


则 全 4BC 是 等 腰 三 角形 ， 

当 已 为 全 4BC 的 重心 时 ,命题 5.7.2 为 1996 年 举行 的 第 32 届 西 班 牙 数学 
奥林匹克 试题 . 

例 S.7.10 设 人 4BC 是 一 锐角 三 角形 ,人 B 和 人 C 的 平分 线 分 别 与 高 
AD(D 为 垂 足 ) 交 于 已 和 天. 证明: 若 4B > 4C, 则 BE > CF. 

证 明 ”如 图 5.7.16 所 示 . 由 4B > 4C 知 4 
过 BAD > 人 DAC. 因 此 , 设 人 BAC 的 平分 线 与 
BC 交 于 了 , 则 了 在 线段 BD 上 ,从 而 由 三 角形 的 


\ ， 4 BT BD 1 1 
内 角 平 分 线性 质 定理 ,有 4C = 了 < DC ,进而 
有 8 < 和 .再 由 三 角形 的 内 角 平 分 线性 质 定 SN NN 
理 ,有 人 8 = 他 < 0 = 人 .这 说 明 忆 在 线段 


~BD~ DC ~ FD: 
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ED 上 .于 是 , 作 轴 反射 变换 S(4D), 设 CC 一 C', 则 C' 在 线段 BP 上 ,因此 BE > 
CE > CF = CF. 故 BE > CF. 

同样 ,由 本 题 极 易 得 到 

命题 5.7.3 ” 设 公 4BC 是 一 锐角 三 角形 ,人 B 和 人 C 的 平分 线 分 别 与 高 
AD(D 为 垂 足 ) 交 于 下 和 下 . 若 BE = CF, 则 公 A4BC 是 等 腰 三 角形 . (第 15 届 伊 
朗 数 学 奥林匹克 ,1998) 

例 $.7.11 证明: 如果 梯 形 的 底 角 不 等 ,那么 从 底 角 较 小 的 顶点 所 引 的 对 
角 线 大 于 从 另 一 个 顶点 所 引 的 对 角 线 . (第 56 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ,1955 ) 

证 明 ”如 图 5.7.17,5.7.18 所 示 , 设 梯形 4BCD 中 ,4B // CD, 和 人 BAD < 
了 CBAh. 以 底 边 4B 的 垂直 平分 线 ! 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 SCD), 则 忆 一 4. 设 
CC', 则 有 BC' = AC, 且 BAC' = CBA > 人 BAD ,这 说 明 C' 在 CD 的 延 
长 线 上 .由 于 BC'C = 人 C'Ch4, 于 是 人 CDB > 人 C'CA = 人 BC'C, 故 BD < 
BC' =4C, 即 4C > BD. 这 就 证 明了 结论 . 

由 例 5.7.11 立即 可 知 : 在 三 角形 中 ,大 边 上 的 中 线 反 而 短 . 


图 5.7.17 


进一步 ,我们 有 如 下 的 命题 . 

命题 5.7.4 设 忆 是 全 48BC 的 中 线 4D 上 
一 -点 ,延长 BP、CP 分 别 与 4C 、4B 交 于 E、F. 如 
果 4B > 4C, 则 BE > CF. 

事实 上 ,如 图 5.7.19 所 示 . 因 4D、BE、CF 


交 于 一 点 PP, 由 Ceva 定理 BD .CE AF _ 1 ， 


"DC EA FB 
但 BD = DC ,所 以 4 = 2 ,因此 ,FE ] BC. 
从 而 四 边 形 BCEF 为 梯形 . 又 由 4B > 4C 知 图 5.7.19 


了 FBC < BCE ,于 是 由 例 5.7.11 即 知 BE > Ck. 
例 $.7.12 在 梯形 4BCD 中 ,4B // CD, DCB < 4DC .求证 :人 AhCB < 
ZL ADB. 
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证 明 如 图 5.7.20 所 示 . 由 人 人 DCB < 
4DC 可 知 了 CBA > 和 人 BMD. 以 4 的 垂直 平 
分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 设 CC , 则 CC 
在 CD 的 延长 线 上 , 且 四 边 形 48CC' 为 等 腰 梯 
形 ,因而 为 圆 内 接 四 边 形 .于 是 , 议 BD 的 延长 
线 与 等 腰 梯 形 4BCC' 的 外 接 圆 交 于 五 , 则 有 

LACB = LAEB < LADB 

由 例 5.7.12, 我 们 可 以 得 到 如 下 两 个 命题 . 图 5.7.20 

命题 5.7.5 ”如 图 5.7.21 所 示 , 设 已 是 个 4BC 的 中 线 4D 上 的 一 点 .如 果 
AB > AC,; 则 PBA < 一 4CP. 

命题 5.7.6 ”如 图 5.7.22 所 示 , 设 EF 是 公 4BC 的 边 BC 上 的 两 点 , 且 
BE = FC. 如 果 AB > 4C, 则 BAE < 人 FAC. 


图 5.7.21 图 5.7.22 


事实 上 ,在 图 5.7.21 中 ,以 4P 的 中 点 为 反射 中 心 作 中 心 反 射 变 换 , 由 例 
5.7.12 即 得 命题 5.7.5; 在 图 5.7.22 中 ,以 BC 的 中 点 为 反射 中 心 作 中 心 反 射 变 
换 ,由 命题 5.7.5 立即 得 到 命题 5.7.6. 显然 ,这 两 个 命题 是 等 价 的 . 

除了 以 上 所 述 两 类 几何 不 等 式 或 几何 极 值 问 题 可 以 考虑 用 轴 反 射 变 换 处 
理 外 ,还 有 一 些 几 何不 等 式 或 几何 极 值 问题 也 可 以 考虑 用 轴 反 射 变 换 处 理 . 这 
里 我 们 仅 以 著名 的 Erd5s - Mordell 不 等 式 为 例 予 以 说 明 . 

例 5.7.13 证 明 Erdis-Mordell 不 等 式 : 设 
已 是 人 4BC 内 部 或 边界 上 的 一 点 ,PP 到 公 ABC 
的 三 边 的 距离 分 别 为 PD、PE、PF , 则 有 
PA + PB + PC -> 2(PD + PE + PF) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 全 4BC 为 正三 角形 且 P 为 
其 中 心 . | 
证 明 ”如 图 5.7.23 所 示 , 以 一 B4C 的 平 
分 线 为 有 反射 轴 作 轴 反 庙 变 换 , 设 BB 一 B,C 一 图 5.7.23 
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C0' ,过 点 了 作 PB'C’ 的 平行 线 分 别 交 4C、48B 于 1 .J, 则 公 A1J 人 4ABC. 因 P4 > 
点 A 到 | 1 的 噬 离 ,于 是 ,由 S AA 二 S AAP 十 S Aap 可 得 
PA: 1 > Al. PE+ AJ.: PF 
记 BC = a,CA = 0,48 = c, 则 由 上 式 及 公 41J 人 4BC 即 得 
a PA>c.PE+b. PF 
从 而 
PA > PE + pF 
同 理 , PB > FPF+yPD,PC > DpD + PE. 三 式 相 加 ,并 注意 + 二 之 2 等 ， 
即 得 
PA + PB + PC > 2(PD + PE + PF) 
其 等 式 成 立时 必 有 a = 5 = c, 且 PA | .此 时 , 公 4BC 为 正三 角形 , 且 PA | 
BC. 同 理 PB_ 1 C4 ,PC | 48B, 因 而 点 PP 为 正三 角形 的 中 心 ;反之 , 当 全 ABC 为 
正三 角形 , 且 点 已 为 其 中 心 时 ,所 述 不 等 式 显然 取 等 号 . 故 其 等 式 成 立 当 且 仅 
当 人 48C 为 正三 角形 , 旦 点 P 为 其 中 心 . 

Frdis. Mordell 不 等 式 是 著名 匈牙利 数学 家 Faul Erdis 于 1935 年 提出 的 一 个 
猜想 .尽管 这 一 猜想 的 表述 和 理解 没有 任何 困难 之 处 ,但 直到 1937 年 才 由 L.J. 
Mordell 给 出 第 一 个 证 明 , 并 且 这 个 证 明 还 是 非 初 等 的 .至 1945 年 才 由 D.K. 
Kazarinoff 首先 用 初等 方法 证 明了 这 一 不 等 式 . 现 在 ,这 个 被 冠 以 “Erd5s. Mordell 
不 等 式 ” 之 名 的 几何 不 等 式 已 有 不 少 极 富 创意 的 初等 证 明 ,上述 证 明 则 是 其 中 
较为 简 清 的 一 种 . 


5.8 ” 轴 反 射 变换 处 理 其 他 问题 举例 


轴 反 射 变换 的 应 用 是 相当 广泛 的 .除了 前 面 几 类 问题 可 以 考虑 用 轴 反 射 变 
换 处 理 以 外 ,还 有 许多 问题 都 可 以 用 得 上 轴 反 射 变换 .但 面 对 一 个 具体 问题 时 ， 
到 底 应 该 以 哪 一 条 直线 为 反射 轴 , 则 应 视 具 体 问 题 而 定 ,关键 是 要 有 几何 变换 
的 意识 . 

首先 我 们 看 两 个 有 代表 性 的 例子 . 

例 S.8.1 在 个 4BC 中 ,BAC = 4, 了 4BC = 60P.D 和 分别 是 边 AC 
和 4B 上 的 点 ,使 得 了 CBD = 4 ,BCE = 70p .直线 BD 和 CE 交 于 点 P. 求 证 : 
AP | BC.( 第 30 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1998) 

本 题 即 例 5.6.9, 那 里 是 先 让 其 出 现 30? 的 角 ,然后 作为 30? 角 的 问题 用 轴 
反射 变换 证 明 的 .这 里 我 们 再 几 轴 反射 变换 给 出 四 种 新 的 证 明 . 
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证 法 1 如 人 图 5.8.1 所 示 , 以 AC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 
C4. 设 B 一 B', 则 B'4 = BC, 人 LB'AC = 4CB = 8 .但 人 B4C = 40? ,所 
以 BA4B = 47. BB/ AC,PU LABB’ = A BAC = 4 = 人 BA4B, 从 而 
B'B = BA = BC. 

另 一 方面 , 易 知 BC = BP, 了 PBB， = 60p ,于 是 公 B'BP 为 正三 角形 ,所 以 
B'P = B'B = B'A. 这 说 明 点 B' 为 人 4BP 的 外 心 , 故 人 BAP = LBB'P = 
30p .再 由 一 4BC = 60? 即 知 4P | BC. 

证 法 2 ”如 图 $.8.2 所 示 , 以 BC 的 垂直 平分 线 为 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 C 一 
B. 设 A 一 4',P 一 P', 则 4'B = 4C,PB = PC,A'h4 // P'P // BC. 由 条 件 可 
知 一 4CB = 80, 人 CBP = 40, 所 以 

LA'BA = LCBA’ - LCBA = 人 4CB - /CBA = 80 - 60 = 20? 

LPBP' = LCBP' - LCBP = LPCB - LCBP = 70 -40 = 30 


图 5.8.1 图 5.8.2 
考虑 全 4'BAh 与 人 4ABC ,全 P'BP 与 公 PBC, 由 正弦 定理 ,有 
44 4B AC _BC 
sin20 sin6GP sin60p sin 4 
Pp'P PB PC BC 


sin 30p ~ sin 40 ~ sin 40 7 sin 70° 
再 注意 sin 40P = 2sin 20pcos 20P ,sin 70P = cos 20° ,sin 30p = 方 ,所 以 
f BC f 
44 = 2cos 20p 一 PP 

因此 , 四边形 4'P'P4 为 矩形 ,从 而 4P | P'P, 但 P'P// BC, 故 AP | BC. 

这 里 的 证 法 2 尽管 不 属于 纯 几 人 和 何 证 法 ,但 作 轴 反射 变换 后 ,使 我 们 能 借助 
三 角 吗 数 很 快 得 到 结论 . 

证 法 3 ”如 图 5.8.3 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(4B), 设 P 一 P', 则 BP’ = BP， 
ABP' = PBA, 人 BPE = EPB. 由 条 件 可 知 , PBA =20, 人 EPB = 
110, BP = BC. 于 是 ,一 CBP' = 80p ,一 BP = 110p, 一 BPIC = 和 PCB = 50, 
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LCP'E = 人 BP' -人 BP'C = 110 -50 = 
60p ,一 4CP' = 4CB -一 PCB = 80 - 50 = 
30 ,所 以 ,PE | 4C. 设 直线 PE 与 4C 交 于 KK， 
PC 与 BD 交 于 上 .容易 知道 BL 平分 人 CBP' ,所 
以 BP 垂直 平分 己 C, 即 也 为 直角 公 KP'C 的 斜 
边 PC 的 中 点 ,而 人 CP'K = 60p ,所 以 人 已 古 
为 正三 角形 ,因此 KP' = KL, 人 人 P'KL = 60?. 再 
设 PP 与 48 交 于 MM, 则 M 为 直角 全 LPP' 的 斜 图 5.8.3 

边 PP 的 中 点 , 所 以 MP” = ML. 这 样 , KM 为 PP 的 阜 直 平分 线 , 从 而 
PKM =30. 但 KM 显然 在 以 4P' 为 直径 的 圆 上 , 所 以 PAM = 
了 PKM =30, 即 一 P4B = 30?. 故 人 人 BAP = 人 P485 = 30?. 再 注意 人 人 CBA = 
60? 即 知 4P | BC. 

证 法 4 如 图 5.8.4 所 示 , 作 轴 反 射 变换 
S(CE), 设 直线 4C 的 像 与 4B 交 于 F,F 一 下， 
则 Fr 在 4C 上 . 由 条 件 易 知 ,BP = BC， 
LECF = /ACE = 10 ,所 以 PFCB = 6 = 
辽 CBh4, 从 而 会 FBC 为 正三 角形 ,所 以 BF = 
BC = BP, 因 此 ,点 B 为 会 FCP 的 外 心 ,所 以 


ZCFP = FLCBP _ 20 


图 5.8.4 


又 因 PCF = ~4CP = 10, 所 以 EPF = 
30 ,于 是 全 PF'F 也 是 正三 角形 ,所 以 FP = FF .不 难 知 道 ,4F'F = 100 ,于 
是 由 BhC = 40p 知 , 二 要 殉 = 40 = BAC, 所 以 FF = 天 4 从 而 到 为 


入 4FP 的 外 心 ,因此 人 FAP = 方 人 FF'P = 30. 再 由 人 BAC = 60P 即 知 4P | 
BC. 

例 5.8.2 在 全 4BC 中 ,4B = 4C, 4 = 20. 在 4B、AC 上 分 别 取 点 D、E， 
使 人 CBE = 60P, 人 人 DCB = 50 ,求人 DEB. 

本 题 即 例 5.1.6 所 述 的 “一 个 古老 的 难题 " “平面 几何 中 的 一 笑 宝 石 ”, 亦 
即 例 5.6.6. 我 们 已 分 别 以 等 腰 三 角形 的 特征 与 30* 角 的 特征 用 轴 反 射 变换 允 
后 给 出 了 六 种 解法 .这 里 再 用 轴 反 射 变 换 给 出 另外 三 种 新 的 解法 . 

解法 1 如 图 5.8.5 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S( BE), 设 48B 的 像 直线 与 4C 交 
于 下 , 则 一 DBF = 40p = 了 人 FBC, 所 以 BF 平分 CBD. 叉 易 知 BD = BC ,因此 
BF 为 CD 的 垂直 平分 线 , 于 是 ,人 BDF = /FCB = 80P, 人 FDA = 100?. 

另 一 方面 ,容易 得 到 AFD = BFC = 60P, 所 以 4C 为 人 DFB 的 外 角 平 
分 线 ,而 BE 平分 人 FBD ,因此 ,下 为 人 人 DBF 的 B- 旁 心 , 这 说 明 DE 平分 人 FD4， 
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所 以 人 ADE = FDA - 50. 故 DEB = EDA - /EBA = 50 -20 = 30°. 


_ 、 S(AB) R(A ,20) 
解法 2 如 图 5.8.6 所 示 , 设 E> i,E Es, 则 B 


C, 全 AE1E, 是 正三 角形 ,所 以 EEl = E24 = kk4 = EB = E2C, 这 说 明 ,是 
和信 AEIC 的 外 心 ,因此 ,一 4CE， = FL ABE - 3 但 “4CD = 30 ,所 以 C、 


DE 三 点 共 线 .于 是 EDA =4DPE = 人 BDC = 50. 故 了 人 DEFEB = 人 ED4 - 
/EBA = 50 -20 = 30°. 


R( 4 ,20) 


A 


B C 
图 5.8.5 图 5.8.6 


SC4C) 


解法 3 如 图 5.8.7 所 示 . 设 了 媚 


Ss(AB) 


B', 


C C, 则 4C = AC = AB = 4B',LC'A'B = 
60p ,FEB' = EB = EA, DC’ = DC,L DC'A = /ACD = 
30 .显然 ,全 AC'B' 是 正三 角形 ,所 以 C'B' = C4, 因 / 
此 , C'E 是 4B' 的 垂直 平分 线 , 从 而 EC4 = 30P, 于 一 
是 ,C' .DE 三 点 共 线 . 这 样 便 有 人 A4ED = 110p ,又 “= 工 
/AEB = 140 ,故人 DEB = /AEB -LAED = 140? - 2 4 
110° = 30°. 图 5.8.7 

从 例 5.8.1 的 证 法 1 和 各 证 法 2 可 以 看 出 , 面 对 一 个 
平面 几何 问题 ,如 果 我 们 难以 发 现 它 的 什么 特征 ,或 者 既是 有 某 个 方面 的 特征 ， 
但 根据 这 个 特征 实施 的 相应 的 几何 变换 仍 难 以 解决 问题 时 ,我 们 可 以 考虑 以 某 
一 条 线段 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 进行 尝试 . 说 不 定 “ 踏 破 铁 鞋 无 
更 处 ,得 来 全 不 费 工 夫 ”. 

例 $5.8.3 设 4BCD 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,证 明 

[A4B- CDI+! AD- BCI>2|1A4C- BDI 

(第 28 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1999) 

证 法 1 不 妨 设 48B > CD ,如 图 5.8.8 所 示 , 以 BC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 
作 轴 反射 变换 , 设 A 一 4', 则 4'B = 4C,A'C = 4B. 因 为 4B > CD, 所 以 线段 
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A'C 与 BD 有 一 个 公共 点 已 因 4P+BP> A 村 
A'B,PC + PD > CD ,两 式 相 加 ,得 4'C+ BD > ~ 
A'B + CD , 即 


AB + BD > AC + CD PN 
等 式 成 立 当 且 仅 当 4' 与 D 重合 , 当 且 仅 当 B yc 
4D VBC. 同 样 ,如 果 以 4D 的 垂直 平分 线 为 反 ~、 7/ 


射 轴 作 轴 反射 变换 , 则 可 得 到 4B + 4C > 
BC + CD .等 式 成 立 当 且 仅 当 4B // CD. 因 此 图 5.8.8 
1 A4B - CD |s1AC- BDI 

即 14B- CD11 4C - BD |. 同 理 , | 4D - BC 1 | 4C - D1. 两 式 相 加 即 得 
欲 证 . 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 4D // BC, 且 4B /CD. 当 日 仅 当 四 边 形 4BCD 是 一 个 
内 接 平行 四 边 形 , 当 且 仅 当 四 边 形 4BCD 是 一 个 矩形 . 

注意 到 4BCD 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,如果 以 两 对 角 线 的 交角 的 一 条 平分 线 
为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 四 边 形 的 一 边 变 为 对 边 的 平行 线 . 下面 的 证 法 2 即 
基于 此 . 


证 法 2 若 4B = CD, 则 4C = BD ,此 时 显 4 
然 有 14B- CD1=1AC-BDI1=0. 若 4AB zz NN 
CD ,不 妨 设 4B > CD ,如 图 5.8.9 所 示 , 设 4C 


反射 变换 , 设 C 一 C,D 一 D', 则 C’' 在 BP 上 ， 
D' 在 4P 上 ,和 且 D'C'’ /AB,C'D = CD. 再 过 CC 
作 4C 的 平行 线 与 4B 交 于 E, 则 四 边 形 AEC'D' 


与 BD 交 于 P, 以 人 BPC 的 平分 线 为 反射 轴 作 轴 Je 
~ 7 


为 平行 四 边 形 , 所 以 ,AE = CD = CD,AD' = 图 5.8.9 
EC' ,于 是 EB = AB - CD. 又 CD = CD ,因此 

| AC -BDI=|lAD’- BC I=|1EC -BC I< EB=14B- CDI 
即 1A4B- CDI>|1AC- BDI 


综 上 所 述 , 1 4B - CD |1 宇 1 4C - BD 1. 同 理 , | 4D - BC 14C -BD|1. 
两 式 相 加 即 得 欲 证 .等 式 成 立 当 且 仅 当 4B = CD, 且 4D = BC, 当 且 仅 当 四 边 
形 4BCD 是 一 个 矩形 . 

以 线段 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 时 ,所 选 线段 并 不 一 定 是 显 性 
的 , 即 不 一 定 是 图 中 已 经 作出 了 的 线段 ,也 可 以 选取 图 中 并 未 作出 的 某 条 “ 隐 

例 5.8.4 平面 上 两 圆 相 交 .4 为 其 中 的 - -个 交点 ,有 两 个 点 同时 从 点 4 出 
发 ,各 以 恒 速 沿 其 中 的 一 个 圆 绕 行 ,并 在 绕 行 -- 周 后 同时 间 到 4 点 .证 明 : 在 平 
面 上 存在 一 点 ,这 一 点 在 任何 时 刻 到 两 动 点 的 距离 都 相等 . (第 21 届 IMO,1979) 
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证 了 明 ”如 图 5.8.10 所 示 , 设 名 0 与 已 0， 
交 于 4、B 两 点 ,两 个 同时 从 点 4 出 发 的 动 点 在 
某 一 时 刻 分 别 到 达 01 上 的 点 PP 与 @0, 上 的 
点 8 的 位 置 . 由 假设 ,了 00,4 = 人 P014, 而 
00,4 = 2 08BA,360 - /POA = 2 ABP. 
所 以 人 QBA + 了 4BP = 180 .因此 ,P.、B、0 三 
点 共 线 .以 010, 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 
反射 变换 , 则 0 一 0 设 4 一 4', 则 四 边 形 ” 图 5.8.10 
4'01024 为 等 腰 梯 形 , 所 以 4'’0， = 40 = O01P,A'0! = 40，= 220， 
AO01A' = 一 4024' .又 人 PO4 = 20B4 = 人 00;4, 于 是 人 4'01P = 
LPOIA+ A404' = L004A + 人 人 A024 = 人 0054', 从 而 全 40P 各 
全 8024' ,因此 4P = 4'0, 这 说 明 在 任何 时 刻 , 定 点 4 到 两 动 点 P、9 的 距离 都 
相等 . 

在 本 题 中 , 当 两 圆 相等 时 , 易 知 点 4 就 是 所 求 的 定点 ,而 点 4 正在 010, 的 
垂直 平分 线 上 .因此 ,在 一 般 情 况 下 ,我 们 可 以 猜测 这 个 定点 应 该 是 点 4 关于 
010; 的 垂直 平分 线 的 对 称 点 . 


例 5.8.5 ”证明 :四边 形 的 面积 < 方 (ac + bd). 其 中 a、b、e、4d 分 别 为 四 边 
形 的 四 边 长 (a 的 对 边 为 c). 等 式 在 什么 情况 下 成 立 ?( 第 24 届 奥 地 利 - 波兰 数 
学 奥林匹克 ,2001 ) 

本 题 的 结论 是 一 个 关于 四 边 形 面积 的 不 等 
式 , 其 右边 括号 里 是 四 边 形 的 两 组 对 边 之 积 的 
和 ,如 果 是 两 组 邻 边 之 积 的 和 就 好 办 了 .而 这 只 
需 通 过 以 四 边 形 的 一 条 对 角 线 的 垂直 平分 线 为 
反射 轴 作 轴 反 射 变换 ,就 可 使 对 边 变 成 邻 边 . 

证 明 如 图 5.8.11 所 示 ,在 四 边 形 4BCD 
中 ,4B = a,BC = b,CD = ec,DA = d.W AC 
的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 , 则 4 -> 图 5.8.11 
C,C—> Ah. 设 D->D’, 则 CD’ =4D = d,D'A = DC = ce, 人 人 ACD’' A 人 4CD. 
用 Sr 表示 图 形 FF 的 面积 , 则 有 


驴 四 边 形 4BCD = SAABC + SAAcD = SAABC + SAACD' = SAphip + SaAp'Bge 


CO | 


| 
P 


再 注意 SAp4AB < 4B * AD' = ac, SA pge 达 二 BC * CD' = 二 bd 即 得 
2 2 2 2 


l 
瀛 四 边 形 48CD 到 F(ac + bd) 


等 式 成 立 D'A | 4B, 且 BC | CD' 忆 四 边 形 4BCD' 内 接 于 圆 ,是 人 BAC + 
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一 LC4D”= 90P 四 边 形 4BCD 内 接 于 图 ,日 人 BA4C + 人 人 DCA = 9%p 一 4BCD 是 
对 角 线 互相 简直 的 圆 内 接 四 边 形 . 

从 例 5.8.1 的 证 法 3 与 例 5.8.2 第 解法 1 和 解法 2 可 以 看 出 ,对 于 一 些 非 30 
角 的 平面 几何 问题 ,也 可 以 考虑 以 某 一 线段 (或 某 两 点 ) 所 在 直线 为 反射 轴 作 
轴 反 射 变换 来 处 理 . 

例 5.8.6 将 一 张 正 方形 纸 片 4BCD 折 释 ,使 点 中 重合 于 边 CD 上 一 点 B'， 
4 点 折 区 后 的 位 置 是 4', 4B 与 4'B' 交 于 E. 设 和 公 DEB' 的 内 切 圆 半径 为 r. 证 明 : 
A'E = r.( 第 8 届 北 欧 数 学 竞赛 ,1994) 

证 了 有明 ”如 图 5.8.12 所 示 , 设 折 痕 所 在 直线 为 1, 作 轴 反射 变换 5(7), 则 
A 一 A4',B 一 B'. 再 设 C 一 C',D->D'. 因 B'->B, 而 B' 在 CD 上 ,所 以 B 在 
C'D' 上 .又 8B 到 4D、CD、4'B’' 的 距离 都 等 于 正方 形 的 边 长 ,所 以 B 为 人 DEB' 
的 D. 旁 心 . 而 人 DEB' 为 直角 三 角形 ,于 是 


r = FDE+ B'D - EB') = (DE + B'D+ EB' -2EB’') = 


(AD + CD -2EB') = AD- EB' = A'B' -EB = AE 


本 题 实际 上 来 自 H. Fukagawa 与 D.Pedoe 
合 编 的 《日 本 宝塔 几何 问题 》(Japanese Temple 
Geometry Problems) 一 - 书 . 相传 在 17 世纪 到 19 
世纪 人 间 ,日 本 数学 家 流行 一 种 习俗 ,将 自己 的 几 
何 发 现 写 在 木 震 上 ,悬挂 于 宝塔 或 神 肤 中 .这些 
命题 新 闫 而 别致 .日 本 学 者 H. Fukagawa 花费 了 
15 年 的 精力 搜集 整理 这 些 宝塔 几何 问题 ,并 与 
美国 著名 几何 学 家 D.Pedoe 共同 编写 了 《日 本 
宝塔 几何 问题 》 一 书 . 

因为 “ 折 秋 ”的 数学 表示 就 是 轴 反 射 变换 , 折 痕 即 反 射 轴 . 于 是 我 们 自然 以 
折 痕 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 ,然后 根据 轴 反 射 变 换 的 性 质 ,再 巧妙 地 利用 三 角 
形 的 劳 心 得 出 了 结论 . 

给 定 一 408 , 设 07 为 角 平 分 线 , 过 点 0 作 
两 条 关于 07 对 称 的 直线 OX 与 OY( 图 5.8.13)， 
则 称 OY 是 OX 关于 408B 的 等 角 线 . 显然, OX 
与 0Y 关于 一 40B 互 为 等 角 线 .一 个 角 的 平分 
线 的 等 角 线 是 自身 ,因而 称 为 自 等 角 线 .-- 个 角 
的 外 角 平 分 线 也 是 自 等 角 线 . 

例 S.8.7 设 忆 为 全 468C 所 在 平面 上 一 
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点 ,证 明 : PA 、PB、PC 分 别 关于 全 4BC 的 三 顶 角 的 等 角 线 共 点 或 互相 平行 . 

证 明 ”如 图 5.8.14,5.8.15 所 示 , 设 4 已 关于 一 4 的 等 角 线 为 4D, BP 关于 
恤 B 的 等 和 角 线 为 BE, CP 关于 人 C 的 等 角 线 为 CF. 点 P 关 于 全 4BC 的 三 边 BC、 
C4 .48B 的 对 称 点 分 别 为 LMN, 则 AM = AP = AN, 人 人 NAD = 人 BAC = 
DAM ,所 以 4D 为 MN 的 垂直 平分 线 . 同 理 , BE 为 NL 的 垂直 平分 线 , CF 为 LM 
的 垂直 平分 线 . 故 4D、BE、CF 三 线 共 点 ( 当 L、M、N 三 点 不 在 一 直线 上 时 ) 或 
互相 平行 ( 当 L、M、N 三 点 在 一 直线 上 时 ). 

本 题 实际 上 就 是 习题 1 第 29 题 ,但 那里 是 要 求 用 轴 反 射 变换 乘积 的 理论 证 
明 . 这 里 本 质 上 则 是 作 了 三 个 不 同 的 轴 反 射 变换 后 将 其 转化 成 了 另 一 个 熟悉 的 
问题 而 得 到 的 结论 . 


图 $.8.14 图 $.8. 15 


当 PA、PB、PC 分 别 关 于 全 4BC 的 三 项 角 的 等 角 线 交 于 一 点 0 时 (图 7.4. 
1 的 情形 ) ,点 0 称 为 点 P 关于 公 4BC 的 等 角 共 轿 点 .因而 P、Q 关于 公 A4BC 互 
为 等 角 共 罗 点 .容易 知道 ,三 角形 的 外 心 和 乓 心 互 为 等 角 苍 点 . 

三 角形 的 重心 的 等 角 共 罗 点 称 为 三 角形 的 陪 位 重心 . 

由 上 述 证 明 过 程 容易 知道 ,全 4BC 所 在 平面 上 一 点 已 关于 全 4BC 存在 等 
角 共 轿 点 的 充分 必要 条 件 是 点 P 不 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 . 

如 果 点 P 关 于 公 4BC 的 等 角 共 轿 点 仍 是 点 P, 则 点 已 称 为 人 4BC 的 自 等 
角 共 瑟 点 .不 难 知 道 ,任意 三 角形 有 且 仅 有 四 个 自 等 角 共 斩 点 , 即 三 角形 的 一 个 
内 心 和 三 个 旁 心 . 

从 例 5.8.2 的 解法 2 可 以 看 出 , 轴 反 射 变换 有 时 是 与 其 他 几何 变换 (伴随 问 
题 的 某 个 特征 ) 同时 实施 的 ， 

例 5.8.8 在 全 4BC 中 ,BAC = 100?, 了 ACB = 20p. 忆 是 一 4C8 的 平分 
线 上 一 点 ,了 PA4C = 30?. 求 人 CBP. 


—， SC(AC) SCBC) 
证 明 ”如 图 5.8.16 所 示 , 设 P 


Pi,P P,, PiP; 交 BC 于 D， 
则 全 4PP| 为 正三 角形 , PD = DP,, PP; = PPi,P2C = PC = PiC, 由 此 可 知 
了 PPP = 160 
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PiP)P = LPPIP, = 10 
LPPD = LDP,sP = 10 
PIDP = /PPD + LDPP = 20 
LDPPI = 和 人 PPP -PPD = 

160 - 10 = 1S0 
又 人 PiP4 = 60P, 所 以 人 人 APD = 1S0? .再 注 
意 到 PP = P4 即 知 人 4PD 刍 人 PPD, 这 
样 便 有 人 人 DAP = 人 PPID = 10, 所 以 
BAD = 人 BAC - 人 人 DAC = 100 - 40 = 60p = 人 DB4 ,因此 和 人 4BD 是 正三 角 
形 . 但 人 4PP 也 是 正三 角形 , 所 以 人 4BP 之 人 4DPi,， 于 是 A 人 PBA = 
PiD4 =40P. 最 后 得 到 
LCBP = 60 - 40 = 20 

轴 反 射 变换 的 反射 轴 也 可 以 是 在 根据 问题 的 某 个 特征 实施 了 相应 的 几何 
变换 之 后 产生 的 新 的 直线 . 

例 S5.8.9 在 人 4BC 中 ,一 CB4 = 50°, 了 4ACB = 30P,P 为 会 hBC 内 一 点 ， 
ACP = /BAP = 20p. 求 一 CBP. 

解 。 如 图 5.8.17 所 示 , 不 难 知道 CP = 
CA ,AC 为 人 BAP 的 外 角 平 分 线 . 作 轴 反射 变换 
S(AC), 设 P-> P', 则 P' 在 Bh 的 延长 线 上 ， 
4P = AP, CP’ = CP,/P'CA = /ACP = 20?， 
所 以 ,了 PP'C = 70,LP'CB = 5 = LCBP, 
由 此 可 知 ,PB = PC,ABP'C = 80, 
了 BP'P =10. 再 作 轴 反射 变换 SC(P'P)， 
设 B 一 B', 则 人 PP'B' -= BP'P = 10, 所 以 图 5.8.17 

LB'P'C = /PP'C- /PP'B’ -70 -10 = 60 

因此 ,全 P'B'C 是 一 个 正三 角形 ,从 而 BC = PC = PC. 又 PPB = PB =P'C, 


所 以 已 为 人 BB'C 的 外 心 , 于 是 ,人 B'BC = FLB'P'C = 30, 和 LBCB’ = 


图 5.8.16 


LBP'B' = 10? = 一 PBC. 这 样 ,再 由 有 BC = PC 即 知 BC 为 PB' 的 垂直 平分 


线 . 故 一 CBP = 一 BBC = 307. 

从 例 5.8.1 的 证 法 3 可 以 看 出 ,一 些 具 有 公共 顶点 , 且 有 一 条 公共 边 的 两 角 
之 和 或 差 为 60? 的 问题 也 可 以 考虑 用 轴 反 射 变换 处 理 , 而 反射 轴 一 般 为 角 的 某 
一 边 .其 目的 是 通过 轴 反 射 变 换 后 产生 60? 的 角 , 进 而 产生 正三 角形 或 有 一 个 锐 
角 为 60? 的 特殊 直角 三 角形 ,然后 再 结合 其 他 条 件 使 问题 得 到 解决 . 
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例 5.8.10 在 人 A4BC 中 ,4B = 4C, 了 BEB4C = 100 ,已 为 一 CB4 的 平分 线 
上 一 点 ,PB = 4B8. 求 一 PCB. 

解 。 如 图 5.8.18 所 示 . 由 条 件 可 知 ， 
LCBA = /ACB = 40,LCBP = /LPBA = 
20?. 作 轴 反射 变换 S(BC), 设 PP 一 P', 则 
P'B = PB = AB,AP'BC = /PBC = 20, 所 以 


了 PBA = 6?, 从 而 全 4BP' 为 正三 角形 ,于 是 ~ 
AP' = 4B = 4AC. 又 不 难 知 道 人 BAP = 80? ,所 ~ 
以 ZAPAP = 人 BMP -BMP = 8 - 60 = 

20, 了 PAC = 20p = 了 人 PA4P, 因 此 ,全 4PC 完 图 $.8. 18 


人 4PP' ,进而 人 人 ACP = 一 PP'4. 另 一 方面 , 因 
BP' = BP,/P'BP =2x20 =40pP, 所 以 了 PPB' = 70p ,这样 ,了 PP'4 = 70* - 
60Pp = 10Pp. 故 4CP = 10, 即 人 PCB = 30. 

在 本 题 中 , 因 了 CBA + 人 人 CBP = 60 .故我 们 作 轴 反射 变换 产生 正 人 4BP 
后 便 直 通 结 论 . 

例 S$.8.11 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,DBA =122, DC4 = 24°, 人 人 CBD = 
36 ,了 ACB = 48°. 求 ADB. 

证 明 如 图 5.8.19 所 示 . 因 

LBDC = 180 - (36° + 48° + 24°) = 

72° = LDCB 
CBA = 48° = AACB 
所 以 BD = BC,4B = AC. 于 是 ,设计 为 BC 的 
中 点 , 则 4M | BC, 了 BA4M = 42°. 作 轴 反 射 变 
换 S(4B), 设 M 一 M', 则 人 人 ABM' = MBA = 
48° ,BM = BM ,所 以 图 5.8. 19 
LDBM' = 人 DB4 + /ABM' = 1l2e。 + 48 = 60 
BD = BC = 2BM = 2BM' 

因此 DM | M'B. 人 人 M'DB = 30?. 另 一 方面 , 因 4M' | M'B, 所 以 M、4、D 三 点 
共 线 , 故 人 ADB = /AM'DB = 30. 

在 5.3 中 我 们 看 到 ,对 于 有 高 线 的 三 角形 问题 ,以 三 角形 的 某 一 条 高 为 反 
射 轴 作 轴 反射 变换 往往 能 较 快 地 达到 解决 问题 的 目的 .实际 上 ,对 于 条 件 中 没 
有 给 出 高 线 的 某 些 三 角形 问题 也 可 以 考虑 以 三 角形 的 某 条 高 为 反射 轴 作 轴 反 
射 变换 以 达到 解决 问题 的 目的 . 

例 5.8.12 在 全 4BC 中 ,A = 60,P 是 BC 边 上 的 一 点 , 且 3BP = BC. 


过 全 4BC 的 内 心 1 作 4C 的 平行 线 交 4C 于 0. 求 证 : BOP = 人 8B. (第 33 必 
IMO 预选 ,1992 ) 
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证 明 如 图 5.8.20 所 示 , 分 别 过 已 VC 
作 4B 的 垂 线 ， 重 足 分 别 为 D.E5、F， 由 
人 BAC =60,10// C4, 有 A40 = 01 = 20E, 所 


LA 
2 1 
AQ = SAE = 3(AB+ CA - BC) 
1 2 1 
QB = 4B -40 = 3BC+$AB-3CA 
1 ] 图 5.8.20 
又 AF = FCA,FB= AB- AF= AB- Ch, 
而 PD /CF,3BP = BC, 所 以 DB = 广 FB = 广 4B -二 C4. 于 是 , 作 轴 反射 变 
换 S(PD), 设 B->B', 则 
/B= /BBP 
, 2 1 
B'B = 2DB = AB-3C4 
从 而 0B' = 0B - B'B = BC - BP = PB’ 
故 LBOP = FLBB'P = 二 人 本 
习题 $ 


1. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, BC = 106, 忆 是 人 4BC 内 一 点 , 使 得 
PBA =7 ,A BAP = 23°. 求 CPh. 

2. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C,D 是 底 边 BC 上 的 一 点 ,E 是 4D 上 的 一 点 , 且 
LECB = /DAC, BD = 2DC. 求 证 :4D | BE. 

3. 在 全 4BC 中 ,D 是 BC 上 的 一 点 ,E 是 线段 4D 上 的 一 点 ,直线 CE 与 4B 
交 于 下 ,车 4D = DC,A4B = EC. 求 证 : B.D、E、F 四 点 共 圆 . (第 22 届 志 界 城 际 
数学 竞赛 ,2000) 


A 4 


B D C 


2 题 图 3 题 图 
4. 在 全 4BC 中 ,了 人 C=2 了 B,D 是 三 角形 内 一 点 , 且 DB = DC. 求 证 :AD = 
AC 的 充分 必要 条 件 是 BAC = 3 BAD.( 必 要 性 :第 24 届 澳 大 利 亚 数 学 奥 林 
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中 死 ,2003 )， 


5. 两 个 同心 圆 ,从 大 圆 上 一 点 4 引 小 圆 的 两 切线 4B、4C,B、C 为 切 点 .再 


2 
设 4C .BC 的 延长 线 分 别 与 大 贺 交 于 DD、E 两 点 .求证 :5 = 人， 


4 


4 题 图 5 题 图 


6. 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 一 圆 , 过 4 和 C 作 圆 的 两 条 切线 交 于 点 已. 如 时 点 
P 不 在 直线 BD 上 , 且 P4? = PB… PD. 证 明 : BD 与 4C 的 交点 是 4C 的 中 点 .( 第 
47 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 竞赛 ,1998) 

7. 设 全 4BC 的 外 接 圆 的 过 点 B、C 的 切线 交 于 P,M 是 BC 的 中 点 .求证 : 
芝 BAM 与 人 CAP 相等 或 互补 .( 第 26 届 IMO 预选 ,1985) 


8. 过 0 外 一 点 P 作 0 的 两 条 切线 PA、PB ,4A、B 为 切 点 ,C 为 直线 P4 
上 一 点 , 为 BC 上 的 一 点 ,直线 PM 与 48B 交 于 D. 证 明 :M 为 BC 的 中 点 的 充分 
必要 条 件 是 0D | BC. (充分 性 :瑞士 国家 队 选 拔 考 试 ,2006 ) 

9. 用 轴 反 射 变换 证 明 习 题 4 第 29 题 . 

习题 4 第 29 题 : 设 P 是 正方 形 4BCD 的 对 角 线 BD 上 一 点 ,点 已 在 BC,CD 
上 的 射影 分 别 为 ,FF, 求 证 : A4P 二 EF. 

10. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = 4D, 了 人 B = 人 D = 9%0 ,在 CD 虐 任 取 一 点 E， 
过 DD 作 4E 的 垂 线 交 BC 于 FF. 求证 :4F | BE.( 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥 林 匹 元 ， 
1995) 


271 


几何 变换 
与 几何 证 题 


8 题 图 10 题 图 


11. 在 筝 形 4BCD 中 ,AB = 4D ,BC = CD,4C 与 有 D 交 于 0, 分 别 过 4、C 作 
CD 、 48 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 瓦 下 .求证 :已 .0O、 下 三 点 共 线 . (第 14 届 白 俄罗斯 
年 数学 奥林匹克 ,2007) 

12. 设 4D 是 公 ABC 中 BC 边 上 的 高 ,分 别 过 顶点 B 和 C 作 BAC 的 角 平 
分 线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 和 下 ,MM 是 BC 边 上 一 点 .求证 :D、E、M、F 四 点 共 圆 
的 充分 必要 条 件 是 1 为 BC 边 的 中 点 . (充分 性 ;波罗的海 地 区 数学 奥林匹克 ， 


| TS 
2 


11 题 图 12 题 图 


13. 已 知 BD 是 全 4BC 的 一 条 角 平 分 线 ,天 .下 分 别 是 从 点 4、C 所 作 BD 的 
垂 线 的 垂 足 ,已 是 从 点 刀 所 作 BC 的 垂 线 的 垂 足 .求证 :人 DPE = 人 DPF.( 第 17 
届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,2002) 

14. 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,一 BCD = 人 CDA4 ,4BC 的 平分 线 交 线段 CD 于 
.证 明 : AEB = 90P 当 且 仅 当 4B = 4D + BC.( 第 49 届 保加利亚 数学 奥 林 匹 
克 ( 第 3 轮 ) ,2000) 
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13 题 图 14 题 图 


15. 在 公 4BC 中 ,4D 为 BC 边 上 的 高 ,BE 为 人 CB4 的 平分 线 . 已 知 
41B =45°, 求 人 CDE.( 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1995) 

16. 在 全 4BC 中 ,了 4 的 平分 线 交 BC 于 也 ,已 知 BD .DC = 4D’*, 自 
4DB = 45° ,确定 人 4BC 的 各 个 角 . (波罗的海 地 区 数学 奥林匹克 ,2000) 


4 
4 
pA NT 
B D C B D CO 
15 题 图 16 题 图 


17. 设 DE 分 别 是 全 4BC 的 边 4B、4C 上 的 点 , 且 DE // BC ,在 线段 BE 和 
CD 上 分 别 存在 一 点 P 和 0, 使 得 PE 平分 人 CPD ,CD 平分 人 E08B. 求证 : 
AP = 40. 

18. 设 A4D、BE、CF 为 锐角 人 4BC 的 三 条 高 ,P、0 分别 在 线段 DE 与 EF 上 . 
求证 :PA4Q = DAC 的 充分 必要 条 件 是 4P 平分 人 OPF. (必要 性 :德国 国家 
队 选 拔 考试 ,2006 ) 


17 题 图 18 题 图 


19. 以 全 4BC 的 三 边 为 底 边 在 形 外 作 三 个 相似 等 腰 三 角形 DCB、E4C、 
FBA ,使 得 这 三 个 等 腰 三 角形 的 底 角 都 等 于 一 4C. 再 设 用 为 BC 的 中 点 ,直线 


273 


DE 与 4C 交 于 P, 直 线 DF 与 4B 交 于 0. 求 证 :和 0 = 和. 

20. 设 人 48C 是 一 个 以 4 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,M、N 是 BC 上 两 
氮 , 且 一 M4N = 45°. 公 AMN 的 外 接 圆 分 别 交 4B、4C 于 P、Q. 求 证 : BP + CO = 
PQ.( 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,2001) 


~ 


F 


19 题 图 20 题 图 

21. 利 用 轴 反 射 变换 证 明 : 

(1) 三 角形 的 三 内 角 平 分 线 共 点 ; 

(2) 三 角形 的 两 条 外 角 平 分 线 与 第 三 角 的 内 角 平 分 线 共 点 ; 

(3) 对 边 之 和 相等 的 是 四 边 形 是 一 个 圆 外 切 四 边 形 . 

22. 在 人 4BC 中 ,人 人 C = 90? ,4 与 B 的 平分 线 分 别 与 对 边 交 于 点 D、E,4D 
与 BE 交 于 了 7. 求证: 四边 形 4BDE 的 面积 等 于 全 418B 的 面积 的 两 倍 . (第 14 届 伊 
朗 数 学 奥林匹克 ,1996) 

23. 在 全 4BC 中 ,一 B 与 人 C 的 平分 线 分 别 与 边 C4、4B 相交 于 D、E， 
了 BDE = 24°, 了 人 CED = 18. 试 求全 ABC 的 三 个 内 角 . (第 33 届 IMO 预 选 ,1992) 


人 
DD 
A 
E 五 
一 一 SS 
4 B 请 C 


22 题 图 23 题 图 
24. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B + BC = CD + Dh, 了 AhBC 的 外 角 平 分 线 与 
了 CDp4 的 外 角 平 分 线 交 于 P. 求 证 :APB = 一 CPD. 
25. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = CD,4D xz BC, 一 8 的 平分 线 与 人 C 的 平分 
线 交 于 P, 日 4PB = /CPD. 求 证: 四边形 4BCD 是 等 腰 梯 形 . 
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24 题 图 25 题 图 


26. 设 了 是 人 4BC 的 内 心 , 直线 BI、CI 分 别 交 AC、4B 于 EF. 证明: 若 
AB 关 4C, 则 JIE = IF 的 充分 必要 条 件 是 人 BAC = 60?. 

27. 一 张 台 球 桌 的 形状 是 正六 边 形 4BCDEF ,一 个 球 从 边 4B 的 中 点 P 击 
出 , 击 中 BC 边 上 的 某 一 点 Q ,并 且 依 次 碰 击 CD、DE、EF 、Fh 各 边 ,最 后 击 中 
AB 边 上 的 某 一 点 . 设 了 BPQO = 09, 求 9 的 取 值 范围 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1981 ) 


A 


26 题 图 27 题 图 


28. 在 人 4BC 中 ,4B > 4C ,47D 是 它 的 一 条 高 ,P 是 4D 上 的 任意 一 点 . 求 
证 : PB - PC > 4B -4C. 

29. 在 锐角 人 4BC 中 ,4B x 4C ,4D 是 高 ,HH 是 AD 上 一 点 ,直线 BH 与 4C 
交 于 天, 直线 CH 与 4B 交 于 F. 求 证 :如 果 B.C、E、F 三 点 共 圆 , 则 五 是 全 ABC 
的 垂 心 . 

30. 分 别 过 公 4BC 的 顶点 B.C 向 过 顶点 4 的 一 条 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 
E、F.D 是 BC 的 中 点 .求证 : DE = DF. 

31. 设 全 4BC 的 顶点 B、C 在 顶 角 4 的 外 角 平 分 线 上 的 射影 分 别 为 D、E. 求 
证 : BE、CD 及 BAC 的 平分 线 三 线 共 点 . 

32. 在 直角 梯形 4BCD 中 ,人 DAB = 了 CBA = 90?, 公 DBC 是 正三 角形 .以 
4B 为 边 向 形 外 再 作 正 人 4BE .求证 : BD 平分 线段 CE. 
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五 
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(a) 


30 题 图 
D , 4 D 
E 
E 
B CO B C 
31 题 图 32 题 图 


33. 在 锐角 人 4BC 中 ,中线 BD 与 高 CE 相等 ,有 昌 CBD = 一 4CFR. 求 证， 
和 4BC 是 一 个 正三 角形 .( 第 33 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1997). 
34. 设 人 4BC 的 边 BC 的 垂直 平分 线 与 直线 48 交 于 万 .求证 


| A4C* - AB*| = 人 . BC 


人 小 


34 题 图 


35. 设 4B、CD 是 圆 的 两 弦 ,A4B、CD 的 中 点 分 别 为 M 、N. 求 证 : 弦 MN 与 4B、 
CD 两 弦 交 成 等 角 . 

36. 过 直线 1 上 一 点 P 作 0 的 切线 PA、PB ,4、B 为 切 点 .CC 为 @0 上 一 
点 ,直线 BC 与 1 交 于 朵 .求证 :4C /1 的 充分 必要 条 件 是 OM | 1. 
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36 题 图 
37. 设 0 为 全 4ABC 的 外 心 ,直线 40 交 BC 于 D, 过 4 作 BC 的 垂 线 交 人 48C 


的 外 接 圆 于 E, 直 线 00 交 B8C 于 .求证 :S26 = (2 全) (地 中 海地 区 数学 
奥林匹克 ,2004) 


(a) (b) 


37 题 图 
38. 设 0 是 一 个 锐角 公 ABC 的 外 心 , 全 4BC 的 外 接 圆 卫 在 顶点 4 处 的 切线 
与 直线 BC 交 于 D,4E 是 圆 卫 的 直径 . 直线 EC 与 0D 交 于 了 .求证 :4PF | 4B. 
39. 在 人 人 48C 中 ,D 是 BC 上 一 点 ,全 4BD 的 外 接 圆 与 4C 再 次 交 于 点 五 ， 
全 ADC 的 外 接 圆 与 48B 再 次 交 于 点 ,0 为 人 4FEF 的 外 心 .求证 : 0D | BC. 


38 题 图 39 题 图 
40. 已 知 所 0 与 直线 1 ,圆心 0 在 1 上 的 射影 为 M, 点 PP 是 1 上 0 外 的 一 
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点 ,过 点 P 作 0 的 割 线 交 @O 于 4、 有 两 点 ,S$ 是 @O 上 的 一 点 ,SMW 交加 O 
于 另 一 点 了 ,S4 .SB 分 别 交 直线 1 于 C.D 两 点 .求证 :M 为 CD 的 中 点 的 充分 必 
要 条 件 是 PT 为 @O0 的 切线 . 


40 题 图 


41. 设 必 是 圆 的 弦 4B 的 中 点 ,NN 是 48B 的 中 点 , C 为 圆 P 上 异 于 4、8 的 一 
点 ,直线 CM 与 圆 卫 交 于 另 一 点 已 ,直线 CN 与 直线 4 有 8 交 于 0. 求 证 : PM < QN. 
N 


(a) (b) 


41 题 图 

42. 设 圆 卫 | 与 圆 了 分 别 与 圆 卫 内 切 与 4 有 8 ,用 圆 卫 与 圆 卫 交 于 弦 AB 上 
的 一 点 1. 圆 了 的 圆心 为 0, 过 好 作 OH 的 垂 线 分 别 与 圆 辣 、 圆 T, 交 于 另 一 点 
P、O. 求 证 : PM = MO. 

43. 设 4B、 CD 为 @O 的 两 条 定 直 径 ,@O 上 的 动 点 已 在 这 两 条 直径 上 的 射 
影 分 别 为 EE、F. 求 证 : EF 有 定 长 . 

44. 在 以 0 为 圆心 的 半圆 直径 48 上 取 异 于 4、0、B 的 一 点 C, 过 C 作 与 4B 
成 等 角 的 两 射线 分 别 交 半圆 于 D、E, 过 D 作 CD 的 垂 线 交 半圆 于 天 .求证 :者 
KE, 则 KE // 4B.( 第 17 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1991) 
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42 题 图 43 题 图 4 题 图 


45. 设 村 是 半圆 的 直径 4B 上 一 定点 (MM 非 圆 心 ,也 非 直 径 的 端点 ),P、0 是 
半圆 上 的 两 个 动 点 , 且 PMA = 人 QMB. 证 明 :; 直 线 PO 过 定点 . 

46. 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 0 ,对 角 线 4C 和 BD 交 于 点 及 ,MM 了 关 0, 过 点 
if 且 垂 直 于 OHM 的 直线 分 别 交 边 A4B、CD 于 点 EF. 求 证 :4B = CD 当日 仪 当 
BE = CF. (第 44 届 保加利亚 (春季 ) 数学 竞赛 ,1995) 

47. 设 M 是 等 腰 人 4BC 的 底 边 BC 的 中 点 ,D 是 BC 上 任意 一 点 ,0 是 
全 4BD 的 外 心 .求证 :过 点 M 且 生 直 于 ON 的 直线 .过 点 也 是 垂直 于 4C 的 直线 
以 及 过 点 C 且 平 行 于 48 的 直线 ,三 线 交 于 一 点 .( 第 和 9 届 保加利亚 数学 奥 林 匹 
元 ,2000) 


B pp MM C 
46 题 图 47 题 图 


48. 在 锐角 公 4BC 中 ,BC > Ch ,0、H 分 别 为 全 4BC 的 外 心 和 重心 , 自 顶 点 
C 作 4B 的 垂 线 , 牌 足 为 Dp, 过 DD 作 0D 的 垂 线 交 Ch 于 E. 求 证 :EHD = 
一 B4C. (第 14 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,1996) 

49. 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 局 0 ,直线 B4 与 CD 交 于 点 已, 对 角 线 4C 与 BD 
交 于 点 0 ,O01、0; 分 别 为 人 40D .全 BOC 的 外 心 ,010s 与 00 交 于 点 NN, 直线 
PQ 分 别 与 @ 01、@ 0; 交 于 另 一 点 天 天. 再 设 M 为 EF 的 中 点 .求证 : NO = 
NM. (中国 国家 集训 队 测 试 ,2007) 
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48 题 图 49 题 图 
50. 自 圆 外 一 点 P 作 圆 的 两 条 切线 PA 、PB(4、B 为 切 点 ) ,再 过 点 已 作 割 线 
交 切 点 纺 4B 于 0 , 交 圆 于 R、S. 求 证 :PR + Ps = 高 
51. 设 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 边 交 于 已 ,两 对 角 线 交 于 0 ,直线 PQ 与 圆 交 
于 R、S 两 点 .求证 :PR + Ps = #6: 
52. 自 圆 外 一 点 P 作 圆 的 两 条 切线 PS、PT(S、T 为 切 点 ), 再 过 点 已 作 割 线 


交 圆 于 4、8 两 点 ,直线 S4、58B 与 切线 PT 分 别 交 于 Q 、R. 求 证 :二 + 二 =- 


Ns 


51 题 图 52 题 图 


53. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, 一 B4C = 80p ,PP 为 人 4BC 的 内 部 一 点 . 
(1) 车 人 CBP = 10, 了 PCB = 20?. 求 人 BAP; 

(2) 若 一 PB4 = 10, 了 BAP = 20p. 求 一 PCB; 

(3) 若 人 PBA = 和 人 B4P = 10. 求 一 PCB. 

54. 在 全 ABC 中 ,4B = AC, 了 BAC = 8p,P 为 人 4BC 内 人 4B8C 外 的 一 点 . 
(1) 若 二 PCc4 = 30, 了 Ch4P = 70P. 求 人 人 PBA; 

(2) 若 PCA = 30P, 了 CAP = 40p. 求 一 PB4; 

(3) 车 PCA = ll0p, 一 C4P = 40p. 求 一 PB4; 

(4) 若 一 Pac4 = 100p ,一 C4P = 30p. 求 一 PB4. 

55. 在 人 4BC 中 ,BAC = 8 ,一 CB4 = 60p, 忆 为 人 4BC 的 内 部 一 点 . 
(1) 车 PA4C = 4CP = 10?. 求 证 : BP = 4B. 
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(2) 若 BAP = 10, 了 PBA = 207, 求 人 ACP. 

56. 在 四 边 形 4BCD 中 ,CD = D4, 人 BAD = 40, 人 CBA = 人 DCB = 80?. 
求证 : BC = CD. 

57. 在 全 4BC 中 ,4B = A4C, 了 BAC = 80p ,点 也 在 BC 上 ,点 五 在 4C 上 ， 
了 4BE = 30p, 一 B4D = $p. 求 一 BED.( 第 6 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1970) 

58. 在 人 ABC 中 ,4B = A4AC,60 < BAC < 120.P 为 全 4BC 的 内 部 一 点 ， 
PHB4 = 120 - BAC. 求 证 : PB = 4B 的 充分 必要 条 件 是 人 PCB = 30?. 


4A 


Bb 已 C 


57 题 图 58 题 图 

59. 在 人 4BC 中 ,4B = 4C, 一 B4C = 20,D、E 分 别 在 4B、AC 上 . 

(1) 若 人 人 CBE = 70, 了 DCB = 60°, 求 人 DEB. 

(2) 若 CBE = 70 ,DCB = 5 ,求人 DEB. 

60. 在 四 边 形 4BCD 中 ,BC = CD, 了 BCh4 - 人 ACD = 60p. 求 证 

AD + CD > AB 

并 求 出 等 式 成 立 的 条 件 . 

61. 方 格 纸 上 的 小 方 格 的 边 长 为 1, 纸 上 有 一 个 四 边 形 4BCD ,其 四 个 顶点 
均 位 于 方 格 网 的 结 点 上 ,县 在 四 边 形 中 ,4 = ~C, 一 有 # 人 D .证 明 

1 4B- BC- CD-DAI=!1 

(( 俄 ) 圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990) 

62. 设 M 是 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC 的 中 点 ,AMB = 135°. 求 证: BC + 


这 cp + DA = 4B8.( 波 罗 的 海地 区 数学 奥林匹克 ,2001 ) 


太一 下 一 了 一 


I 
| 
| 
十 -十 -十 -Ac 


F-- 士 -十 4 二 -七 -十 -七 -~1 


| 

十 - 一 - 

| 
一 十 一 十 


局 
依 
多 


62 题 图 
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63. 在 人 4B8C 中 ,4B > 4C,P 是 人 BAC 的 平分 线 上 一 点 .求证 
AB+ PC > AC+ PB 

64. 设 有 一 直角 MON. 试 在 边 OM、ON 上 及 MON 内 各 求 一 点 4、B.、C， 
使 BC + C4 = 1 为 定 长 , 且 四 边 形 40BC 的 面积 为 最 大 . (北京 市 数学 竞赛 ， 
1978) 

65. 试 求 两 端点 在 等 腰 直 角 三 角形 的 边 上 , 生 将 这 个 三 角形 分 成 面积 相等 
的 两 部 分 的 最 短 曲 线 . 

66. 在 全 ABC 中 ,MM 为 BC 的 中 点 ,有 日 4M” = 4B: 4C, 人 人 C- 人 人 B = 60. 确 
定 人 4BC 的 三 个 内 角 . 

67. 设 已 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 CD 上 一 点 .求证 

PA + PB < max| CA + BC,AD + BD| 

其 中 ,maxfx ,y} 表示 x 、y 中 较 大 者 . 

68. 设 PP 为 全 ABC 的 内 部 一 点 ,有 年 人 人 PBA = 30p, 一 CBP = PCB = 24°， 
4CP = 54°. 求 人 BAP. 


67 题 图 68 题 图 
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位 似 变 换 与 几何 证 题 


了 tt 


位 似 变换 作为 最 基本 的 相似 变换 ,其 主要 作用 在 于 处 理 本 
里 含有 位 似 子 图 形 的 问题 .因而 对 于 共 线 且 共 一 个 端点 的 线段 
比 .平行 \ 不 等 两 圆 等 问题 都 可 以 考虑 用 位 似 变换 处 理 . 另外 ， 
根据 位 似 变换 的 性 质 , 对 于 和 欲 证 结论 为 三 点 共 线 或 三 线 共 点 的 
问题 ,位 似 变换 则 可 以 大 显 号 手 . 


6.1 线段 比 与 位 似 变 换 


由 位 似 变 换 的 定义 ,在 位 似 变 换 H(0,k) 下 , 当 A4 一 A 
时 ,4'、O、4 三 点 共 线 , 旦 04 = .04. 因 此 ,对 于 共 线 且 共 -一 
个 端点 的 两 线段 比 的 平面 几何 问题 ,我 们 即 可 考虑 用 公共 端点 
为 位 似 中 心 的 作 位 似 变 换 , 使 其 中 的 一 条 线段 变 为 另 一 条 线 
段 . 

例 6.1.1 在 全 4BC 中 ,4D 为 BC 边 上 的 高 ,过 D 作 4C 的 
垂 线 DE 交 AC 于 E,F 为 直线 DE 上 的 一 点 .求证 :4F | BE 的 


， EF BD 
本 题 条 件 中 有 两 个 线段 比 ,着 眼 于 不 同 的 线段 比 ,我 们 便 
可 得 到 不 同 的 证 法 . 


如 图 6.1.1,6.1.2 所 示 , 设 FD = kk FE, 以 FF 为 位 似 中 心 作 位 似 


证 法 1 
变换 ,使 EE 一 D. 设 4A 一 4', 则 DA’ = kk. AE,DA'’ // AE. 而 DE | AE, 所 以 
DA | DE. 叉 4D | DC ,因此 

/A'DA = LA'DE + /EDA = /ADB + /EDA = /EDB 
另 一 方面 ,由 4D | DC,DE | 4C 有 4 _ 7 .于 是 
DA’ DE 
八 ! 信 BDE “< = 一 
AF | BFEe 人 4D4 eBDEes Nn = BPS 
.AE _ DE ,.DE _DE ,DC 
AD = BDO™” DC © BDO ™ BD 
EF BD 
故 AF | BEes Fp = DC 
| A 
一 一 、4 
AN 
\ F 
£ \ 
~、 
B TN C \ 五 
N1 、 
St D B C 
图 6.1.2 


图 6.1.1 
法 2 如 图 6.1.3,6.1.4 所 示 , 设 DB =. DC, 以 也 为 位 似 中 心 作 位 似 


变换 ， 全 和 1 BE’ = k: CE,BE ABC. 由 人 4DPEcn 人 ADCE， 
， DE EC _ 

Ep _DE EF BE EF 

AE 3 AE DE ~ DE’ “DE 


于 是 再 由 AE | EF、EE' | EE'B 即 知 
AF | BEcsySAEF UAEE'Bes 


EF - BE EF DE' EF DE' EF BD 
= FFODE 7 EESOFD YY DESFD ~™ DC 


必 区 


图 6.1.4 


图 6.1.3 


几何 变换 
与 几何 证 是 <84 


Geometric transformations and thetr applications 


我 们 看 到 ,无 论 以 哪个 线段 比 为 主 施 以 位 似 变换 ,都 能 顺利 地 达到 目的 . 

当 人 4BC 是 锐角 三 角形 时 (图 6.1.3 的 情形 ) ,本题 为 2001 年 新 加 坡 国 家 队 
选拔 考试 试题 . 

例 6.1.2 设 DE、 0 和 全 ABC 的 三 边 4B、4AC、BC 所 在 直线 上 的 点 ， 
直线 4P 与 DE 交 于 0. 求 证 := = 癌 的 充分 必要 条 件 是 DE // BC. 

证 明 ”如 图 6.1.5 ~ 6.1.8 所 示 , 设 PB = k. PC, 作 位 似 变换 H(P, 上)， 
则 CB. 设 4 一 4',E>E', 则 EF 在 直线 4B 上 , 且 -2 ,MAE ,AE 
于 是 


如 - 伍 = 音 - 全 Po / DE'e 


A'E AD AE AD 


FE’ DB EC ~» DB ] BC 


图 6.1.7 图 6.1.8 
在 图 6.1.5 情 形 , 当 P 为 BC 的 中 点 时 ,本 题 的 必要 性 为 1991 年 举行 的 第 12 
届 澳 大 利 亚 数 学 奥林匹克 试题 . 
例 6.1.3 在 筝 形 4BCD 中 ,4B = 4D,BC = CD ,过 直线 BD 上 一 点 P 任 
作 两 条 直线 ,一 条 与 直线 AD 、BC 分 别 交 于 EF ,为 一 条 与 直线 4B、CD 分 别 交 


< gt PI _ PB 
于 G、 卫 ,直线 GF 、EH 分 别 与 BD 交 于 广 三 求 :py = pp- 
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证 明 ”如 图 6.1.9,6.1.10 所 示 . 设 PB = k，PD, 作 位 似 变 换 H(P, 有 ), 则 
D—B. 设 E>E,H— HH ,MBE' / AB,BH' // CD, 4 E'BP = ¢ EDP - 
PBG, + BPH' = + PDH = + FBP, 进 WH 区 HBG = 4 HBP -yy GBP =- 
大 PBF - + PBE' = + EF'BF ,BL 


sn ¢ PBH sin ¢ GBI sin + FBE 
sin 坟 HBG sin IBF sin EBP 


sin 玉 PP sinz GBP sin 广 FBE ] 
sin EBF sin PBF sin¢g PBG 


但 看、1、E' 分 别 为 全 PGF 三 边 所 在 直线 上 的 点 , 且 点 BB 不 在 全 PGF 三 边 所 在 
直线 上 上 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 ( 见 附录 B) 即 知 ITE 三 点 共 线 ， 


所 以 ,J 一 全 故 订 = 邱 


图 6.1.9 图 6.1.10 


特别 地 , 当 点 P 为 BD 的 中 点 时 ,有 PI = PJ. 此 时 ,本 题 为 1990 年 中 国 中 
学 生 数学 冬令 普选 拔 考 试 试题 ,被 称 为 第 形 蝴蝶 定理 . 
例 6.1.4 ” 设 P.O 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC、4D 上 的 点 , 且 人 0 - 


2 = 和 .直线 PQ 分 别 与 直线 4B、CD 交 于 、F. 求 证 :X = 全 的 充分 必要 条 件 


是 人 BEP = 人 PFC.( 必 要 性 :第 2 a 1987) 

我 们 在 前 面 曾 用 平移 变换 ( 例 3.5.2) 给 
了 本 题 的 一 个 证 明 . 但 这 是 一 个 典型 的 共 线 线 
段 比 问题 ,应 更 适宜 于 用 位 似 变换 处 理 . 事 实 上 
也 正 是 如 此 . 

证 法 1 如 图 6.1.11 所 示 , 作 位 似 变 换 
H(P, -4), 则 有 CB. 设 D 一 D', 则 BD = 
A.: CD,BD' / DC,D'P = i. PD.X AQ = 
A.0D, 所 以 4D' /0P, 从 而 PFC = 
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Ah4D'B, 了 BEP = ABAD'. 于 是 ,A = A (4B - A. CDoBD = ABw, 
LBAD' = 4hD'Bw BEP = 一 PFC. 

的 确 如 此 .本 题 用 位 似 变换 处 理 竟 来 得 这 样 轻松 ,宛如 行云流水 ,来 得 十 分 
轻松 . 

其 实 ,对 于 共 线 上 是 具有 公共 端点 的 两 线段 比 的 问题 ,在 作 位 似 变 换 时 ,位 似 
中 心 不 一 定 周 于 两 线段 的 公共 端点 , 非 公 共 端 点 也 可 以 考虑 . 

证 法 2 如 图 6.1.12 所 示 , 设 CB = 上， 
CP, 作 位 似 变换 H(C,k), 则 P 一 B. 设 F 一 
F', 则 BF’ // PF, PW /ABF’ = /BEP, 

pF BP 


LBF'F = LPFC, 且 i = pc = .再 过 4 作 

PF 的 平行 线 交 严 下 于 K, 则 人 = 200 = 4 所 以 

妮 = 入 ;从 而 他 - 芒 = 让 = .但 图 6.1.12 

KA // FP // F'B, 所 以 ,四边 形 KF'BA 是 梯形 .于 是 ,1 = 人 eeKF' = 4Bes 四 


边 形 KF' BA4 是 等 腰 梯 形 ABF' = 和 BFK 一 BFEP = 一 PFC. 
例 6.1.5 在 四 边 形 4BCD 中 ,一 直线 分 别 交 边 A4B、CD 于 点 E、F, 交 两 对 


角 线 BD 、AC 于 J, 且 始 - .求证 : 6 = JF 的 充分 必要 条 件 是 4D // BC. 


证 明 如 图 6.1.13 所 示 , 设 AE = 大. 
48B , 作 位 似 变换 H(A,k), 则 B 一 E. 设 D 一 


D', 则 ED' // BD. 所 以 弛 = 人 -= 如, 因 
此 ,D'F // 4C .再 设 两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 
0,AC 与 ED' 交 于 P, BD 与 DF 交 于 0, 则 有 


EI DYO_A0J_ PD _ 0D 于 是 


EF ~ DF YY ACIEF ~™ ED’ ~ BD 
El = JFes 2 _ 六 和 _ Ce 0 _ SoAD N BC 
有 些 线段 比 问题 可 能 要 将 位 似 变换 与 其 他 几何 变换 结合 起 来 使 用 方 可 . 


例 6.1.6 在 人 4BC 中 ,4 = 60p,P 是 BC 边 上 的 一 点 , 且 BP = 本 BC. 


过 公 4BC 的 内 心 1 且 与 4C 平行 的 直线 交 4C 于 0. 求 证 :一 BOP = pa (第 
33 届 IMO 预选 ,1992) 
本 题 曾 用 轴 反 射 变换 给 出 过 一 个 证 明 ( 例 5.8.12). 但 条 件 “BP = 3BC” 


图 6.1.13 
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表明 本 题 是 一 个 共 线 且 共 一 个 端点 的 两 线段 比 问题 ,因而 可 以 考虑 用 位 似 变换 
处 理 .下 面 用 位 似 变 换 并 结合 轴 反 射 变换 给 出 它 的 一 个 新 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 6.1.14 所 示 . 作 位 似 变换 (8,3), 则 了 一 C. 设 0 一 0', 则 
CO' /PQO,0'0 = 20B, 了 BOP = 人 BQ'C. 过 内 心 1 作 48B 的 垂 线 , 垂 足 为 D， 
则 由 一 ph4C = 6 ,10 /Ch4, 有 40 = 01 = 20D. 以 人 4BC 在 48 边 上 的 高 线 
为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 4 一 4',B -> B', 则 个 C44' 是 正三 角形 ,BC = 
BC,LBB'C = /AB,B'A = 4 有 ,所 以 44' = AC,A'B = AB -44' = AB - 4C， 


又 也 为 人 4BC 的 内 切 圆 与 48 的 切 点 ,所 以 DB = 方 (4B + BC - C4) .于 是 


04=00-40=208_-20D = 2DB = AB + BC- CA 
因此 0'B' = 0'4 - B'4 = BC = B'C, 从 而 了 BB'C = 2 了 BQO'C. 进 而 有 
LB = LBB'C = 2/ BO'C = 2/BOP 


故 一 BOP = LB 


图 6.1.14 
如 果 问 题 中 涉及 多 个 线段 比 的 条 件 , 而 作 一 个 位 似 变 换 又 不 能 解决 问题 ， 
则 我 们 可 以 作 两 次 或 更 多 次 位 似 变 换 , 也 可 以 考虑 用 位 似 变 换 的 滋 积 来 处 理 . 
例 6.1.7 设 DE 是 全 4BC 的 边 BC 上 两 点 , 则 BAD = 和 EC 的 充分 


2 站 
必要 条 件 是 :403 = CC (必要 性 :Steiner 定理 ) 
证 明 ”如 图 6.1.15 所 示 , 以 DD 为 位 似 中 心 作 位 似 变换 ,使 C 一 8B, 设 4 一 


4,, 则 BA, // AC, /ABC = LACB, DC _ 4 


人 .同样 ,以 EE 为 位 似 中 心 作 位 似 变换 , 使 
B->C, 设 4 一 4,, 则 C4, / 4B, 人 BCA, = 


BE AB ? D Er C 
LCBA, FE = CA 从 而 二 4184 = 一 42C4 .再 \/ » 
将 两 个 比例 式 相 乘 ,得 4 

图 6.1.15 
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BD. BE 4238，84， 
DC: EC AC: Ch; 


AB* BD.: BE AB B84) 
于 A 人 = 
在 ,Ci = DC ECOAC = CA ABA1 OH SACAys LBAA! = LAhAC. 


即 


2 第 
M3 = DE ECSLBAD = LEAC 


显然 , 例 6.1.7 是 三 角形 的 内 角 平 分 线性 质 定 理 和 判定 定理 的 一 个 推广 . 

例 6.1.8 设 公 ABC 与 全 4'B'C' 镜像 相似 ,相似 系数 为 上 ,以 上 为 分 比分 
别 内 分 线段 44 ,B'B ,CC 于 DE、F. 求 证 :D、E、F 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 6.1.16 所 示 , 由 条 件 有 


H(E, - £) 、 H(E, - £) 
B B'. 设 A 一 一 一 > Ai, 则 B'A1/ 
AB, + AIB'B = 大 ABB',AB = k: AB.X 
A'’B' = kk，AB, 所 以 A41B = A’'B'. 同 理 , 设 


H(F,—k 
A 则 有 + CCA, = 大 CC4， 


AsC’' = A'C'. 
另 一 方面 ,由 于 人 4BC 与 人 4'B'C' 镜像 相 
似 , 所 以 CBA4 = ABC, + A'C'B' 
大 BC4, x BA'C = C4B. 于 是 
A'BAlI= + AIBB-+ BBC' -+ CB'A' = 
-ABB’ -+ BB'C' -+ ABC =-2 4 ABC -+ BB'C' -4 CBB’ 
同 理 , x 42C'4 =-2¢ BC4 -BCC -CCB. 而 
BBC + BCC+4FCCB++ C87 = 0 
所 以 文 4B'4 +H AC'A’ =-2(x ABC + BCA) =2C4B. 又 由 4B' = 
4'B 406' = A'C', 有 


£ AiA'B' = 9P -KABA KCAhs = NP - 方 姑 A2C'A' 


于 是 x A414'B' + C'h4'4; = ~- C4B, 从 而 
FAAB + BAC + CAA ,= C4B -< CAB=0 
AIE 


AsF _ 
EA = pa (= 大 ) 即 知 万 天 下 三 


因此 ,4 .4 、42 三 点 共 线 .再 注意 到 人 - 
点 共 线 . 

本 题 即 例 2.4.1 的 一 部 分 (这 里 允许 kk = 1). 那 里 是 用 镜像 相似 变换 的 一 
般 理 论证 明 的 ,尽管 其 证 明 十 分 简单 ,但 很 难 将 其 变 为 通俗 的 “初等 "(不 用 变换 
语言 ) 证 明 . 而 这 里 的 证 明 则 不 同 .从 思想 方法 上 来 说 ,我 们 多 次 用 到 了 位 似 变 
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换 , 通 过 证 明 4 4、4; 三 点 共 线 而 得 到 D、E、F 三 点 共 线 .但 我 们 极 易 将 其 变 
为 “初等 ” 证明, 因为 证 明 过 程 已 经 告诉 我 们 该 怎样 作 辅 助 线 了 . 

例 6.1.9 证 明 截 线 定理 : 设 必 是 全 4ABC 的 边 BC 所 在 直线 上 的 一 点 ,一 - 直 
线 分 别 与 直线 4B、4C 、4M 交 于 P、0、N, 则 


AB 一 AC = AM 
M 一 一 一 一 一 一 
C 4p + BM 1 = 及 C， A 
、 1 一 H(A,E) 
证 明 ”如 图 6.1.17 ~ 6.1.20 所 示 , 设 4B = ki， 4P, 则 PP 一 一 一 > B. 再 
、 H(A,k,) 
设 N 一 Ni, 则 ANI = ki AN, BN // PO. 同 样 ， ed A0, N———> N,, 
ee AM - 4Ni BM 
AN, = ks* AN,CN,//P | - 二 一 一 + -二 一-， 
则 AN。 ) ， CN, / Q. 所 以 二 二 和 元 < 从 而 
太 好. 太 .0 醒 ) 而 -县 而 
4N + 7c AN = (1+ AM= RE AM 
于 是 MC .， 4NI + BM .4N = BC， AM. 故 
BA 页 -大 .AN 
MC: Ap + BM 和 = BC Hm 


P QO 
图 6.1.19 图 6.1.20 
例 6.1.10 设 P.0O、R、 5 分 别 是 四 边 形 4BCD 的 边 4B 、BC、CD 、D4 所 在 
E A4P DR ,4S _ BO - 
直线 上 的 点 ,直线 PR 与 50 交 于 7. 求证: 如果- 和 7 DC = 


几何 变换 


与 几何 证 题 <30 


Geometric transformations and their applications 


本 题 实 质 上 是 推论 2.5.5 的 更 一 般 的 情形 .一 -种 特殊 情形 即 命题 3.4.2, 亦 
即 例 3.5.1. 在 本 题 的 条 件 中 有 四 个 线段 比 ,结论 是 两 个 线段 比 . 欲 用 一 个 位 似 
变换 将 其 “摆平 ” 瓯 怕 不 现实 .注意 到 结论 与 PR 和 0 两 条 线段 密切 相关 ,我 们 
可 以 考虑 以 其 中 的 一 条 一 一 艾 如 说 ,线段 Po 的 两 端点 分 别 为 位 似 中 心 作 两 个 
位 似 变 换 , 找 出 5 或 0 在 不 同 变换 下 的 像 ,然后 再 根据 相关 性 质 得 出 结论 . 

证 法 1 如 图 6.1.21 ~ 6.1.26 所 示 , 作 位 似 变换 H(P, -4-!), 则 4 一 B. 
设 S$> 5S1, 则 S1B /4AS, 且 S18 = 4-!1. 4S, SP = 和 .Psi. 同样 , 设 


H(R, - A-! _ 
$5 , 则 Cs,// SD, 且 C3; = 2-!1. 现 .于 是 CS 1] $18, 且 潜 _ 
2 


AS 加 BO ' -一 十 S10 _ BO __ 
yy 二 OC ,PRL S10、52 一 所 术 线 ,内 局 5 一 OC 一 有 .区 


— 
= -一 = 放 - 
ST SP PT 


me sd 


所 以 PO / S152. 故 j0 = Ps = 4,7 
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图 6. 1.25 图 6.1.26 


证 法 2 仍 见 图 6.1.21 ~ 6.1.22, 由 定理 2.2.9 知 
H(R, ~ A)H(Q, -wy-')H(P, -4-1)H(S, ~- 1) = T(y) 
是 一 个 平移 变换 .又 


H{S, H(P, ~ A-! H(O,- 1"! H(R,—A 
DS 4 起 BE) Ry 


这 说 明 D 是 Tl(y) 的 一 个 不 动 点 ,所 以 , T(v) = 了 是 一 个 恒 等 变换 , 即 
H(R, - A)H(Q, — wl)H(P, - A-I)H(S, -ux)=1 
注意 到 $ 是 H(S,-- y) 的 一 个 不 动 点 ,于 是 , 设 


H(P, -~ 4-!) H(Q, — 1-!) 
S yp Si -一 S， 


则 必 有 S -ER -和 ,所 以 S -人 全 =-* 5 这样, 再 由 PS = 4-1, PS， = 
和- .SR 即 知 PR V S1S,,…( 往 下 同 证 法 1) 

两 种 证 法 相 比 ,证 法 2 用 到 的 位 似 变 换 的 理论 多 一 些 .但 应 该 看 到 ,证 法 1 
从 某 种 意义 上 来 讲 仅仅 是 证 法 2 的 一 个 翻版 ,只 不 过 更 通俗 一 点 明了 .然而 不 
管 怎样 ,都 显示 了 位 似 变换 在 处 理 线段 比 问 题 时 的 非凡 作用 . 

以 上 各 例 足 以 说 明 对 于 线段 比 问题 ,用 位 似 变换 处 理 是 十 分 奏效 的 ,而 且 
比 用 平移 变换 处 理 这 类 问题 要 方便 得 多 .因此 ,对 于 线段 比 问 题 ,我 们 应 该 优先 
考虑 位 似 变 换 , 其 次 再 考虑 平移 变换 . 


6.2 共 扣 线 、 共 线 后 与 位 似 变 换 


由 于 在 位 似 变换 下 ,任意 一 点 与 其 像 点 和 位 似 中 心 在 一 条 直线 上 ;位 似 变 
换 将 共 线 点 变 为 共 线 点 .并 且 当 两 个 位 似 变换 之 积 仍 是 一 个 位 似 变换 时 ,三 个 
位 似 中 心 共 线 .因此 ,对 于 平面 几何 中 的 三 点 共 线 问题 ,我 们 应 充分 考虑 使 用 位 
似 变换 这 一 工具 ， 

例 6.2.1 证 明 : 任 意 三 角形 的 外 心 、 重 心 、 垂 心 三 点 共 线 ,并 且 重 心 到 垂 
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心 的 距离 等 于 重心 到 外 心 的 距离 的 两 售 . 

证 明 ”如 图 6.2.1 所 示 , 设 0、G、8H 分 别 
为 人 4BC 的 外 心 、 重 心 、 垂 心 ,D、E、F 分 别 为 
边 BC、CA4、A4B 的 中 点 , 则 重心 6 为 4D、BE、CF 
三 线 所 共 之 点 , 且 


于 是 , 作 位 似 变换 (CG, - 二 ), 则 有 人 4BC 一 
人 DEF. 

另 一 方面 , 易 知 人 4BC 的 外 心 0 即 人 DEF 的 重心 ,所 以 已 ~ 0. 故 0、G、 
H 三 点 共 线 , 目 GH = 206G. 

三 角形 的 外 心 . 重心 . 垂 心 所 共 之 线 称 为 三 角形 的 Euler 线 . 


1 
H(G, - 2 ) 


图 6.2.1 


在 图 6.2.1 中 ,注意 到 4H 
次 证 明了 例 3.5.5( 亦 即 例 5.3. 10) 

三 角形 的 任 一 顶点 到 牌 心 的 距离 等 于 其 外 心 到 对 边 的 距离 的 两 信 . 

由 例 6.2.1 和 命题 4.3.1 可 简单 地 证 明 下 面 的 问题 ， 

设 全 4BC 的 外 心 与 恒心 分 别 为 0、H(O x 
HH) .证 明 : 公 40H.、 公 BOH、 公 COH 中 有 一 个 三 
角形 的 面积 等 于 另外 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 
(第 16 届 亚 洲 - 太平 洋 数 学 奥林匹克 ,2004) 

事实 上 ,如 图 6.2.2 所 示 , 由 例 6.2.1, 直 线 
O08H 过 全 4BC 的 重心 6, 由 命题 4.3.1, 公 AOH、 
全 BOH、 公 COH 在 公共 底 边 0O8 上 的 三 条 高 线 
中 ,有 一 条 高 等 于 另外 两 条 高 之 和 . 由 此 即 知 ， 图 6.2.2 
从 AOH.、 公 BOH.、 人 COH 中 ,有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 另外 两 个 三 角形 的 面积 
之 和 . 

例 6.2.2 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、 
CA 、4B 分 别 相 切 于 点 D、E、F. 求 证 : 公 ABC 的 
外 心 0、 内 心 1 与 人 DEF 的 重心 有 三 点 共 线 . 
(第 12 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,1995; 第 97 届 匈 牙 
利 数学 奥林匹克 ,1997; 第 51 届 保 加 利 亚 数 学 
奥林匹克 ,2002) 

证 法 1 如 图 6.2.3 所 示 , 设 人 4BC 的 内 
切 阁 半径 与 外 接 贺 半径 分 别 为 r .R,R = 天，r. 


DO ,所 以 ,AH = 2D0 .于 是 我 们 再 一 
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作 位 似 变 换 H(JT, -上 ), 设 全 DEF -> 人 DE'F', 则 D'I = R. 再 设 人 4BC 的 外 


接 圆 上 的 BC( 不 含 点 4) 的 中 点 为 M, 则 0M 业 D'1, 所 以 四 边 形 OMID' 为 平行 
四 边 形 , 于 是 , D'0 // IM ,注意 到 4 、T、M 共 线 ,所 以 D'O / 4. 又 4 | EF, 所 
以 D'O | EF. 但 EF /EF ,从 而 DO jE'F'. 同 理 ,E0 | 产 D' ,所 以 0 是 


和信 DD'E'F' 的 重心 ,因此 上 H 一 0. 故 HI.0 共 线 , 是 7 = 区. 
证 法 2 如 图 6.2.4 所 示 , 设 直线 DH、EH，、 A 
FH 分 别 与 全 4BC 的 内 切 圆 交 于 另 一 点 已 .O、 


R, 则 全 DEF 的 三 边 分 别 垂 直 平 分 EBP 、 0、 


» | 
HR, 所 以 DO = DH = DR, 由 此 可 知 OR // AN 。 
BC .同样 ,RP // C4,POV 4B, 因 此 个 4BC 与 /8 2 
全 PQOR 是 位 似 的 . 而 0 分 别 为 人 4BC 与 D Cc 


全 POR 的 外 心 ,T 卫 分 别 为 全 4BC 与 公 PQOR 的 
内 心 , 故 0、1\H 三 点 共 线 , 且 /0 = 工 . 图 6.2.4 


用 位 似 变 换 处 理 三 点 共 线 问题 时 很 多 情况 下 要 用 到 位 似 三 角形 . 

例 6.2.3 证 明 Pascal 定理 : 圆 内 接 六 边 形 的 三 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 
共 线 . 

证 明 ”如 图 6.2.5,6.2.6 所 示 , 设 圆 内 接 六 边 形 为 A4BCDEF , 直线 4B 与 
DE 交 于 P, BC 与 EF 交 于 0,CD 与 Fh 交 于 R. 过 P 作 CD 的 平行 线 交 直线 BC 
于 1, 再 过 PP 作 4F 的 平行 线 交 直线 EF 于 J, 则 x PIB = DCQO = x PEB, 所 
以 ,B、PE、IT 四 点 共 圆 . 同 理 ,8、J、.E、P 四 点 共 圆 .因此 ,B、J、I.E、P 五 点 共 
圆 ,从 而 x BI = BEJ = x BCF, 所 以 ,CF // 1J. 由 于 会 IPJ 与 全 CRF 的 三 
边 对 应 边 分 别 平行 ,并 且 有 两 组 对 应 顶点 的 连 线 IC 与 JF 相交 于 Q ,因而 这 两 个 
三 角形 是 位 似 的 , 且 0 为 位 似 中 心 . 故 P、Q、R 共 线 . 


图 6.2.5 图 6.2.6 


例 6.2.4 证 明 Newton 线 定理 : 圆 外 切 四 边 形 两 条 对 角 线 的 中 点 和 内 切 圆 
的 圆心 三 点 共 线 . 
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证 了 明 如 图 6.2.7 所 示 , 设 4BCD 为 0 
的 外 切 四 边 形 ,@O 与 48、BC、CD、DA 分 别 切 
于 P、Q、R、S. 两 对 角 线 4C、BD 的 中 点 分 别 为 
M、N. 连 PR、S0Q. 分 别 过 4、B 两 点 作 PR 的 平 
行 线 交 直线 CD 于 E、F 两 点 ,再 分 别 过 4、D 两 
点 作 SQ 的 平行 线 交 直线 BC 于 XY 两 点 , 则 
ER = AP = AS = XO,PW EC = ER + RC = 
XO + 0C = XC. 同 理 ,DF = BY. 

于 是 , 设 4AE、BF 、4AX、DY 的 中 点 分 别 为 天 、 
LU、V, 则 


lire re - Lpyr- 工 Dr - 
KM = HEC= HXC= UM,NV = FBY = HDF = NL 


所 以 人 MKU 与 人 NLV 都 是 等 腰 三 角形 . 义 KM // EF / NL, UM / BC/N NT. 
由 此 可 知 全 MKU 与 全 NLV 是 位 似 的 ,因而 对 应 顶点 连 线 MN 、KL、UV 三 线 共 
点 .但 三 与 57Y 显然 均 过 圆心 0 , 故 M、O、N 三 点 共 线 . 

对 于 有 些 非 共 线 点 问题 ,我 们 也 可 以 将 其 化 为 共 线 点 问题 而 用 位 似 变换 处 
理 . 

例 6.2.5 设 48 是 0 的 一 条 直径 ,一 直线 与 0 交 于 C、D 两 点 ,与 直 
线 4B 交 于 点 及, 全 4OC 的 外 接 圆 与 人 BOD 的 外 接 圆 交 于 点 N(N zz 0). 证 明 : 
ON | MN. 

证 明 ”如 图 6.2.8,6.2.9 所 示 , 设 公 A0C 的 外 心 与 人 DOB 的 外 心 分 别 为 
O01、0;, OP、00 分 别 为 其 外 接 圆 的 直径 , 则 0 02 垂直 平分 公共 弥 ON, 且 010， 
是 全 0P0 的 中 位 线 , 所 以 ,直线 PO 过 点 NN, 且 PO | ON. 下 面 只 需 证明 M、P、 
0 三 点 共 线 即 可 . 


图 6.2.8 图 6.2.9 


易 知 PA 、PC、0B、QOD 皆 与 0 相 切 ,是 PA4 // 0B. 设 PC 与 0D 交 于 EE， 
令 MA = k. MB , 作 位 似 变 换 H(M,k), 则 8 一 4. 设 D> D', 则 4D’' VBD, 且 
AD'C = + BDM = 4 BDO + QDM = ¢ BDO + EDC = 
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1 


广 炎 BOD+ 方 光 DOC = 方 文 BOC = 二 文 4PC 


而 Ph = PC, 所 以 尸 为 人 DA4C 的 外 心 ,从 而 六 P = PC. 于 是 
LPD'C = LD'CP = LDCE = 人 FDC = /ODM 

所 以 , D'P // DO. 再 注意 Ph // 0B,4D' /BD 即 知 0 一 P. 故 M、P、O 三 点 共 
线 , 因 而 ON | MN. 

图 6.2.8 的 情形 为 1995 年 举行 的 第 21 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 试题 ,同时 也 
是 1997 年 举行 的 第 14 届 伊 朗 数学 奥林匹克 试题 . 而 图 6.2.9 的 情形 为 1996 年 
罗马 尼 亚 国家 队 选 拔 考试 试题 . 

因为 在 位 似 变 换 下 ,任意 一 点 与 其 像 点 的 连 线 一 定 过 位 似 中 心 , 并 且 位 似 
变换 将 共 点 线 变 为 共 点 线 .同时 , 共 点 线 问 题 往往 可 以 化 为 共 线 点 问题 .所 以 ， 
共 点 线 问题 当然 也 可 以 考虑 用 位 似 变 换 来 实现 . 

例 6.2.6 过 和 人 48C 的 顶点 4 作 人 4BC 的 角 平 分 线 CD、BE 的 平行 线 得 交 
点 也 五 ,再 过 顶点 4 作 人 4BC 的 外 角 平 分 线 BF、CC 的 平行 线 得 交点 下 .G, 又 
MN 分别 为 4B 、4C 的 中 点 .求证 : DE、FG、MN 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

证 明 如 图 6.2.10 所 示 . 设 4D 
与 BF 交 于 P,AhE 与 CG 交 于 Q,A4F 与 
CD 交 于 R,A4GC 与 BE 交 于 S$S. 因 AP// 
BE,BP | BE, 所 以 AP | BP. 同 理 ， 
40 | CO,AR | CR,AS | BS. 容 易 
知道 P.O、R、S 四 点 共 线 , 且 这 条 直 
线 通过 4B 与 4C 的 中 点 M、N. 由 于 
DP // ES, PF // SG, FR/ G0,RD/ 图 6.2.10 
QE, PR 与 S0 在 一 直线 上 ,所 以 人 DPR cn 和 ESO, 和 人 APFRcn 人 ASGO ,从 而 四 边 
形 DPFR cn 四 边 形 ESGQ .于 是 ,全 DPF 人 ESG. 再 由 DP // ES,PF // SG 即 
知 DF // EG. 这 说 明 公 DPF 与 全 ESG 的 对 应 边 分 别 平行 .因而 由 推论 2.2.1， 
存在 一 个 位 似 变 换 或 平移 变换 ,使 得 人 DPF 一 个 ESG. 故 DE、FG、MN 三 线 共 
点 或 互相 平行 . 

例 6.2.7 证 明 Newton 定理 : 圆 外 切 四 边 形 对 边 切 点 的 连 线 及 两 对 角 线 ， 
凡 四 线 共 点 . 

证 明 ”如 图 6.2.11 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 外 切 于 圆 , 且 在 四 边 4B、BC、 
CD 、D4 上 的 切 点 分 别 为 E、.G、F、H. 作 4M // CD 交 EF 于 M, 则 人 MEA = 
DFE = 人 AME ,所 以 ,AE = AM. 同 理 , 作 4N // BC 交 直 线 GH 于 N, 则 4N = 
AH. 但 4AE = 4AH, 所 以 A4M = AN, 即 和信 AMN 是 等 采 三 角形 .又 全 CFG 也 是 等 腰 
三 角形 , 且 这 个 等 腰 三 角形 的 两 腰 分 别 对 应 平行 ,方向 相反 ,因而 人 4MN 与 
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从 CFG 是 位 似 的 ,所 以 AC .MF NG 交 于 一 点 ， 
即 4AC 、EF 、GH 交 于 一 点 . 同 理 , BD 、EF CH 交 
于 一 点 . 故 A4C、BD、EF、GH 四 线 交 于 一 点 . 

例 6.2.8 已 知 全 414,4; 不 是 正三 角形 ， 
它 的 三 边 分 别 为 ai、az\、a3， 其 中 过; 是 4; 的 对 
边 . 设 M. 是 边 a; 的 中 点 ， 7 是 公 A14,4; 的 内 切 
圆 与 边 a; 的 切 点 , 5; 是 T, 关 于 4; 的 平分 线 的 对 
称 点 (; = 1,2,3). 求证 : M1S1、M2S,、M3S3 二 
线 共 点 . (第 23 届 IMO, 1982) 

证 明 如 图 6.2.12 所 示 . 显 然 , 点 S1、5，、 


$s 皆 在 人 414243 的 内 切 圆 上 , 且 57 = 


T= Ti5;, 而 Ti 是 其 内 切 圆 与 边 ai 的 切 
点 ,所 以 SS$3 [ 42435 ,而 4243 AM2MHa ,因此 
S2S3 /A M2M3. 同 理 , S3S1 A M3Mi,S1S, // 
MiM;,PL, 人 MM, Ms 与 个 519253 全 等 或 位 
似 . 但 全 414;4;3 不 是 正三 角形 ， 于 是 ， 图 6.2.12 

人 414243 的 内 切 圆 半径 小 于 外 接 圆 半 径 之 半 , 而 会 $515,5;3 的 外 接 圆 半径 即 
全 414243 的 内 切 圆 半径 ,全 MMM; 的 外 接 圆 半径 恰 为 和合 414243 的 外 接 贺 半 
径 的 一 半 , 所 以 全 MM Mi 与 全 S15,5; 的 外 接 贺 半径 不 等 ,因而 两 者 不 可 能 全 
等 ,必然 是 位 似 的 . 故 其 对 应 顶点 的 连 线 M1S1、M252、M353 第 过 位 似 中 心 , 即 
M1iS1、M;S，、M353 三 线 共 点 . 

在 这 个 证 明 中 ,我们 用 到 了 如 下 事实 : 

设 Rr 分别 为 全 4BC 的 外 接 圆 半径 与 内 
切 圆 半径 , 则 R > 2r. 等 式 成 立 当 有 上 且 仅 当 
全 4ABC 是 正三 角形 . 

事实 上 ,如 图 6.2.13 所 示 , 设 D、E、F 分 别 
为 全 4ABC 的 三 边 的 中 点 , 则 公 DEF 的 外 接 圆 半 


径 为 RR. 市 全 DEF 的 外 接 圆 与 人 人 4BC 的 三 边 
都 有 公共 点 ,会 4BC 的 内 切 圆 与 全 4BC 的 三 边 
都 相 切 , 因此 , 公 DEF 的 外 接 圆 半径 不 小 于 r， 
即 方 R > r, 故 R > 2r. 等 式 成 立 当 是 仅 当 入 DEF 的 外 接 圆 与 人 48C 的 三 边 都 


相 切 , 当 且 仅 当 人 4BC 是 正三 角形 . 
不 等 式 “R = 2r” 称 为 Euler 不 等 式 . 


图 6.2.13 
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例 6.2.9 证 明 Desargues 定理 :两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 或 互相 
平行 的 充分 必要 条 件 是 其 对 应 边 的 交点 共 线 . 

证 明 ”必要 性 . 如 果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平行 , 由 推论 
2.5.1 知 其 对 应 边 的 交点 共 线 .下 设 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 共 点 .如 图 
6.2.14 所 示 , 设 人 4BC 与 公 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 44'、BB' 、CC' 共 点 于 0， 
直线 BC 与 B'C' 交 于 L, C4 与 C'4’' 交 于 ,4B 与 4'B' 交 于 N.NA4 = 大 .NB, 作 
位 似 变 换 HCN,E), 则 B-> 4. 设 B' 一 P,L-> 0, 则 NL、O 三 点 共 线 ,40 // 
BL,PQ // B'L,AP // 0B' .再 设 PO 交 4'C' 于 R, 则 用 = 44B -49 ,所 
以 AR // 0C' .于 是 , 公 A4RQ 与 全 CC'L 是 位 似 的 , 且 以 为 位 似 中 心 .因此 , M、L、 
0 三 点 共 线 .再 由 N、L、0 三 点 共 线 即 知 LL.M、N 三 点 共 线 . 


图 6.2.14 
充分 性 .如 图 6.2.15 所 示 , 在 全 4BC 和 公 4'B'C' 中 ,直线 BC 与 B'C' 的 交 
点 L、C4 与 C'4' 的 交点 村 、4B 与 4'B8' 的 交点 入, 三 点 共 线 , BA = kBN. 作 位 
似 变 换 H(B,E), 则 N-> 4. 设 B11,L-> J, 则 41 // A'B',AJ / ML,1J /W 


B'L. 再 设 1 交 CC' 于 K, 则 有 6 = 克 = 后 ,所 以 AK 1/ MC', 即 AK /1 4'C'. 


于 是 ,全 4'B'C' 与 全 AIK 的 三 组 对 应 边 分 别 平行 ,因而 44'、IB'、KC' 三 线 共 点 
A' 
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或 互相 平行 , 即 44'、BB' 、CC' 三 线 共 点 或 互相 平行 ， 

例 6.2.10 ” 设 四 边 形 4BCD 的 两 条 对 角 线 交 于 天 ,M 、N 分 别 为 边 4B 、CD 
的 中 点 ,kk、m、n 分 别 是 过 点 K、M、N 昌 分别 垂直 于 4D、BD 、4C 的 直线 .求证 :四 
边 形 A4BCD 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 k、m、n 三 线 共 点 . (充分 性 :中 国 香港 队 
选拔 考试 ,1998 ) 

证 明 如 图 6.2.16 所 示 , 设 m、n 交 于 点 
P, 晶 十 线 .m、n 分别 交 直 线 4D、BD、A4C 于 G、 
.FF. 分 别 过 4 、D 作 BD、4C 的 垂 线 ( 设 重 足 分 
别 为 S$、T), 则 它们 交 于 PD 上 一 点 0( 公 AKD 
的 重心 ). 显然 4、.S、T.D 四 点 共 圆 所 以 
和 4DB = 人 KTS. 于 是 四 边 形 4BCD 内 接 于 
圆 一 4CB = AADBesLATS = /ACBe, 
ST /BC. 又 EF 分 别 是 BS、CT 的 中 点 ,所 以 ， 图 6.2. 16 


ST // BCeSTN EFes jE = 全. 设 KE = 大. MGS, 作 位 似 变换 再 (天 , 太 ， 风 


S 一 ,直线 40 一 直线 m. 于 是 ,pe = 4 cs 直线 DO 一 直线 nes0 一 PoP、 
OQ、K 二 点 共 线 hk、m、n 三 线 共 点 . 故 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 km 、n 三 线 共 点 . 

用 位 似 变换 证 明 三 线 共 点 ,不 少 情况 下 是 证 明 这 三 线 是 某 个 位 似 变 换 下 共 
点 三 线 的 像 直 线 , 或 这 三 线 在 某 个 位 似 变 换 下 的 三 像 直 线 共 点 . 

例 6.2.11 已 知人 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC、C4、4B 于 D、E、F, 从 
BC、ChA、A4B 的 中 点 L、M、N 分 别 作 EF、FD 、DE 的 垂 线 1 玫 m、n. 证 明 :1.m、n 三 
线 共 点 .并 指出 这 点 在 全 4BC 中 的 位 置 . (中 国 国家 集训 队 测 试 ,1988) 

证 明 ”如 图 6.2.17 所 示 , 由 假设 ,! | EF. 
设 1 为 全 4BC 的 内 心 ,显然 41 | EF, 所 以 1/ 
47. 同 理 ,m // BI,n // CT. 再 设 6 为 人 4BC 的 
重心 , 作 位 似 变换 #(G, - 方 ), 则 有 人 4BC 一 
个 LMN. 因 71/ hI.m // BI、n // Cl, 所 以 直线 
AI、BI、CI 的 像 直 线 分 别 是 1 mn. 故 im、n 
三 线 共 点 . 且 所 共 之 点 为 全 LMN 的 内 心 
设 为 了 , 则 由 7 一 J 了 即 知 点 J 在 16 的 延长 线 上 ， 

日 26J = 716. 

例 6.2.12 以 全 4BC 的 边 为 一 边 在 公 4BC 的 形 外 作 三 个 相似 矩形 
ABB1h2、BCC1B，,、C441C;. 证 明 :A14,、B1B8,、C1C2 的 垂直 平分 线 共 点 . 

证 明 ”如 图 6.2.18 所 示 , 设 X.Y.Z 分 别 为 人 4h14,、 公 BB1B»、 全 CCiC, 
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的 外 心 , 则 YZ 是 BB1( 或 CC1) 的 垂直 平分 线 ， 
所 以 ,YZ /BC. 同 理 ,2X ] CA ,XY / 4B, 因 
而 全 XYZ 与 人 4BC 是 位 似 的 .又 不 难 知道 ,过 
尽 4 且 垂 直 于 414; 的 直线 过 BC 的 中 点 ( 例 
7.1.6) ,对 点 B、 点 C 也 有 类 似 的 结论 . 因而 过 
点 4 且 垂直 于 4;,4: 的 直线 ,过 点 B 目 垂直 于 
BiB, 的 直线 ,过 点 C 且 垂 直 于 CiC2 的 直线 共 
氮 , 且 这 点 即 人 4BC 的 重心 6. 于 是 , 作 位 似 变 图 6.2. 18 
换 ,使 人 4BC 一 人 XYZ, 则 4C 一 过 点 洗 且 三 直 于 4142? 的 直线 , 即 4G -> 414， 
的 垂直 平分 线 . 同 理 , BC -> B; B， 的 重 直 平分 线 , CC -> C1C2 的 垂直 平分 线 , 故 
414,、Bi1Bs、C1C; 的 垂直 平分 线 共 点 ,上 且 这 点 为 人 XY7z 的 重心 . 

当 所 作 三 个 相似 矩形 皆 为 正方 形 时 ,本题 曾 作 为 1996 年 德国 数学 奥 林 匹 
克 试 题 . 

值得 指出 的 是 ,任何 合同 变换 和 相似 变换 都 将 共 点 线 变 为 共 点 线 , 将 共 线 
点 变 为 共 线 点 ,因此 ,从 这 个 意义 上 来 讲 ， 任何 合同 变换 和 相似 变换 都 可 以 用 于 
证 明 三 点 共 线 与 三 线 共 点 的 问题 ,如 例 4.2.10 与 例 4.2.11 就 是 用 中 心 反 射 变 
换 证 明 三 线 共 点 的 例子 . 从 不 过 位 似 变换 在 这 方面 更 显得 身手 不 凡 . 


6.3 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 


处 理 共 线 点 问题 与 共 点 线 问 题 还 有 两 个 非常 得 力 的 工具 ,这 就 是 著名 的 
Menelaus 定理 与 Ceva 定理 . 这 两 个 定理 都 可 以 用 位 似 变 换 证 明 . 
Menelaus 定理 设 D、E、FF 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC cd 48 所 在 直线 上 
的 三 点 , 则 D、E、F 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
BD .CE .AF 


= 
DC EA FB 


证 明 ”如 图 6.3.1,6.3.2 所 示 , 作 位 似 变换 有 H(D, 了 C5), 则 B_>C. 设 户 ~> 


DB 
_ CF’ DC 
} | ft 一 站 22 } ,~~ = -一 3 
让 , 则 扬 、D、F 三 点 共 线 , 且 CF // BF BE = -所 以 
即 . 区 .全 . 也. 于 .下 
DC EA FB CF’ EA FB Eh CF 


于 是 
DE、F 三 点 共 线 FF 三 点 共 线 。 
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H(E, = ) 


EC ),, AF FA CE 
Fo 


CF’ EC™ EA 


图 6.3.1 图 6.3.2 
Ceva 定理 ” 设 D、E、F 分 别 是 公 4BC 的 三 边 所 在 直线 上 的 三 点 , 则 4D、 
BE、CF 三 线 共 点 或 平行 的 充分 必要 条 件 是 
画 . 葬 . 焉 
DC FA FB 
证 明 如 图 6.3.3,6.3.4 所 示 , 过 点 4 作 BC 的 平行 线 分 别 交 直线 BE、CF 


FA AM EC 
FE, 让 H 1 
Hl FB ) H(A4 AN ) (E EA ) 


于 MN, 则 有 BC AN AM CB .由 于 位 似 变 换 之 
积 是 位 似 变 换 或 平移 变换 ,而 在 平移 变换 下 ,不 可 能 有 BC -> CB ,因此 


EC AM FA 
H(E, EA )H(A, A )H(F, FB ) = H(O, -1) 


= 1 


为 中 心 反 射 变换 .其 中 0 为 BC 的 中 点 .所 以 -ec ， AM .84 -_ 1 于 是 


AN FB 
DB .EC .FA | AM DB 
EA FB AN Dc 
a 
F 
A 
/一 人 
B DD 0 CC B OD OC 
图 6.3.3 图 6.3.4 


如 果 AD、BE、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 , 则 显然 有 0 - 这. 反之 ,如 果 


村 _ 人 令 瑟 = .MR, 则 有 DB -大 .说 ,区 -= 梳 , 因 而 存在 位 似 
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变换 或 平移 变换 /使 得 MN .4.N 一 上 ~B8 DC, 所 以 4D、8M、CN 三 线 共 点 或 
互相 平行 , 即 4D、BE、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
综 上 所 述 ,4 、 BF 、CP 三 线 共 点 或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 
现 . 亚 . 正 . 
DE EA4 FB 

前 面 所 述 Pascal 定理 ,Desargues 定理 等 都 可 以 用 Menelaus 定理 证 明 .而 三 
角形 的 重心 内心、 旁 心 . 垂 心 等 这 些 三 线 所 共 之 点 都 可 以 用 Ceva 定理 证 明 . 

在 具体 使 用 这 两 个 定理 证 明 三 点 共 线 或 三 线 共 点 时 ,用 方 癌 线段 反倒 显得 
不 太 方 便 .但 若 不 用 方向 线段 , 则 这 两 个 定理 中 所 涉及 的 三 个 线段 比 之 积 都 是 
1 ,没有 区 别 . 怎样 区 别 是 三 点 共 线 还 是 三 线 共 点 呢 ? 我 们 只 需 注 意 到 , 在 
Menelaus 定理 中 ,三 点 D、E、F 分 别 对 于 会 ABC 的 三 边 来 讲 , 或 者 有 一 个 外 分 
点 (两 个 内 分 点 ) ,或 者 三 个 都 是 外 分 点 (无 内 分 点 ). 而 在 Ceva 定理 中 , 则 或 者 
没有 外 分 点 (三 个 都 是 内 分 点 ) ,或 者 只 有 两 个 外 分 点 (一 个 内 分 点 ). 这 样 就 可 
以 区 别 是 三 点 共 线 还 是 三 线 共 点 了 . 当然 ,在 实际 操作 中 ,只 需 在 图 中 默认 即 
可 ,不 必 指 明 几 个 外 分 点 和 内 分 点 . 

用 这 两 个 定理 证 明 三 点 共 线 或 三 线 共 点 时 , 有 时 要 用 到 (甚至 多 次 用 
到 )Menelaus 定理 的 必要 性 结论 .此 时 ,通常 将 直线 DEF 称 为 全 48BC 的 截 线 . 

实际 上 ,我 们 在 第 5 章 已 多 次 使 用 过 这 两 个 定理 . 

例 6.3.1 在 全 4BC 的 边 BC、Ch、AB 上 各 取 两 点 41、As, Bi、B;, C1、C2, 使 
得 BA1 = A2C, CB = BA,AC! = C2B. 青 设 直线 B,C1 与 BC 交 于 D ,直线 C24i 
与 Ch 交 于 EE; 直 线 4; Bi 与 4B 交 于 下 .求证 : D、E、F 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 6.3.5 所 示 , 对 公 A4BC 与 截 线 
DB,C EC 4 、F4)B ,由 Menelaus 定理 ,有 

BD. C8 . AC 
DC BA CB 


=— 1 


三 式 相 乘 , 并 注意 BhA1 = AsC, CB! = Bh, ACi 
Bi4,4C， = C1B ,得 


BD .CE .AF 

DC EA FB 
而 D、.EF 分 别 在 全 ABC 的 三 边 所 在 直线 上 ,再 由 Menelaus 定理 即 知 ,D、E、F 
三 点 共 线 . 


A 
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例 6.3.2 证明: 任意 四 边 形 的 两 对 角 线 的 中 点 、 两 组 对 边 的 交点 的 连 线 
段 的 中 点 , 几 三 点 共 线 . 

本 题 即 例 4.1.11 所 述 的 Newton 定理 ,那里 我 们 用 中 心 反 射 变换 给 出 了 它 
的 一 个 证 明 , 因 这 是 一 个 典型 的 三 点 共 线 问题 ,我 们 当然 可 以 考虑 用 Menelaus 
定理 来 证 明 . 

证 明 如 图 6.3.6 所 示 . 设 在 四 边 形 
ABCD 中 ,直线 4B 与 CD 交 于 EE, 直 线 BC 与 DA 
交 于 下, AC 、BD、EF 的 中 点 分 别 为 L.M、N. 再 
设 EB、EC、BC 的 中 点 分 别 为 P.Q、R. 因 9 、L、 
RR 分别 是 EC、4C、BC 的 中 点 ,所 以 QL、R 三 
点 共 线 . 同 理 ,R.M、P 三 点 共 线 ,PN.O 三 点 
共 线 .由 此 可 知 


OL EFE4 RM CD PN BF 
LR M 


AB "MP ”DEF :NO ~ FC 
三 式 相 乘 ,得 


一 
一 


OL.RM.PN _EA.CD .BE 
LR MP NO AB DE FC 


男 一 方面 ,考虑 公 EBC 与 截 线 4DF ,由 Menelaus 定理 , 始 BE .LD - 


- 1, 因此 
QL.RMY .PN 
LR MP NO 
而 LL、M、N 分 别 在 全 POR 三 边 上 所 在 直线 上 ,再 由 Menelaus 定 理 ,L、M、N 三 点 共 
线 . 
利用 Menelaus 定理 证 明 三 点 共 线 ,关键 是 找到 一 个 恰当 的 三 角形 ,使 这 三 
点 分 别 位 于 三 角形 的 三 边 所 在 直线 上 ,并 设法 证 明 这 三 点 分 所 在 边 的 比 的 乘积 
等 于 - 1. 对 于 例 6.3.1 来 说 ,三 角形 是 明摆着 的 . 而 对 于 例 6.3.2 来 说 , 欲 证 的 
共 线 三 点 L、M、N 并 不 在 一 个 已 有 的 三 角形 的 三 边 上 ,注意 到 上、M、N 都 是 线 
段 的 中 点 .于 是 全 EBC 的 中 点 三 角形 POR 正好 联系 上 .MN 三 点 .我 们 也 可 以 
用 全 E4D 的 中 点 三 角形 ,或 人 4BF 的 中 点 三 角形 、 或 全 CDF 的 中 点 三 角形 完 
成 例 6.3.2 的 证 明 . 
例 6.3.3 (1) 设 公 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC、Ch、4B 分 别 切 于 D、E、F, 则 
AD 、BE、CF 三 线 共 点 .( 这 个 点 称 为 全 ABC 的 Gergonne 点 ) 
(2) 设 人 4BC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC 切 于 D,B- 旁 切 圆 与 边 C4 切 于 天 ,C- 旁 
切 圆 与 边 4B 切 于 F, 则 4D、BE 、CFP 三线 共 点 .( 这 个 点 称 为 人 4BC 的 Nagle 点 ) 
证 明 (1) 如 图 6.3.7 所 示 , 显 然 ,BD = FB,DC = CE, EA = AF, 所 以 


= 一 上 
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BD CE AF 
pC EA FB 
而 D、E、F 都 在 全 4BC 的 边 上 ,于 是 由 Ceva 定理 即 知 4D 、BE、CF 三 线 共 点 . 
(2) 如 图 6.3.8 所 示 , 不 难 知道 BD = E4,DC = 4F, CE = FB, 由 此 立即 可 
用 Ceva 定理 得 到 4D、BE、CF 三 线 共 点 . 


A 


= 1] 


图 6.3.7 图 6.3.8 
例 6.3.4 一 圆 与 人 48C 的 各 边 所 在 直线 交 于 两 点 (这 两 点 可 能 重合 ). 设 
BC 边 上 的 交点 为 D、D', Ch 边 圭 的 交点 为 E、F’, 4B 边 上 的 交点 为 FF"' .求证 : 
若 4D、BE、CF 三 线 共 点 , 则 4D' 、BE' 、CF" 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
证 明 ”如 图 6.3.9,6.3.10 所 示 , 由 圆 寡 定理 ,有 7FB . FB = BD . BD’， 
DC .DC= CE: CE',EA:. EA = AF. AF’', 所 以 
BD.E.LE.D .EE.E 
DC EA FB DC EA FB 


于 是 , 因 4D、BE、CF 三 线 共 点 ,由 Ceva 定理, .CE .AF 1 ,所 以 


BD 间 CE AF’ i 
DC E'A FB 
再 由 Ceva 定理 即 知 4D'、BE' CR 三 线 共 点 或 互相 平行 . 


E 


图 6.3.9 图 6.3.10 


例 6.3.5 在 个 ABC 中 ,4 = ,LB = 8 .求证 :全 4BC 的 高 4D 中线 
BE 、 内 角 平 分 线 CF 三 线 共 点 . (希腊 数学 奥林匹克 ,1984) 


证 明 如 图 6.3.11 所 示 , 易 知人 C = 4:LBAD = 让. 设 点 C 关于 直线 
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4B 的 对 称 点 为 C', 则 人 C4B = 人 BAC = 还 = + 
x - 一 Bh4D, 所 以 C'、4A.D 三 点 共 线 .而 A 
pd 

ZC'BC =27 CBA = 至 ,AD | BD, 所 以 BC - Ee r 

pd rF 

/ 

2 /3BD. WCE = EA,AC = VDC,A - / ~ 
"FB / 
AC B D C 
BE 于 是 
图 6.3.11 


BD CE AF BD AC BD 2DC | 
DC EA HP- DC BC~ DC VJBD 
由 Ceva 定理 即 知 ,4D、BE、CF 三 点 共 线 . 

其 实 , Menelaus 定 理 与 Ceva 定 理 不 仅仅 只 有 证 明 三 点 共 线 和 三 线 共 点 的 功 
能 ,其 他 一 些 问题 也 有 这 两 个 定理 的 用 武之 地 . 原因 有 二 :其 一 ,有 些 问 题 本 丑 
可 以 化 为 三 点 共 线 或 三 线 共 点 的 问题 ;其 二 ,如 果 问 题 中 有 三 点 共 线 或 三 线 共 
点 的 条 件 , 则 可 以 由 这 两 个 定理 的 必要 性 得 出 一 些 线段 之 间 的 关系 . 

例 6.3.6 设 NN 为 人 BAC 的 平分 线 上 一 点 ,点 PP 及 点 0 分 别 在 直线 4B 和 
AN 上 ,其 中 了 人 ANP = 4P0O = 9 .在 NP 上 取 点 9, 过 点 0 作 一 条 直线 分 别 
与 4B、4C 交 于 EF. 求 证 :了 OQE = 90 当日 仪 当 QE = QF.( 第 35 届 IMO,1994) 

证 明 如 图 6.3.12 所 示 , 设 直线 PN 与 4C 
交 于 R, 则 AR = 4P,OR = 0P, 人 人 ORF = 
OPP = 90p. 连 OE OF, 考虑 人 4FF 与 截 线 


ORP ,由 Menelaus 定理 ， Ff A4 A = 1, 所 


以 ， of = AR 于 是 ,0EF = OFePE = 


RFoOANOPE 2 AORFeEOE = OFoO00 | EF. 

本 题 曾 在 第 5 章 ( 例 5.1.2) 用 轴 反 射 变换 给 加 6.3.12 
出 了 一 个 简单 的 证 明 ,但 这 里 用 Menelaus 定理 给 出 的 证 明 似 乎 显得 更 加 简单 . 

例 6.3.7 以 全 4BC 的 边 BC 为 直径 作 半 圆 ,与 4B 、4C 分 别 交 于 点 D、E， 
分 别 过 D、E 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 FG, DG 
与 EF 交 于 P. 证 明 :4P 1 BC.( 第 17 届 俄罗斯 数 
学 奥林匹克 ,1991; 中 国 国 家 队 选 拔 考试 ,1996) 

.本 题 曾 在 第 5 章 中 ( 例 5.3.13) 用 轴 反 射 变 

换 给 出 了 一 个 证 明 , 这 里 再 用 Menelaus 定理 给 
出 男 一 个 证 明 . 

证 明 ”如 图 6.3.13 所 示 . 作 高 4H(H 为 季 
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足 ) ,联结 BE 、CD, 则 BDC = 90P = 一 BEC ,所 以 
DF = BDsin B = BCcecos Bsin B, EG = BCcos Csin C 
因此 CP EG cosCsinC AB cosC 


PD ~ DF ~ cos BsinB™ AC cosB 


BH ABcosB AC cosB 
X BH = ABcos B, HG = AEcos C, 所 以 zc = AEcos C = AD cos C, 于 征 


BH GP DA AB cosC AC cosB DA 


HG PD AB ~ AC cosB AD cosC 45 
而 五 .P、A4 分 别 为 全 DBG 的 三 边 所 在 直线 上 的 三 点 ,由 Menelaus 定理 ,H、P、4 
三 点 共 线 , 即 点 已 在 4 下 上 . 故 4P | BC. 

例 6.3.8 设 公 4BC 的 C- 旁 切 圆 分 别 与 直线 BC、Ch 切 于 E、G 两 点 ,B- 旁 
切 圆 分别 与 直线 BC、4B 切 于 FH 两 点 ,直线 EG 与 FH 交 于 点 P. 求 证 : PA | 
BC. (全国 高 中 数学 联赛 ,1996) 

证 明 如 图 6.3.14 所 示 , 设 人 4BC 的 C- 
劳 切 贺 与 B- 旁 切 圆 的 圆心 分 别 为 01、0,, 则 


_ O04 O06G 
O11、A、0O, 三 点 在 二线 上 ,有 一 OH 一 


“45 .再 设 直线 P4 与 BC 交 于 D ,考虑 全 4DC 与 


= | 


截 线 PGE ,由 Menelaus 定理 Ce .AP .DE = 


"GA “PD EC 
JDE .AP _, im DF. 
AP DE _ DF sm DE GA_04 
PD 一 1, 因 此 ,ed 一 有 .于 征 ，, 万 上 一 HA 二 0,4 :而 OE / O02, 所 以 AD VA 


OE,{B OE | BC, 故 AD | BC, 即 P4 | BC. 
例 6.3.9 设 P 是 全 4BC 内 一 点 ,直线 4P、BP、CP 分 别 交 对 边 BC 、C4 、 
AB 于 DE.F, 人 个 PBD 公 PDC 人 PCE. 信 PEA .个 PAF、 从 PFB 的 面积 分 别 为 


S1 S3 Ss 
去 + 


51、52、53、S4、Ss、56. 求 证 :有 有 Sa 十 Se 二 3, 则 P 为 人 4PC 的 重心 . 


1 元 51 _BD SS CESs AF gyBD 
证 了 明 如 图 6.3.15 所 示 , 显 然 ,5 = pC 3 = 天 ,= FB' 所 以 pc + 


二 线 交 于 点 PP BD CE AF 
一 一 ”一 - 六 上 旦 ， 一 ”一 6 一 = 
一 一 3 . 但 AD ™ BE 3 CF 和 CC dt 时 由 Ceva 定理 3 DC EA FB -一 . 


CE AF 
EA +tFB 


因而 由 熟知 的 算术 - 几何 平均 不 等 式 , 有 
BD CE AF 3150. CE 人 3 
DC TEAT*FB-"NDC EA FB- 


于 是 ,由 算术 - 几何 不 等 式 中 等 式 成 立 的 条 件 即 得 82 + CE ;4 - 3。,B2 - 
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-和 = 1esD、E、F 分 别 为 BC、CA、4B 的 
中 点 oP 为 全 ABC 的 重心 . 

例 6.3.10 设 D 是 一 个 非 直 角 公 4BC 的 y 
边 BC 上 一 点 ,从 点 DD 分 别 作 4C、48B 的 垂 线 , 垂 /2 <\ 
是 分 别 为 EE、F ,直线 BF 与 CE 交 于 点 PP. 求证 : JA 


AP | BC 当 且 仅 当 4D 平 分 人 BAC. 


证 明 ”如 图 6.3.16,6.3.17 所 示 , 设 0 是 图 6.3.15 
点 4 在 直线 BC 上 的 射影 ,显然 ,人 4BQ 全 DBF, 所 以 ps = 4 同 理 ,多 _ 


46 -由 此 可 得 ,B= DFE“ 只 .这 样 便 有 


AQ 
BO.CE ,AF BO.AF CE BO,AF DE C0 
QC EA FB- CO EA FB CO AE DF BO 


B Do 
图 6.3. 16 
于 是 由 Ceva 和 定理 


AQ、BE、CF 三 线 共 点 名 


BC 外 -1 AF .DE | AF .4 
OC Ed4 FB ~ DF AE ~ PDF DE 


人 ADF AADEs/ FAD = LEADesAD 平 分 人 BAC. 但 4P | BCeoA、P.0 
三 点 共 线 40、BE 、CF 三 线 共 点 . 故 4P | BC 当日 仅 当 4D 平分 人 BAC. 

在 全 4BC 是 锐角 三 角形 时 (图 6.3. 16 的 情形 ) ,本 题 为 2006 年 罗马 尼 亚 国 
家 队 选 拔 考试 试题 . 而 本 题 的 充分 性 则 为 2000 年 举行 的 第 49 由 保加利亚 ( 冬 
季 ) 数学 竞赛 试题 ,也 是 1997 年 举行 的 第 10 届 韩 国 数学 奥林匹克 试题 . 

无 论 是 将 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 用 于 证 明 三 点 共 线 或 三 线 共 点 这 些 结 
合 关 系 问 题 ,还 是 用 于 证 明 别 的 位 置 关 系 或 度量 关系 问题 ,很 多 情况 下 要 将 这 
两 个 定理 结合 在 一 起 使 用 . 
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例 6.3.11 在 全 4BC 的 边 BC 的 延长 线 取 一 点 也 ,使 CD = 4C, 人 4CD 的 
外 接 圆 与 以 BC 为 直径 的 圆 交 于 C、P 两 点 ,直线 BP 与 4C 交 于 E, 直 线 CP 与 4B 
交 于 FF. 求证 :DE、F 三 点 共 线 . (第 15 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,1998) 

证 明 ”如 图 6.3.18 所 示 , 因 点 P 在 全 ACD 
的 外 接 圆 上 , 有 是 4C = CD, 所 以 APF = 
了 4DC = 一 C4D = 了 人 CPD, 即 PC 是 APD 的 
外 和 角 平分 线 .于 是 , 设 直 线 A4P 交 BC 于 0, 则 PC 
平分 QPD. 又 点 P 了 在 以 BC 为 直径 的 圆 上 ,所 
以 BP | PC, 从 而 PB 为 人 QPD 的 外 角 平 分 

、 BD B 
线 ,这 样 便 有 ,地 -- e- 
另 一 方面 , 因 A40、BE、CF 交 于 点 P, 由 
Ce 定理 ,56 。 Ee A = 1, 于 是 
即 . 丁 .全 .到 . 配 .让 
DC EA FB OC EA4 FB 
再 由 Menelaus 定理 即 知 D、E、F 三 点 共 线 . 

例 6.3.12 设 凸 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 所 在 直线 分 别 交 于 EF 两 点 ， 
两 对 角 线 交 于 已 ,过 点 P 作 PO | EF 于 0. 求 证 :了 BOC = 了 40D.( 中 国 国家 
队 选 拔 考试 ,2002) 

证 法 1 若 4C/W EF, 则 Be = fp .如 图 6.3.19 所 示 , 考 虚 公 DAC 与 点 B， 


由 Ceva 定理 ,有 2 54 = 1, 所 以 AP = PC, 即 P 为 4C 的 中 点 .而 


OP | 4C, 所 以 ,PO 平分 人 C04. 


如 果 4C 类 EF ,如 图 6.3.20 所 示 , 设 直线 4C 与 EF 交 于 点 0, 考 虑 公 ABC 
与 点 D, 由 Ceva 定理 , 夸 . 引 . 弗 = 1. 再 考虑 人 4BC 与 截 线 FOE, 由 
Menelaus 定理 ,Ac 。 全 。 op = 1. 比较 两 式 即 知人 CW 所 以 A CF 

4 


PA ”04， 40 ~ CO 


Geometric transformations and their applications 


过 点 了 作 EF 的 平行 线 分 别 交 直 线 0C 、04 于 /J, 则 及 - 20 - 50 - 


DG 所 以 IP = PJ. 而 J | PO, 因 此 PO 平分 了 10], 即 此 时 也 有 PO 平分 


/COAh. 

同 理 , PO 平分 一 BOD. 故 人 BOC = 
/AOD. 

证 法 2 如 图 6.3.21 所 示 , 分 别 过 4、B、D 
作 EF 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 了 .MN， 则 
BM /DN / PO,BL 


PB _ OM 
PD ON 
BM _BM.AH _ BE. AF 图 6.3.21 


DN = AH DNV= AE PDF 
PB DF AE 
_ 二 人 
另 方面 , 因 直 线 A4P、BF、DE 共 点 C ,由 Ceva 定 理 , 万 7 AF "BE = 1, 由 
此 可 知 , PV = 2 ,从 而 Rt 全 MOB Rt 全 NOD .于 是 ,MOB = NOPD , 即 
EO0B = FOD. 同 理 ,EO0C = FO0A. 故 人 BOC = /A0D. 


6.4 ”两 圆 与 位 似 变 换 


在 位 似 变换 下 , 圆 的 像 仍然 是 圆 ,这 两 个 圆 当然 是 位 似 的 . 反 过 来 ,给 定 两 
圆 , 这 两 个 圆 是 否 一 定位 似 呢 ?对 此 ,我 们 有 

定理 6.4.1 平面 x 上 任意 两 个 圆 都 是 位 似 的 . 且 当 两 圆 不 等 时 ,它们 既 
是 内 位 似 ,也 是 外 位 似 ， 

证 明 ”如 图 6.4.1 所 示 , 设 ©@01、©0, 是 平面 上 的 两 圆 ,半径 分 别 为 ri、 
ry, 且 mm = 有 rmi. 如果 两 圆 同心 , 则 结论 是 显然 的 . 当 两 圆 不 同心 时 , 在 直线 
010; 上 取 点 P, 使 得 PO; = 一 二 01%, 则 有 PO; = - 天 POi. 于 是 ,在 内 


nl ry 


位 似 变换 H(P, -上 ) 下 ,有 O01 一 @0,. 因 此 ,任意 两 圆 总 是 内 位 似 的 . 
当 nn 关 疡 时 ,在 直线 010; 上 另 取 一 点 0 ,使 得 00; = 一 -010;, 则 


2 一 Tl 


有 00; = . 001. 于 是 ,在 外 位 似 变 换 H(O,k) 下 ,有 O01 一 0,. 故 当 两 贺 


不 等 时 ,它们 不 仅 是 内 位 似 的 ,还 是 外 位 似 的 . 
由 定理 2.5.7 知 ,两 圆 作为 位 似 图 形 时 ,其 位 似 系数 等 于 两 圆 的 半径 之 比 ， 
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图 6.4.1 
所 以 ,只 要 两 贺 的 公 切 线 存在 且 相 交 , 则 其 交点 就 是 两 圆 的 一 个 位 似 中 心 , 公 切 
线 上 的 两 个 切 点 中 一 点 是 男 一 点 的 像 点 .两 圆 的 外 公 切 线 的 交点 是 其 外 位 似 中 
心 ,两 图 的 内 公 切 线 的 交点 是 其 内 位 似 中 心 ( 图 6.4.1); 当 两 圆 内 切 时 
(图 6.4.2), 切 点 是 两 圆 的 外 位 似 中 心 ; 当 两 圆 外 切 时 (图 6.4.3) , 切 点 是 两 圆 
的 内 位 似 中 心 ; 当 两 圆 相交 时 (图 6.4.4) ,内 位 似 中 心 在 两 圆 所 围 的 公共 区 域 ; 
当 两 圆 内 含 时 (图 6.4.5) ,内 位 似 中 心 与 外 位 似 中 心 都 在 小 圆 内 ; 当 两 圆 同心 
时 ,圆心 既是 两 圆 的 内 位 似 中 心 ,也 是 两 图 的 外 位 似 中 心 . 当 两 圆 相等 时 ,两 圆 
的 连 心 线 的 中 点 显然 是 两 圆 的 内 位 似 中 心 . 


@) ©© 


图 6.4.2 图 6.4.3 
全 CO CO 
可 OP 

图 6.4.4 图 6.4.5 


由 定理 6.4.1, 根 据 两 圆 的 位 似 性 质 , 凡 两 圆 相 切 的 问题 ,我 们 没有 理由 不 
考虑 利用 位 似 变 换 这 一 工具 . 

例 6.4.1 设 两 圆 相 切 于 了 ,与 其 中 一 圆 相 切 于 点 4 的 直线 交 男 一 圆 于 8B、 
C. 求 证 : 7T4 是 人 BTC 的 平分 线 或 外 角 平 分 线 . (卢森堡 等 五 国 数学 竞赛 ,1980) 

证 明 ”如 图 6.4.6,6.4.7 所 示 , 设 含 B.C 两 点 的 圆 为 © 01, 半 径 为 rj, 含 
所 4 的 圆 为 Q@ 0; ,半径 为 72，72 二 k: rj. 因 GO 与 (5 0， 相 切 于 了, 作 位 似 变 
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换 HCT,k), 则 @Oi 一 昌 0;. 设 8B 一 B,C 一 C, 则 B、C' 都 在 0; 上 ,和 且 


B'C' // BC. 所 以 B4 = AC .于 是 ,一 BT4 = 4TC' ,从 而 了 BTh4 与 CTA 相 
等 (内 切 时 ) 或 互补 (外 切 时 ). 故 了 下 是 一 B7C 的 平分 线 或 外 角 平 分 线 . 


图 6.4.6 图 6.4.7 


本 题 不 难 , 将 其 作为 一 道 国际 性 的 数学 竞赛 试题 , 似 有 拔高 之 嫌 . 但 本 题 
是 一 个 非常 基本 的 结果 .下 面 几 个 例子 都 用 到 了 本 题 的 结论 . 

例 6.4.2 设 圆 书 在 圆 王 内 且 与 圆 卫 切 于 wN ,过 圆 下 上 一 点 X 的 切线 交 
矿 于 4、B 两 点 ,M 是 48( 不 含 点 N) 的 中 点 .求证 :人 BMX 的 外 接 圆 的 大 小 与 
氮 基 的 位 置 无 天 .( 第 27 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2001 ) 

证 明 如 图 6.4.8 所 示 , 设 圆 卫 与 刀 的 半 
径 分 别 为 RR ,RL = kk RR, 作 位 似 变 换 HCN， 
有 ), 则 M 一 了 . 设 A4 一 4',B 一 B', 则 A4'、B' 分 
别 是 NA 、NB 与 圆 的 另 一 交点 , 目 4'B' NA 
48 ,所 以 4 和 = XB' ,于 是 4X = XB', 进而 
AM = MB. 再 设 全 BMX 的 外 接 圆 的 半径 为 +， 


zr MX MX 
由 正 纺 定理 可 得 天 = MA = MB: 再 由 图 6.4.8 


人 XMB A 人 XAN 得 于 = 和 .又 信和 _ 大 ，, 从 而 和 全 = - R-R = .显然 ,入 XAA' cm 
从 NAX, 由 此 可 得 和 A = vA'4. NA, 所 以 
XA VAA-NA /44 /R-R 


NA NA NA R 
因此 ,r = R. 44 = R， AN = VRR-R) RR) 与 点 《的 位 置 无 关 . 


例 6.4.3 ( 汛 山 引 理 ) 设 DD 为 人 4BC 的 边 BC 上 一 点 , 圆 厂 分 别 与 DC 、4D 
相 切 于 E、F, 且 与 全 4BC 的 外 接 圆 内 切 . 求 证 :全 4BC 的 内 心 在 直线 EF 上 . 

证 法 1 如 图 6.4.9,6.4.10 所 示 , 设 圆 芽 与 全 4BC 的 外 接 圆 肉 切 于 了 ,以 
T 为 位 似 中 心 作 位 似 变换 ,使 圆 卫 变 为 人 4BC 的 外 接 圆 . 设 E 一 FF,F 一 下 ， 
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则 尺 、 严 皆 在 人 4BC 的 外 接 贺 上 ,FP ] BF ,上 且 尼 是 BC( 不 含 点 4) 的 中 点 ， 
hE' 为 人 BAC 的 平分 线 . 因 人 ETC = 和 BMP = 了 人 BCB ,所 以 人 EF'TC cm 
会 尼 CE ,从 而 天 下, ET = CC. 又 因 人 EFT = ET = 人 EE'h4T, 于 是 , 设 
AE' 与 直线 EF 交 于 71, 则 4、 下 .7 了 四 点 共 圆 .这 样 , 设 4D 与 人 4BC 的 外 接 圆 
的 男 一 交点 为 K, 则 人 FTI = 人 FAI = /KAE' = 一 KE 因此 ,一 FIK = 
一 1TF ,于 是 再 由 4、F、IT、T 四 点 共 圆 ,并 注意 TF 平分 了 人 A4TK, 有 人 EE'IE = 
ATF = 人 FTK = 人 ITE' ,所 以 , 因 7 与 人 7 的 外 接 圆 相 切 ,这 样 便 有 E'1? = 
ET = C2, 因此 rT = 扬 C, 由 此 不 难得 到 /为 人 4BC 的 内 心 . 换 句 话 
说 ,全 ABC 的 内 心 1 在 EF 上 . 


图 6.4.9 


证 法 2 如 图 6.4.11 所 示 , 设 圆 卫 与 
全 ABC 的 外 接 圆 内 切 于 了 ,以 了 为 位 似 中 心 作 
位 似 变换 , 使 圆 玉 变 为 人 4B8C 的 外 接 圆 . 设 
7T4 、7 分 别 与 圆 T 再 次 交 于 点 MN, 则 1 一 


MA TAF - 
4,N -> B,MN // AB, 且 = jp, BE = 
(注意 4AF? = MA.: TA,BE? - 
NB . TB - 驹 


NB . 7). 再 设 四 一 盏 , 则 尺 是 BC( 不 含 点 4) 
的 中 点 ,所 以 ,AE' 为 人 BAC 的 平分 线 . 
另 一 方面 , 设 直线 EF 与 4B 交 于 天. 考虑 人 4BD 及 截 线 EFK ,由 Menelaus 定 


理 
BE .DF 4K | 
DE AF KB = 
AF 
但 DE = DF ,所 以 Op = pp = 谷 ,因此 ， TK 为 人 4TB 的 平分 线 . 于 是 , 设 直线 


TK 与 人 4BC 的 外 接 圆 再 次 交 于 也 , 则 上 为 4B( 不 含 点 C) 的 中 点 ,所 以 CL 为 
4CB 的 平分 线 ,因而 AE' 与 CL 交 于 全 4BC 的 内 心志 再 考虑 圆 内 接 六 边 形 
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TE'ABCL ,由 Pascal 定理 ( 例 6.2.3) 即 知 EE、1K 三 点 共 线 .但 Kk 在 直线 EF 上 ， 
故 EE、I、F 三 点 共 线 . 

当 DD 与 8B 重合 时 ,由 深山 引 理 立即 得 到 如 下 的 命题 . 

命题 6.4.1(Mannheim ) ”一 圆 与 人 4BC 
的 两 边 4B 、4C 分 别 切 于 P、0, 且 与 全 4BC 的 外 
接 圆 也 相 切 , 则 Po 的 中 点 为 全 ABC 的 内 心 . 

将 例 6.4.3 的 结论 连用 两 次 即 得 2007 年 中 
国 国家 集训 队 第 6 次 测试 中 的 平面 几何 题 : 

凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 厂 ,与 边 BC 相交 
的 一 个 圆 与 圆 T 厂 内 切 ,自分 别 与 BD、4C 相 切 
于 P、0, 求 证 :全 4BC 的 内 心 与 人 人 DBC 的 内 心 图 6.4.12 
丝 在 直线 PO 上 (图 6.4.12). 

另外 ,由 例 6.4.3 容易 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 6.4.2(Thebault 定理 ) 设 D 是 公 4BC 的 BC 边 上 任意 一 点 ,1 是 
全 4BC 的 内 心 ,OO 与 4D、BD 均 相 切 ,同时 与 人 4BC 的 外 接 圆 相 切 .@ 0, 与 
47D 、CD 均 相 切 ,同时 与 人 A4BC 的 外 接 圆 相 切 . 则 01、I、0, 三 点 共 线 ， 

事实 上 ,如 图 6.4.13 所 示 . 设 0 与 BD、 
AD 分别 切 于 E、F,@ 0; 与 4D、DC 分 别 切 于 G6、 
HH. 由 例 6.4.3, 直线 EF 与 68H 交点 即 全 4BC 的 
内 心 工 显然 ,01D | El1,HG | DO;,01D | : 
02D, 所 以 E1 | GH. 这 说 明 CF 为 GO(16F) 的 。 这 7 
直径 ,而 E68 为 C(IEH) 的 直径 . 因 O1E | EH， 
OIF | GF,OJE = OF,， 所 以 ,点 0 对 
(1GF) 与 ©(IEH) 的 宕 相等 , 因而 点 0. 在 图 6.4.13 
(GF) 与 OO (EH) 的 根 轴 上 . 同 理 , 点 0; 也 在 @(IGF) 与 OQ(IEH) 的 根 轴 
上 ,因此 ,直线 010; 即 (GF) 与 (IEH) 的 根 轴 . 显 然 , 点 了 在 这 两 圆 的 根 轴 
上 , 故 0;、1、0, 三 点 共 线 . 

由 Thebault 定理 可 以 轻松 地 证 明 由 上 海 叶 中 豪 先 生发 现 的 如 下 有 趣 命 题 . 

命题 6.4.3 设 所 0 GO0; 均 与 所 0 内 切 ,@O 与 @ 0 的 两 条 内 公 切 线 
AC、BD 分 别 与 0 交 于 4 C、B、D,GO 与 所 0) 的 外 公 切 线 交 @O 于 E、F， 
且 EF 和 4B 位 于 直线 010; 同 侧 , 则 EF // 4B. 


事实 上 ,如 图 6.4.14 所 示 , 设 EF( 不 合 点 C.D) 的 中 点 为 M, MD 、MC 分 别 
与 直线 010; 交 于 五. 天 .由 Thebault 定理 ,站 、 分 别 是 人 EDP 与 全 ECF 的 内 
,PM MI = ME = MF = Mj, 于 是 ,TM = 人 HI 从 而 PC = 
了 Di. 又 010; 过 4C 与 8D 的 交点 P, 昌 人 O01PD = CPO,, 所 Lb /BDM = 
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了 MC4 ,因而 K 是 48B 的 中 点 ,但 本 也 是 EF 的 中 
点 , 故 4B // EF. 

例 6.4.4 设 0i1、、0; 分 别 与 @0 内 切 
于 4、B, 有 是 0 与 0, 相交 于 已 .O 两 点 ,5 
为 直线 Po 与 @0 的 一 个 交点 ,S4 .SB 分 别 交 
O01 与 0; 于 为 一 点 C.D. 求证 : CD 是 Oi 
与 @ 0; 的 一 条 公 切 线 . 

证 明 只 要 证 明 OIC 1 CD. 如 图 6.4.15 
所 示 , 以 4 为 位 似 中心 作 位 似 变 换 , 使 ©@01 一 
0, 则 01 一 0,C 一 5, 所 以 ,人 C014 = 
04 = 2 了 SBh. 又 由 圆 罕 定 理 , 有 

SC.SA= SP. SO = SD. SB 
所 以 4、B、DC 四 点 共 圆 , 因此 ,DCS = 
SBA, 从 而 C014 = 2 DCS. 

男 一 方面 设 4C 的 中 点 为 M， 则 
降 COi14 =2 了 COIM, 所 以 ,COIM = DCS. 但 
O1M | 4C ,于 是 由 


LCOM+ LMCO! = 9 


即 可 得 到 O01C | CD. 故 CD 是 0 的 切线 . 同 理 , CD 也 为 局 0; 的 切线 . 换 句 


话说 ,CD 是 01 与 0, 的 一 条 公 切 线 . 


本 题 是 1996 年 举行 的 第 32 届 英 国 数学 奥林匹克 中 的 一 道 几 何 题 的 推广 . 
原 题 的 要 求 是 0 与 所 0， 外 切 ,其 他 条 件 以 及 结论 皆 相 同 . 
由 本 题 还 可 以 十 分 简单 地 证 明 1999 年 在 韩国 举行 的 第 40 届 IMO 的 一 道 平 


面 几 何 题 ; 


相交 两 圆 厂 | 和 卫 , 分 别 与 圆 卫 内 切 于 两 个 不 同 的 点 M 和 六 . 圆 卫 , 经 过 圆 
厂 的 圆心 ,过 圆 局 和 圆 厂 , 的 两 个 交点 的 直线 与 圆 卫 交 于 点 4 和 B, 直线 MA 和 


MB 分 别 与 圆 交 于 另 一 点 C 和 DD. 求 证 : CD 
与 圆 刀 相 切 . 

事实 上 ,如 图 6.4.16 所 示 , 因 圆 I 的 过 点 
C 的 切线 是 圆 忆 和 疡 的 一 条 公 切 线 CE .又 由 
加 与 厂 切 于 M 知 CD / 4B. 于 是 , 设 圆 矿 和 
刀 的 圆心 分 别 为 01、0;, 则 010, 垂直 平分 弦 
CD ,所 以 一 02DC = 人 DCO;,. 又 0; 在 圆 并 
上 ,而 CE 与 圆 局 切 于 C, 因 此 ,02CFE = 
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了 了 0,DC = 人 DCO;, 所 以 ,0; 在 人 DCE 的 平分 线 上 . 故 由 C5 与 贺 疡 相 切 即 知 
CD 与 圆 也 相 切 . 

因 两 圆 的 公 切 线 的 交点 是 两 圆 的 一 个 位 似 中 心 ,所 以 ,对 于 两 圆 的 公 切 线 
问题 ,我 们 也 应 考虑 用 位 似 变 换 处 理 . 

例 6.4.5 已 知 4 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 圆 0 与 0; 的 一 个 交点 ， 
两 圆 的 两 条 外 公 切 线 分 别 为 PLP,、010;, 切 点 分 别 为 Pj、P2、01、Q2,Mi、 用 分 
别 是 P10Q1、P202 的 中 点 .求证 :人 0140, = 人 MiAM;. 

本 题 是 第 24 届 IMO 的 一 道 乎 面 几 何 试题 ,在 第 $ 章 中 我 们 曾 用 轴 反 射 变 换 
给 出 了 它 的 一 个 证 明 ( 例 $.1.6). 这 里 我 们 利用 位 似 变换 给 出 它 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 6.4.17 所 示 , 由 01 与 
0; 不 等 知 , 它 们 的 两 条 外 公 切 线 相交 . 
设 PiP, 与 Qi 区 于 点 L) ,402 = 大 
401. 作 位 似 变 换 H( 0,k), 则 01 一 0，， 
PP 一 P,0 一 00,1M 一 Mh. 议 4 一 4 ， 
则 4 在 所 0 上 ,一 HM24'0， = M140， 
日 A’M, / AM.. 

另 一 方面 , 连 0,P,, 则 不 难 知 道 

OM, . 00, = OP; = 04 .: O04!’ 
所 以 4、4’'、M2、0; 四 点 共 圆 . 于 是 ,M40， = 人 MA'0，= 人 M14O1. 故 
L0140;, = LAMAM,. 

例 6.4.6 设 避 01.0, 是 半径 不 等 的 外 离 两 圆 .4B、CD 是 两 圆 的 两 条 
外 公司 线 , EF 是 两 圆 的 一 条 内 公 切 线 , 切 点 4、C\E 在 O01 上 , 切 点 B.D、F 在 
QO0; 上 .再 设 C0 与 4C 交 于 K, FO0, 与 BD 交 于 LL. 求证 :了 息 平 分 EF.( 罗 马 尼 
亚 国 家 队 选 拔 赛 ,2007 ) 

证 明 如 图 6.4. 18 所 示 , 设 两 条 外 
公 切 线 交 于 0 ,内 公 切 线 EF 与 外 公 切 线 
AB、CD 分 别 交 于 P、Q, 以 0 为 位 似 中 心 
作 位 似 变 换 , 使 0, 一 0;,; 则 4C 一 BD ,而 
OI1E / 02F, 所 以 直线 0 一 直线 
02F, 于 是 ,4C 与 直线 O14E 的 交点 一 BD 
与 直线 02 下 的 交点 , 即 K 一 上. 因此, 0、 
KL 三 点 共 线 .过 工作 EF 的 平行 线 分 别 6.4.18 
与 直线 4B、CD 交 于 R、5, 则 O02L | RS ,而 028 | BR,0D | SD, 所 以 RB、 
L、0z 四 点 共 圆 , 0;,、L、S、.D 四 点 共 圆 ,再 注意 0,B = 02D, 于 是 ,人 SRO, = 
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一 1LB0 = 人 02DL = 人 02RS, 所 以 0;,R = 02S, 因 此 ,平分 RS ,而 PQ // RS ， 
所 以 OL 平分 PQ, 即 红 平 分 PO. 又 PF = OE, 故 氏 平 分 EF. 

例 6.4.7 ”四边形 4BCD 有 一 个 内 切 圆 , 圆 心 为 0 ,直线 4B 和 CD 交 于 XX， 
公 X4D 的 内 切 圆 切 4D 于 上 L, 全 XBC 的 X- 旁 切 圆 切 BC 于 K, 和 日 XK.L 三 点 共 
线 .求证 :点 0 位 于 4D 的 中 点 与 BC 的 中 点 的 连 线 上 . (第 26 届 俄罗斯 数学 奥 林 
匹克 ,2000) 

证 明 ”如 图 6.4.19 所 示 , 设 直线 斤 
交 0O 于 P、0Q,0 与 4D、BC 的 切 点 分 
别 为 MN. 人 X44D 的 内 切 圆 为 卫 ， 
全 XBC 的 X- 劳 切 圆 为 .以 X 为 位 似 中 
心 作 位 似 变换 , 使 圆 一 0, 则 LL 一 
0 , 圆 一 的 切线 4 一 @O 在 点 0 处 的 切 
线 SO ,其 中 $ 为 此 切线 与 BC 的 交点 , 且 
SO UV 4. 再 以 下 为 位 似 中 心 作 位 似 变 图 6.4.19 
换 , 使 圆 本 一 0, 则 KkK 一 P, 圆 的 切线 BC 一 0 在 点 P 处 的 切线 RP, 其 
中 ,RR 为 此 切线 与 4D 的 交点 , 且 RP // BC. 由 此 可 知 ,四 直线 SO、RP、AD、BC 
围 成 一 个 平行 四 边 形 , 它 是 0 的 外 切 四 边 形 , 因 而 是 一 个 萎 形 ,0 为 该 萎 形 的 
中 心 , 对 角 线 RS 过 中 心 0, 且 RS /PQ // MN, RS 到 PQ 、MN 的 距离 相等 ,所 
以 ,R、S 分 别 为 ML、NK 的 中 点 .又 AM = LD,BN = KC, 故 R、S 分别 是 4D、BC 
的 中 点 .换血 话说 ,点 0 位 于 4D 的 中 点 RR 与 BC 的 中 点 5 的 连 线 上 . 

三 角形 的 每 一 个 顶点 都 是 其 内 切 圆 与 这 个 顶点 所 对 的 旁 切 圆 的 外 位 似 中 
心 ,因而 与 三 角形 的 内 切 圆 或 旁 切 贺 有 关 的 问题 可 以 尝试 以 三 角形 的 一 个 顶点 
为 位 似 中 心 作 位 似 变 换 , 使 内 切 圆 变 为 旁 切 圆 ,或 使 旁 切 圆 变 为 内 切 圆 . 

例 6.4.8 公 4BC 的 内 切 圆 切 BC 于 局 , 切 4C 于 也 点 己 在 BC 上 , 且 BP = 
CU, 4P 交 内 切 圆 于 两 点 , 离 4 较 近 的 是 点 0. 点 下 在 人 APC 上 ,日 4W = VC， 
设 B 与 4P 交 于 R. 求 证 :40 = RP.( 第 30 届 美国 数学 奥林匹克 ,2001) 


证 明 如 图 6.4.20 所 示 , 由 BP = UC 知 ， ,一 一 ~、 

点 PP 为 个 ABC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC 的 切 点 .以 , 和 
4 为 位 似 中 心 作 位 似 变换 ,使 人 4BC 的 内 切 加 .| \ 
变 为 其 A- 旁 切 圆 , 则 0 ->P. 设 V 一 V, 则 VV AAA 
是 入 4BC 的 A- 旁 切 圆 在 边 4C 的 延长 线 上 的 切 // 
点 , 且 PP // QV, 所 以 LN 

BC UC+BU UC+PC 4 5 

CW AV ~ AV 图 6.4.20 
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PC+Cr 了 oP 


AV AV ”40 


再 考虑 人 4PcC 与 截 线 BRW, 由 Menelaus 定理 ,5 ， 全 A = 1. 但 PB = 


CU = CY = AWW, 所 以 人 = 2 和 = = $0 从 而 45 = = 4 故 40 = RP. 

二 角形 的 外 心 即 三 角形 的 外 接 国 的 圆心 ， ,所 以 对 于 一 些 与 三 角形 的 外 心 
有 关 的 问题 ,也 可 能 与 两 圆 的 位 似 有 关 , 因 而 也 可 以 考虑 用 位 似 变换 处 理 . 

例 6.4.9 设 0 是 锐角 人 4pBC 的 外 心 ,点 P 在 全 ABC 的 内 部 ,有 是 人 BAP = 
了 CBP, 人 PAC = 了 人 PCB. 点 0 在 直线 BC 上 ,是 04 = QP. 求 证 :人 PQ4 = 
2 了 BQO. (美国 国家 队 选 拔 考试 ,2005 ) 

证 明 ”如 图 6.4.21 所 示 , 设 公 ABP 的 外 接 圆 为 忆 ,全 4PC 的 外 接 贺 为,， 
则 由 一 B4P = 了 CBP, 了 PAC = 了 PCB 知 BC 为 圆 广 和 加 TI, 的 一 条 外 公 切 线 . 
又 4P 为 这 两 圆 的 公共 弦 ,而 04 = 0P, 所 以 0 为 这 两 圆 的 连 心 线 与 其 外 公 切 


图 6.4.21 
线 的 交点 ,因此 ,0 为 圆 卫 与 圆 的 外 位 似 中心 , 于 是 , 设 圆 忆 与 圆 六 | 的 半径 
之 比 为 ,40 与 圆 刀 交 于 D( 不 同 于 点 4), 则 在 位 似 变 换 H8(Q,k) 下 ,BB 一 CC， 
D 一 4, 所 以 ,DB // AC, 因 此 ,4C0 = DBO = 04B, 所 以 40 为 全 ABC 
的 外 接 圆 的 切线 ,从 而 04 | 40. 男 一 方面 , 设 直线 4P 交 BC 于 M, 则 A 必 为 BC 
的 中 点 ,而 0 为 人 4BC 的 外 心 ,所 以 OM 1 BC. 这 样 ,0、4、0、M 四 点 共 圆 ,所 
以 一 M40 = MOO = 了 BO0 .而 
POA = 2(90 - 04P),9%0p - 一 O4P = /A MAO 

故 人 P04 = 2 一 HM40 = 2 一 008. 

与 圆 有 关 的 平行 问题 也 可 以 考虑 用 两 圆 的 位 似 来 解决 . 

例 6.4.10 ”在 等 腰 梯 形 4BCD 中 ,BC // D4. 一 个 图 与 线段 4B 、 4C 相 切 ， 
并 与 线段 BC 交 于 有 NN 两 点 ,线段 DM、DN 与 人 BCD 的 内 切 圆 的 较 接 近 D 的 
交点 分 别 是 P、Q. 证 明 : Po // BC.(( 俄 ) 圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 ”如 图 6.4.22 所 示 , 设 与 48、A4C 相 切 的 圆 为 OR, 人 BDC 的 平分 线 
分 别 与 MN 的 垂直 平分 线 和 梯形 的 外 接 圆 交 于 S、TLT x DD), 则 47 是 一 24C 
的 平分 线 , 尺 在 47 上 . 且 由 等 腰 梯 形 的 对 称 性 知 T4 = TD. 这 样 ,由 SR | 4D 即 
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知 TR = 7. 显然, 点 了 到 4C、CD 的 距离 相等 ， 
即 设 点 了 在 直线 4C 、CD 上 的 射影 分 别 为 K、L， 
则 有 TK = 7TL, 所 以 CK = CL. 

设 ©@R 与 4C 相 切 于 五 , 则 RE | 4C. 再 设 
点 S$ 在 CD 上 的 射影 为 了 ,由 一 74C = 一 SDP， 
TR = TS 知 EK = LF, 从 而 CE = CF. 于 是 ,由 
圆 寡 定理 CM CN = CE? = CF?. 这 说 明 过 和 M、 
NF 三 点 的 贺 与 CF 相 切 于 点 F. 因 SR 垂直 平 
分 MN, SF 1 CF, 所 以 ,点 S 是 过 有 .NF 三 点 
的 圆 的 圆心 , 换 名 话说 ,以 $ 为 圆心 .SM 为 半径 图 6.4.22 
的 圆 卫 与 直线 CD 相 切 . 又 S$ 在 一 BDC 的 平分 线 上 ,因而 圆 卫 也 与 直线 BD 相 
切 . 这 样 , 以 已 为 位 似 中 心 作 一 个 位 似 变换 ,使 人 BCD 的 内 切 圆 变 为 圆 卫 , 则 尸 、 
0 分 别 变 为 MN, 故 PO // BC. 

如 果 三 加 01、 0,、O0; 两 两 不 等 , 则 它们 中 每 两 个 圆 有 两 个 位 似 中 
心 一 一 外 位 似 中 心 与 内 位 似 中 心 , 共 六 个 位 似 中 心 ,由 推论 2.2.2, 这 六 个 位 似 
中 心 位 于 四 条 位 似 轴 上 (图 6.4.23). 


图 6.4.23 

利用 这 个 事实 ,我 们 可 以 处 理 一 些 与 两 圆 相 切 或 两 圆 公 切线 有 关 的 三 点 共 
线 或 三 线 共 点 等 结合 性 问题 .其 本 质 上 就 是 利用 位 似 变 换 的 乘积 处 理 这 类 结合 
性 问题 ,而 在 处 理 过 程 中 往往 要 借助 于 一 个 隐 含 的 圆 铺路 搭桥 . 

例 6.4.11 已 知 点 已 是 凸 四 边 形 4BCD 的 边 48 上 -点 , 圆 弥 是 全 PCD 的 
内 切 圆 ,为 其 圆心 . 若 圆 w 分 别 与 人 4PD 的 内 切 圆 和 会 BPC 的 内 切 圆 切 于 点 
K 和 LL,AC 与 BD 交 于 下 ,直线 AK 与 BL 交 于 下 .证 明 : 尼 、 了 下 三 点 共 线 .( 第 48 
届 IMO 预选 ,2007 ) 

证 明 如 图 6.4.24 所 示 , 设 人 4PD 的 内 切 圆 为 w。, 与 线段 4B 、 射 线 4D 和 
BC 均 相 切 的 圆 为 2 ,其 圆心 为 ], 则 点 4 为 加 0 与 圆 w, 的 外 位 似 中 心 ,点 天 为 
圆 w。 与 圆 w 的 内 位 似 中 心 ,因而 圆 2 与 圆 w 的 内 位 似 中 心 在 直线 4K 上 ., 同 理 ， 
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圆 2 与 圆 。 的 内 位 似 中 心 在 直线 BL 上 ,所 以 ,直线 AK 与 BL 的 交点 下 即 圆 Q 与 
圆 w 的 内 位 似 中 心 .但 两 圆 的 内 位 似 中 心 必 在 两 圆 的 连 心 线 上 ,因此 ,点 下 在 
直线 万 上. 

另 一 方面 , 易 知 A4P + CD = PC + D4, 所 以 ,四 边 形 4PCD 有 内 切 立 .如 图 
6.4.25 所 示 , 设 四 边 形 4PCD 的 内 切 圆 为 2。, 则 点 4 为 圆 Q 与 圆 Q, 的 外 位 似 中 
心 , 点 C 为 圆 0. 与 圆 o 的 外 位 似 中 心 , 因 而 圆 2 与 圆 w 的 外 位 似 中 心 在 直线 4C 
上 上. 同 理 , 圆 0 与 圆 w 的 外 位 似 中 心 在 直线 BD 上 ,所 以 ,直线 4C 与 BD 的 交 操 
E 即 贺 @ 与 圆 w 的 外 位 似 中 心 .但 两 圆 的 外 位 似 中 心 同样 在 两 圆 的 连 心 线 上 ， 
因此 ,点 五 在 直线 [J 上. 


2 


图 6.4.24 


综 上 所 述 即 知 ,ET、F 三 点 共 线 . 

例 6.4.12 在 证 四 边 形 4BCD 中 ,4B z BC, 圆 wl 和 wj 分 别 是 全 ABC 和 
和 人 4DC 的 内 场 圆 .车 存在 一 个 圆 与 射线 B4 相 切 ( 切 点 不 在 线段 B4 上 ) ,与 射线 
BC 相 切 ( 切 点 不 在 线段 BC 上 ) , 且 与 直线 4D 和 CD 都 相 切 .证 明 : 圆 wl 与 wz 的 
两 条 外 公 切 线 的 交点 在 圆 w 上 .( 第 49 届 IMO ,2008) 

证 明 ”如 图 6.4.26 所 示 , 设 圆 o 与 直线 4B8 、BC 、CD 、D4 分 别 切 于 点 P、Q、 
RS, 则 BP = BQO,AP = 4S,DR = DS,CD = CO ,所 以 

AB+ AD = BP-DS= BO-DR= BC+ CD 

于 是 , 设 圆 w| 与 w; 与 4C 分 别 切 于 点 T、U, 则 有 


几何 变换 
与 几何 证 题 


CU = 3(AC + CD- AD) = 1(AC+ AB- BC) = AT 


所 以 ,点 U 也 是 公 4BC 的 B- 旁 切 圆 ( 设 为 ws) 与 4C 的 切 点 . 即 0 为 圆 w 与 ws 
的 外 位 似 中 心 ,而 点 B 为 圆 w; 与 wi 的 外 位 似 中 心 ,因此 , 圆 wi 与 wy 的 外 位 似 
中 心 在 直线 BU 上 . 同 理 , 圆 w 与 w; 的 外 位 似 中 心 也 在 直线 DT 上 .又 4B > 
BC ,所 以 ,了 关 U, 因 而 直线 BU 与 DT 的 交点 K 即 为 圆 w| 与 os 的 外 位 似 中 心 . 

为 一 方面 ,点 B 为 圆 ws 与 w 的 外 位 似 中 心 , 点 D 为 圆 w| 与 w 的 内 位 似 中 
心 , 于 是 , 作 圆 w 的 靠近 A4C 且 与 4C 平行 的 切线 1, 则 1 与 圆 w 的 切 点 既是 圆 w， 
上 的 点 了 的 内 位 似 对 应 点 ,也 是 圆 w3 上 的 点 上 5 的 外 位 似 对 应 点 ,从 而 1 与 圆 w 
的 切 点 即 为 直线 BU 与 DT 的 交点 K, 亦 即 圆 w 与 wy 的 外 位 似 中 心 . 但 圆 。 与 
wz 的 两 条 外 公 切 线 的 交点 即 它们 的 外 位 似 中心 . 这 就 证 明了 圆 wi 与 w, 的 两 条 
外 公 切 线 的 交点 在 圆 w 上. 


6.5 平行 及 其 他 与 位 似 变 换 


由 于 在 位 似 变 换 下 ,线段 变 为 与 之 平行 或 共 线 的 线段 . 因此, 凡 条 件 中 含有 
两 平行 线 ( 段 ) 的 平面 几何 问题 ,我 们 即 可 以 考虑 用 位 似 变换 将 其 中 一 条 线段 
变 为 男 一 条 线段 或 男 一 条 线段 所 在 直线 上 . 

例 6.5.1 四边形 的 两 组 对 边 延 长 后 分 别 相 交 , 且 交点 的 连 线 与 四 边 形 的 
一 条 对 角 线 平行 .证 明 : 另 一 条 对 角 线 的 延长 线 平分 对 边 交 点 的 连 线段 . (全 国 
高 中 数学 联赛 ,1978 ) 

证 明 如 图 6.5.1 所 示 . 设 四 边 形 4BCD 4 
的 两 组 对 边 分 别 交 于 E、F, HL EF // BD. 由 
EF // BD, 有 4% = 4 . 设 这 个 比值 为 , 作 位 
似 变 换 H(A,E), 则 B 一 E,D 一 Ff. 设 CC 一 C0’， 
则 EC' // BF,C'F// ED, 所 以 EC'FC 是 平行 四 “~ 7 一 “ 
边 形 , 从 而 CC' 与 EF 互相 平分 .但 C 在 4C 的 C" 
延长 线 上 , 故 4C 的 延长 线 平分 线段 EF. 

在 图 6.5.1 中 ,如 果 B.D 分 别 为 4E 、4F 的 
中 点 , 则 必 有 BD // EF. 于 是 我 们 再 一 次 证 明了 “三 角形 的 三 中 线 交 于 一 
点 ”( 见 例 3.2.3). 

另外 ,由 BD // EF 、4C 平 分 EF 知 ,AC 也 平分 BD ,于 是 我 们 事实 上 还 证 明 
了 如 下 命题 . 

命题 6.5.1 梯形 两 腰 的 交点 ,两 对 角 线 的 交点 ,上 、 下 两 底 的 中 点 , 几 四 


图 6.5.1 
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点 共 线 . 
例 6.5.2 设 万 为 人 4BC 的 边 4C 上 一 点 ,已 和 下 分 别 为 线段 BD 和 BC 上 
的 点 ,满足 一 B4E = 和 4C. 再 设 P、Q 为 线段 BC 和 BD 上 的 点 ,使 得 EP / 
OF APDC. 求 证 :一 B4P = 04C. (中国 国家 集训 队 培 训 ,2003) 
证 明 如 图 6.5.2 所 示 , 设 BF = 上. BP， A 
作 位 似 变 换 有 1(B,k), 则 PP 一 F,E 一 0. 设 ,4 
4 一 4， 则 了 8B4'0 = BAE,LBA'F = 
了 BMP, 所 以 ,由 OF / DPC, 一 BMP = /FAC, 
有 


LAFO = LFAC = LBAE = 
BA'Q = /44'0 
因而 4'、4、Q、F 四 点 共 圆 .再 注意 QF LA DC 即 图 6.5.2 
得 
LBAP = LBA'F = /AA'F = 180 - /FO0A = 了 04C 
例 6.5.3 在 梯形 4BCD 中 ,4B // CD,4B > CD. 点 KL 分 别 在 线段 4B 


和 CD 上 ,pe = FE.P.Q 缘 在 直线 KL 上 ,年 人 4PB = /人 ADC, 人 COD = 
了 一 B47. 求 证 :P、O、 4、D 四 点 共 圆 . (第 47 届 IMO 预选 ,2006) 


证 明 如 图 6.5.3 所 示 , 设 直线 4D 与 BC O 
AK DL 人 
交 于 0, 因 AB/ CD ,xB = TC ;所 以 直线 隐 也 A fp'\ 


通过 点 0. 设 0D = .04, 作 位 似 变换 H(O0,k)， 
则 A 一 D,B -> C, 设 PP', 则 DP’' //4P， 
LDPQO = /AAPO,LDPC = LAPB = 
4DC ,所 以 
LDP'C + LCQD = /AADC + LBAD = 180* 
因此 ,四边 形 CP'D0Q 内 接 于 加 ,于 是 人 QP'C = 
二 0ODC ,所 以 
/APQ = LDP'Q = LDP'C - 人 0P'C = /ADC - /ODC = /ADO 

故 P、.0、4、D 四 点 共 圆 . 

如 果 问 题 有 三 条 或 更 多 的 平行 线段 , 则 可 能 要 作 两 个 或 更 多 的 位 似 变换 才 
能 解决 问题 . 

例 6.5.4 在 全 4BC 中 ,4B 六 4C ,中线 4M 交合 4BC 的 内 切 圆 于 E、F 两 
点 ,分别 过 EE、F 两 点 作 BC 的 平行 线 交 人 4BC 的 内 切 圆 于 男 一 点 KK、L, 直线 
AK 、A 和 L 分 别 交 BC 于 P.O0. 求 证 : BP = 0C.( 第 46 届 IMO 预选 ,2005; 第 47 届 
IMO 伊朗 队 选 拔 考 试 ,2006) 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


证 法 1 如 图 6.5.4 所 示 , 设 4M - 
ki AE,AM = k,. AF, 则 


H(A, ki) (A, kz) 


五 
PM, FL——— MO 


、 H(A.k) 
设 醋 为 全 4BC 的 内 切 圆 , 圆 厂 一 一 一 > 圆 I， 
~ A NA 


圆 工 一 一 汪 = 轩 Ta, 则 加 与 加 妃 均 过 点 ML 
且 均 与 射线 4B 、4C 均 相 切 . 设 圆 Pi 与 射线 
4B 、4C 分 别 切 于 Si Ti , 圆 ,与 射线 4B、AC 分 疼 6.5.4 
别 切 于 $ 7, 圆 卫 与 圆 T, 交 于 M、N 两 点 ,直线 MN 与 4B、AC 分 别 交 于 U、 
V, 则 SS = Ti72. 由 圆 宕 定理 可 知 , UV 分 别 为 515s、TIT, 的 中 点 ,所 以 ， 
US1 = VT2. 叉 显然 4U = AV, 而 M 为 BC 的 中 点 ,由 此 不 难得 到 BU -= CV, 因 
此 , BS， = C7 .于 是 由 圆 寡 定理 
BP.BM = BS1 = CI = OC. MC 

再 注意 BM = MC 即 得 BP = QC. 

证 法 2 如 图 6.5.5 所 示 , 由 EL// MO, 有 


4 = 4 , 设 这 个 比值 为 , 作 位 似 变 换 月 (4， 


5), 则 下 一 1 一 0. 人 4BC 的 内 切 圆 卫 变 为 
过 M、8 两 点 的 圆 书 , 且 圆 也 与 4B、AC 均 相 
切 . 设 切 点 分 别 为 S、 了 , 则 由 圆 寡 定理 , BS? -= 
BM BO,CT? = MC，0QC. 但 4S = 47, 即 
AB -BS = AC - CT, 所 以 
AB-vVBM:BO= AC-vVMC. OC 
同样 ,如 果 考 虑 以 4 为 位 似 中 心 ,使 人 4BC 的 内 切 圆 变 为 过 P、M 两 点 的 
圆 的 位 似 变 换 , 则 有 4B + VBM. BP = A4C + Vv MC- PC. 所 以 
Vv BM.:BO-vVMC.OC= VMC.PC-VBM. BP 
再 注意 BM = MC 即 得 
VBO-vVQOC=vVPC-YVBP 
平方 ,并 注意 BQ + 0C = BP + PC ,得 Vv BO . 0C = vV BP. PC, 所 以 
VBO+VOC=vVPC+VBP 
从 而 V BP = v 0C. 故 BP = 0C. 
用 位 似 变 换 处 理 含有 两 条 平行 线段 的 平面 几何 问题 时 ,并 不 一 定 非 要 使 其 
中 的 一 条 线段 变 到 另 一 条 线段 或 另 一 条 线段 所 在 直线 上 ,也 可 以 使 其 中 的 一 条 
线段 变 为 与 另 一 条 线段 平行 的 第 三 条 线段 . 
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例 6.5.5 在 全 48C 中 ,D、E 是 边 BC 上 两 
点 , 且 E 在 B.D 之 间 , 了 人 DAC = 人 B. 过 点 C 作 
AE 的 平行 线 交 直线 4D 于 下 .求证 :直线 EF 平 
分 边 48B 的 充分 必要 条 件 是 4E 平分 人 人 BAD. 

证 明 如 图 6.5.6 所 示 , 设 EB = 天 EC， 
作 位 似 变 换 H(E, -有 ), 则 C 一 B. 设 FF 一 让， 
则 BF’ / CF / AE,H. 

FF BC AF EC 图 6.5.6 


EF ~ EC'DF ~ DC 
又 由 一 ph4C = 了 CBh4, 有 AC? = BC. DC. 于 是 ,由 所 得 三 个 等 式 及 FB // 
AE ,有 


FF AF BC E 
EF 平分 4ABeyP4// BCe Fh = PORE = Pee 


EC = BBC. DCoEC = AC*OEC = ACes 
LEAC = 人 CE BE + /CBA = /LEAD + /DACes 
LBAE = / EADesAhE 平分 人 BAD 

本 题 中 有 两 条 平行 线段 :CF // AE .但 不 管用 内 位 似 变 换 还 是 用 外 位 似 变 
换 将 线段 4C 变 为 EF , 接 下 来 都 不 怎么 好 处 理 .注意 到 点 请 仅 与 4C 这 条 线段 未 
联系 ,我 们 这 时 目 然 会 想到 以 五 为 位 似 中 心 作 位 似 变 换 , 使 点 C 变 为 B, 然 后 找 
点 下 的 人像. 果然, 问题 十 分 顺利 的 得 到 解决 . 

即使 是 已 知 条 件 中 没有 平行 线 的 平面 几何 问题 ,只 要 隐 含 了 平行 的 结论 ， 
同样 可 以 考虑 用 位 似 变换 处 理 ， 


例 6.5.6 将 @O 的 弦 4B 和 弧 48 各 三 等 分 :AC = CD = DB,4C = 


C'D = D'B, 直 线 CC' 与 Dp' 交 于 已. 求证 :一 4PB = 一 CO0D' 
证 明 如 图 6.5.7,6.5.8 所 示 , 易 知 CD' ] 4B. 设 PC' = .PC, 作 位 似 
变换 H(P,k), 则 C 一 C',D>D'. 


图 6.5.8 
设 A 一 4’', 则 A’ 在 直线 C'D’ 上 ,日 A’'C’ 一 CD 一 4C' .再 设 育 线 OC' 交 
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AB 于 E, 则 由 ABD' = 人 COD' 知 0、ED'、B 四 点 共 圆 ,所 以 BD'O = 
4FC' .又 由 对 称 性 ,EC'h = BD'0,; 所 以 AEC'’ = EC'A, 从 而 AE = 
AC'. 但 AC'’ = CD = A'C', 且 4E /4'C' ,因此 ,AE 上 上 44'C'. 于 是 , EC’ // 44， 
即 OC' // PAh. 同 理 , 0D’' // PB. 故 APB = 人 C'0D'. 

本 题 脱 胎 于 第 30 届 IMO 的 一 道 预选 题 . 原 题 如 下 : 

设 全 ABC 为 正三 角形 , 卫 是 以 BC 为 直径 向 外 作 的 半圆 .证 明 : 若 过 4 的 直 
线 三 等 分 BC , 则 它 也 三 等 分 弧 卫 . 

例 6.5.7 设 0O、 7 分别 为 全 4BC 的 外 心 和 内 心 ,4D 是 BC 边 上 的 高 ,4B 区 
4C .求证 :全 48C 的 外 接 圆 半 径 等 于 A- 旁 切 圆 半 径 的 充分 必要 条 件 是 7 在 线段 
OD 上 . 

证 明 如 图 6.5.9,6.5.10 所 示 , 设 为 全 ABC 的 A- 和 劳 心 ,过 了 作 天 上 革 
BC 于 下 , 则 JF 为 全 4BC 的 A- 旁 切 圆 的 半径 ,J 在 直线 41 上 .再 设 4J 分 别 交 


BC、BC 于 已 和 内 , 则 以为 BC 的 中 点 , 0M | BC. 而 4B < 4C, 所 以 ,直线 4D、 
OM 、FJ 两 两 不 重合 ,于 是 ,4D // OM / FJ. 


图 6.5.9 图 6.5.10 
由 MBE = /MAC = / BAM HI, 人 人 BEM 人 ABM.X BM = 形 , 所 以 
AB AM AM 


BE ~ BM ~ IM 
另 一 方面 , 因 BJ 为 /4BE 的 外 角 平 分 线 ,所 以 他 = 种 = 络 , 因 此 ， 


BE 
谓 - 于 是 , 设 IA = ki: IM,E] = kr EA, 则 kk2 = 1. 而 


厅 ( 7 ki) H(F, ko) 
Mo——> 4A— YJ 


由 定理 2.3.4(2) 即 知 了 H(E,h) H(1,k1) = T(MJ) 是 一 个 平移 变换 . 
这 样 , 因 OM / 4D /7 FJ,D A ,1 在 4、M 之 间 , 所 以 ,I 在 线段 0D 


H(L,k) H(E, ky) HC, hk) 7( 态 ) 
上 0 一 一 一 也 二 0 一 一 0 


FJ. 
故 全 4BC 的 外 接 圆 半径 ( OM) 等 于 其 A- 旁 切 圆 半径 (ZE7) 人 7 在 线段 OD 上 . 


FeoOM 4 FJ OM = 
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本 题 的 充分 性 是 1998 年 举行 的 全 国 高 中 数学 联赛 的 一 道 加 试题 ,只 不 过 
当时 只 针对 二 有 与 一 C 缘 为 锐角 的 情形 而 言 .应 该 指出 ,条件 “4B z 4C ”是 必 
不 可 少 的 . 

事实 上 , 当 4B = AC 时 ,全 4BC 的 内 心 / 总 在 线段 0D 上 .而 当 和 人 4 = 120* 
时 ,我 们 不 难得 到 全 ABC 的 外 接 圆 半径 R 与 A- 劳 切 圆 半 径 rm 的 关系 


"二 3 Reot 15° = 3+ .238 


此 时 显然 有 r。> R. 命 题 的 充分 性 不 成 立 . 

与 线段 比 问题 一 样 ,对 于 平行 问题 我 们 也 应 该 优先 考虑 位 似 变 换 , 其 次 考 
虑 平移 变换 ,最 后 再 考虑 其 他 几何 变换 . 

位 似 变 换 除 了 可 以 处 理 线段 比 三 点 共 线 .三线 共 点 两 圆 以 及 平行 等 问题 
外 ,也 可 以 用 来 处 理 一 些 其 他 类 型 的 问题 . 

因为 中 点 是 线段 比 的 特殊 情形 ( 比 为 1) ,所 以 有 关中 点 问题 除了 可 以 考虑 
用 中 心 反 射 变换 和 平移 变换 外 ,还 可 以 考虑 以 线段 的 某 个 端点 为 位 似 中 心 作 位 
似 变 换 . 

例 6.5.8 证 明 : 三 角形 的 三 边 中 点 .三 高 线 足 .重心 与 三 顶点 的 连 线段 的 
中 点 , 凡 九 点 共 圆 . 

证 明 如 图 6.5.11,6.5.12 所 示 , 设 上、M、N 分别 为 人 4BC 的 三 边 的 中 
点 ,DE、F 为 全 4BC 的 三 高 线 足 ,HH 是 全 4BC 的 重心 ,P、0、R 分 别 为 HA 、HB、 
HC 的 中 点 . 作 位 似 变换 H(H,2), 则 P->4,0 一 BB,R 一 C. 设 D 一 D',E-> 
E,F->F,L—>L,M>M,N—N ,MACD'B = LBHC = 180- LBAC, 
所 以 ,D’' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 . 同 理 ,E' 、F' 缘 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 .显然 ,L 
是 HL' 的 中 点 .又 工 是 BC 的 中 点 ,所 以 , 四边形 HBL'C 是 平行 四 边 形 ,因此 
了 CL'B = 人 人 BHC = 180F -人 BAC, 于 是 ,L' 也 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 . 同 理 ,M'、 
N' 都 在 全 4ABC 的 外 接 圆 上 . 


图 6.5.11 图 6.5.12 


本 题 所 述 之 圆 称 为 三 角形 的 九 点 圆 .由 上 述 证 明 可 以 看 出 ,三 角形 的 九 点 
圆 的 半径 是 三 角形 的 外 接 圆 半径 的 一 半 . 且 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 是 三 角形 的 
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外 心 与 垂 心 的 连 线段 的 中 点 ,因而 三 角形 的 九 点 圆 圆 心 在 三 角形 的 Euler 线 ( 例 
6.2.1) 上 .本 题 还 说 明 , 三 角形 的 垂 心 和 重心 分 别 为 三 角形 的 外 接 圆 与 九 点 圆 
的 外 位 似 中 心 和 内 位 似 中 心 . 

例 6.5.9 设 刀 是 人 48C 内 一 点 ,是 DAC = 4CD = 30p, DB4 = 
60? ,EE 是 BC 的 中 点 ,Ff 在 4C 上 , 且 4F = 2FC. 证 明 :DEF | EF.( 第 5 届 中 国 女 
子 数 学 奥林匹克 ,2007) 

证 明 ”如 图 6.5.13 所 示 , 因 人 DC4 
是 以 4C 为 底 边 、 顶 角 为 120 的 等 腰 三 角 
形 ,4F = 2FC, 即 下 是 4C 上 近 点 C 的 三 
等 分 点 , 作 位 似 变换 H(C,2), 则 E 一 8B. 
坝 一 户 ,D 一 D', 则 产 为 4F 的 中 点 ， 
所 以 FD | DC. 又 DD 为 CD' 的 中 点 , 因 
此 疡 D' = F'C, 于 是 

DDF = /FCD = /DAF' 图 6.5.13 
所 以 4、D'、D、F' 四 点 共 圆 ,而 人 4DDP' = 24CD = 60p,4D = D'D, 因此， 
全 4D'D 是 一 个 正三 角形 ,DD'4 = 6 = 人 DB4 ,因而 点 B 也 在 这 个 圆 上 .由 
D | D'D 知 ,D'F' 为 这 圆 的 直径 ,所 以 ,D'B | BF'. 故 DE | EF. 

用 位 似 变换 处 理 中 点 问题 还 有 一 种 方法 : 设 M 为 线段 4B 的 中 点 ,如 果 4、 
B、M 都 与 线段 外 一 点 P 相连 ,有 是 图 形 中 至 少 还 有 一 个 已 知 点 在 直线 Ph 或 
PB、 或 PH 上 , 则 可 考虑 以 已 点 为 位 似 中 心 作 位 似 变换 ,将 4、B、M 中 的 某 点 变 
到 那个 已 知 点 ,从 而 将 中 点 形成 的 等 量 集中 . 

例 6.5.10 设 M 是 公 4BC 的 角 平 分 线 4D 的 中 点 ,E、F 分 别 是 MB、MC 上 
的 点 , 且 了 人 AEC = 了 AFB = 90 .证明 : M、E、D、F 四 点 共 圆 . 

证 明 ”如 图 6.5.14 所 示 , 设 BC = 上 :BD， 
作 位 似 变换 H(B,k), 则 D->C. 设 M 一 MW , 则 
M'C / MD. 再 设 BM' 与 4C 交 于 天 ,并 注意 


MD = 4M , 则 有 

BM MD AM MK 

BM MC MC KM:’ 2 ] \ 
又 4D 平分 人 BA4C, 于 是 ,由 三 角形 的 角 平 分 线 “ D _ 5C 
性 厦 定 理 ,有 图 6.5.14 


AB BM BM’ 


AK ~ MK ~ KM' 
所 以 ,AM' 为 人 BAK 的 外 角 平 分 线 , 因 此 AM' | 4D. 但 MC / 4D,; 从 而 AM' | 
M'B, 即 AMC” = 90P, 而 CEA = 90, 所 以 4.E、.C、M' 四 点 共 圆 , 故 有 
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/MEA = AM'CA = DAC = BAM. 这 表明 个 EAM 人 ABM ,所 以 ,41N = 
ME. MB. 但 AM = MD, 于 是 MD? = HE MB, 从 而 全 MDE 收 从 MBD. 这 样 
便 有 人 PEM = MDB. 同 理 , 人 MFD = 人 CDM .因此 
LDEM + LMEFD = LMDB + LCDM = 180 

故 M、E、D、F 四 点 共 圆 . 

例 6.5.11 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,4D = CD, 人 人 DAB = 4BC, 过 D 与 BC 
的 中 点 的 直线 与 直线 4B 交 于 EE. 求 证 :BEC = 人 人 D4C. 

证 明 ”如 图 6.5.15,6.5.16 所 示 , 设 1MW 为 BC 的 中 点 ,ED = kk， EM , 作 位 
似 变换 HC(E,E), 则 M 一 D. 设 B 一 B,C 一 C', 则 B'C' // BC,B' 在 直线 4B 
上 ,D 为 B'C’' 的 中 点 .人 C'B'h = CBA = BAD, 所 以 ,DC'’ = DB' = DA = 
DC ,这 说 明 4、B'、C、C' 四 点 在 以 DD 为 圆心 的 贺 上 .于 是 ,和 BCE = 人 人 B'C'C = 
人 B4C. 故 

LBEC = LCBA - /BCE = /BAD- LBAC = LCAD 


C' 一 一 
个 、 ~、 Pd I\ ~、 
{ ~ | / \ 
\ BD、 C | \) 
\ AAW \、 ) C 
/NN 、/ 
A ~ 8 B E 有 一 一/ B FE 
图 6.5. 15 图 6.5.16 


在 图 6.5.15 的 情形 ( 即 人 CBA < 90) ,本题 是 1998 年 举行 的 第 47 届 保 加 
利 亚 数 学 奥林匹克 (第 3 轮 ) 试题 . 

应 该 指出 ,对 于 中 点 问题 来 说 ,我 们 应 先 考 虑 中 心 有 反射 变换 和 平移 变换 ,最 
后 考虑 位 似 变换 . 

因为 在 位 似 变换 下 , 圆 变 为 圆 , 所 以 ,有 些 欲 证 绪论 为 四 点 共 圆 的 问题 也 可 
以 考虑 用 位 似 变换 处 理 . 

例 6.5.12 设 P 是 全 4BC 所 在 平面 上 任 
意 一 点 ,直线 A4P、BP、CP 分 别 与 全 4BC 的 外 接 
圆 交 于 41、B1、C1,D、E、F 分 别 为 BC、C4、4B 
的 中 点 ,4 是 4; 关于 DD 的 对 称 点 ,B,、C; 类 似 
定义 .求证 : 4，,、B,、C2、H 四 点 共 圆 . (中国 国家 
集训 队 测 试 ,2006) 

证 明 ”如 图 6.5.17 所 示 . 设 0、H、G 分 别 
是 人 4BC 的 外 心 、 牌 心 、 重 心 .L、M、N 分 别 是 图 6.5.17 
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AA1、BBI\ CC 的 中 点 .注意 G 也 是 个 AAlA, 的 重心 ,所 以 , A,G = 20GL. 同样 ， 
BG 三 2GM,， CG 一 2CNV. 于 是 , 作 位 似 变换 H(G, 一 2), 则 L 一 A,,M 一 B,, 
N 一 C2. 又 0O、G、H 三 点 在 一 直线 (Euler 线 ) 上 ,有 是 HG = 2C0 ,所 以 0 一 万 .而 


了 OLP = 人 OMP = 人 ONP = 90, 所 以 LMN、O 四 点 共 圆 . 故 4,、B,、C,、H 
四 点 共同 . 


显然 , 例 4.2.12 相 当 于 本 题 中 点 P 在 和 人 48BC 的 外 接 圆 上 的 情形 .因而 本 题 
也 可 以 用 中 心 反 射 变换 通过 引 理 4.2.1 得 到 证 明 . 


习题 6 


1. 设 已 .下 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 4B、CD 上 的 点 , 且 = Ac = 1. 求 
证 : AD +A.: BC > (1 + 4)EF. 
2. 设 P、@ 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC ,4D 上 的 点 , 且 5A DO - BD 


直线 PQ 与 对 角 线 4C 与 BD 分 别 交 于 MN. 证 明 ; 作 PMC = 人 DNOQ. 


A 4 
D QO 
E D 
斤 
B C B P C 


1 题 图 2 题 图 


3. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD( 不 一 定 是 凸 的 ) 的 两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 P. 求 
证 :4B .BC.PpPD = CD.D4. PB. 


3 题 图 
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4. 过 四 边 形 4BCD 的 边 BC 上 一 点 已 分 别 作 4B 、CD 、4D 的 垂 线 , 垂 足 分 别 
为 EE、F、G,PG 与 EF 交 于 0. 求 证 :四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 
EO BP 


OF ”PC 


(b) 


4 题 图 
5. 设 D、.E、F 分 别 为 人 人 4BC 的 边 BC、CA、4B 边 上 的 点 , EF 与 4D 交 于 P. 


、 AE BD 、 
求证 :4 = pC 的 充分 必要 条 件 是 EE = 全 
6. 证 明 Van Obel 定 理 : 设 P 为 全 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,直线 A4P、BP、CP 分 
别 与 直线 BC 、C4 、4B 交 于 D、E、F, 则 
下 ,三 - 亚 
FB 


5 题 图 


7. 一 圆 过 全 4BC 的 顶点 4 且 分 别 与 边 4B 、 4C 交 于 P、Q, 与 边 BC 交 于 万 、 


E 两 点 , 设 人 BAE = a, 人 EAQ = 8. 求证 :£0 SE -和 
8. 设 P、O 为 BC 所 在 直线 上 异 于 B、C 的 两 点 ,过 0 作 48 的 平行 线 分 别 交 


直线 4P 、4C 于 DE. 再 设 为 直线 4B 上 的 一 点 .求证 :OP // C4 的 充分 必要 


DE PC 
条 件 是 BE = 上， 
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7 题 图 8 题 图 


9. 设 D、E、F 分 别 为 全 ABC 的 边 B8C、CA4、4B 上 的 点 , 且 


BD _ CE _ AF _ 
pC = E4 = FB’ < EDF = BAC 


证 明 : 以 D、E、F 为 项 点 的 三 角形 相似 于 人 4BC. (第 23 届 原 全 苏 数学 奥 林 匹 
克 ,1989) 

10. 设 已 是 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,过 各 边 中 点 作 点 PP 与 各 顶点 的 连 线 的 
平行 线 . 证 明 : 所 作 三 线 共 点 . 设 共 点 于 0, 则 P、0 与 人 4BC 的 重心 三 点 共 线 ， 
且 重 心 到 点 P 的 距离 等 于 重心 到 点 0 的 距离 的 两 倍 . 


4 


9 题 图 10 题 图 


11. 设 和 全 48C 的 三 顶点 关于 对 边 的 对 称 点 分 别 为 D、E、F. 证 明 :D、E、F 三 
点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 人 4BC 的 外 心 到 其 答 心 的 距离 等 于 其 外 接 圆 的 直入 
长 . (第 39 届 IMO 预选 ,1998) 

12. 己 知 三 个 等 贺 有 一 个 公共 点 $ ,并 且 都 在 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 圆 
与 三 角形 的 两 边 相 切 . 求证 :这 个 三 角形 的 内 心 、 外 心 与 点 $ 共 线 . (第 22 届 
IMO, 1981) 
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11 题 图 12 题 图 


13. 设 和 公 ABC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC 相 切 于 点 也 ,与 直线 4C 、48B 分 别 相 切 于 
点 五 下 .求证 :人 4BC 的 外 心 .A- 莹 心 与 人 APDEF 的 重心 三 点 共 线 . 

14. 设 瑞 为 全 4BC 的 重心 ,MM 为 Ch 的 中 点 ,过 点 B 作 全 4BC 的 外 接 圆 的 
切线 7 ,过 垂 心 互 作 切 线 ! 的 阜 线 , 垂 足 为 上 .求证 :全 MB 是 等 腰 三 角形 .(( 俄 ) 
彼 圣 得 堡 数学 奥林匹克 ,2000) 

4 


过 


B L 
13 题 图 14 题 图 
15. 设 平行 四 边 形 4BCD 即 非 矩 形 ,也 非 鞭 形 , 以 4C 为 直径 作 一 圆 分 别 与 
直线 4B 、4D 交 于 另 一 点 已 下 .求证 :直线 EF、BD 以 及 圆 在 过 C 点 的 切线 共 点 . 
(第 4 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 ,1996) 
16. 设 0 是 全 4BC 的 外 心 ,L、M、N 分 别 是 边 BC、C4A、4B 的 中 点 ,P、Q、R 


I 明 : 关 区 - 开 . 的 
分 别 是 直线 0L、OM、ON 上 的 点 .证 明 : 若 去 =- 60 -68 , 则 AP、 BO、 CR 
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17. 设 全 4BC 的 内 切 圆 与 BC 、C4 、48 分 别 切 于 DE、F, 分 别 过 EF、FD、 
DE 的 中 点 作 BC、CA 、48B 的 垂 线 .求证 :所 作 三 条 垂 线 共 点 . (罗马 尼 亚 国 家 队 
选拔 考试 ,1986) 

18. 设 公 ABC 的 顶点 4、8、C 分别 在 全 POR 的 边 0R、RP、PO 上 ,个 DEF 的 


、 RA BD PB CE OC 
夺 点 DD. 4 生 公 = 二 一 一 过 二 _ 
页 点 万 五 下 分 别 在 人 4BC 的 边 BC、CA、4B 上 ,日 0 = DC’BR = FAI CP = 


A. 记 人 POR、 公 ABC、 人 DEF 的 面积 分 别 为 $1、Ss、S;3. 证 明 : S32 = S153. 


17 题 图 18 题 图 


19. 庙 全 ABC 与 全 4’B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平行 ,一 直线 分 别 与 直线 
BC、CA、4B 交 于 D、E、F, 分 别 过 D、E、F 作 44' 的 平行 线 交 直线 B'C'’ 、C'A'、 
4'B' 于 D'、E'、F'. 求 证: D'、E' 、F"' 三 点 共 线 . 

20. 设 公 ABC 的 内 切 圆 切 BC 于 也, 内 切 圆 的 一 个 同心 圆 与 人 4BC 的 边 BC 
交 于 M、N 两 点 (后 于 离 项 点 B 较 近 ) ,与 C4 、4B 的 离 顶点 4 较 近 的 交点 分 别 为 
KL. 证 明 :AD、MK、NL 三 线 共 点 . 


19 题 图 20 题 图 


21. 设 人 4BC 的 A- 旁 切 圆 分 别 与 了 4 的 两 边 切 于 A1、4,,B- 旁 切 加 分 别 与 
一 有 的 两 边 切 于 B1、B,,C- 旁 切 圆 分 别 与 人 C 的 两 边 切 于 CI、C2> ,直线 414, 与 
BC 交 于 DD ,直线 B1B, 与 C4 交 于 E, 直 线 CC 与 4B 交 于 FF. 求 证 :D、E、F 二 
点 共 线 . 


几何 变换 


与 几何 证 题 2 
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21 题 图 

22. 设 L、M、N 分别 是 全 48C 的 三 个 内 角 人 BE4C、CB4 .4CB 内 的 点 ， 
且 一 4 = 一 4C1L ,LEB4 = 人 LA4C, CBNM = 了 人 Bh4M ,NMCB = 一 MB4， 
CAN = 人 CBN, 了 NAC = 人 NCB. 求 证 : 4L、BM、CN 交 于 全 LMN 的 外 接 圆 上 
一 点 .( 第 50 届 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ,2001) 

23. 点 DD 和 D1、E 和 El、F 和 Fi 分 别 为 锐角 人 ABC 的 边 BC、C4、A4B 上 的 不 
同 两 点 , 且 EF // BC,DIEI /DE,DiFI // DF, 再 作 全 PBC 内 全 DEF. 求 证: 
EF、EiFi、\PDi 三 线 共 点 .( 中 国 国家 队 选 拔 考试 ,2004) 


A 


22 题 图 23 题 图 
24. 设 已 是 人 48C 内 部 一 点 ,D 是 4P 上 不 同 于 P 的 一 点 ,六 、T 卫 分 别 是 过 
B、P、D 三 点 的 圆 和 过 C、P、D 三 点 的 圆 , 圆 局 \T 厂 ,分 别 与 BC 交 于 五 不 ,直线 PF 
与 4B 交 于 XX 直线 PE 与 AC 交 于 了 .求证 :XY // BC. (瑞士 国家 队 选 拔 考试 ,2006) 
25. 设 AD、BE 是 全 ABC 的 两 条 高 ,P 是 人 4BC 的 外 接 贺 上 任意 一 点 ,直线 
PB 与 4D 交 于 Q、 直 线 Ph 与 BE 交 于 RR. 证 明 : DE 平分 线段 OR. (第 31 届 俄 罗 
斯 数学 奥林匹克 ,2005) 


26. 设 公 4BC 的 A- 旁 切 圆 分 别 与 直线 4C、4B 切 于 E、F,B- 旁 切 圆 和 C- 旁 
切 圆 与 直线 BC 分 别 切 于 D1、D, ,直线 DIE 与 D,F 交 于 P. 求 证 :4P | BC. 

27. 设 个 4BC 的 A- 劳 切 圆 分 别 切 直 线 C4 、4B 于 B,、CG .类似 地 定义 点 Ci、 
4;,A.、B.. 合 4BC 的 重心 互 在 直线 BC。 Ci4 、4.5. 上 上 的 射影 分 别 为 P、O、 民 .分 
别 过 P、0O、R 作 BC、CAh、4B 的 垂 线 . 求 证 :所 作 三 垂 线 交 于 一 点 , 且 这 个 点 为 
全 POR 的 外 心 . (保加利亚 国家 队 选 拔 考试 ,2002) 


26 题 图 27 题 图 
28. 设 PP 是 公 A4BC 所 在 平面 上 一 点 ,直线 A4P、BP、CP 分 别 与 对 边 BC、Ch、 


AP BP CP 、 
B ££,， 一 天 一 ;二 二 二 , 二 二 三 .2 。 二 2 ks 
A 六 TD\E\F, 有 SF X 万 请 = 7 z. 求 证 :xyz =x+y+z+2( 点 己 


在 全 4BC 内 ).( 第 20 届 意大利 数学 奥林匹克 ,2004) 

29. 设 中 是 圆 局 上 的 一 点 ,过 B 作 圆 的 切线 ,4 为 该 切线 上 异 于 B 的 一 
已 ,; 尽 C 不 在 圆 T 上 , 圆 T, 与 4C 相 切 于 点 C ,与 圆 Pi 相 切 于 点 D, 且 点 DD 与 
点 B 分 布 在 直线 AC 的 两 侧 . 证明: 全 BCD 的 外 心 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 . (第 43 
届 IMO 预选 ,2002) 


29 题 图 
30. 大 圆 与 小 圆 内 切 于 N, 大 圆 的 弦 4B .BC 分 别 与 小 圆 相 切 于 K、M. BC、 


BA( 均 不 含 点 N) 的 中 点 分 别 是 P .0O. 和 BOK 与 人 BPM 的 外 接 圆 的 第 二 个 交 
点 为 B'. 求 证: 四边形 BPB'O 为 平行 四 边 形 . (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ) 
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31. 设 圆 了 与 圆 PP 外 离 , 忆 为 两 圆 内 公 切 线 的 交点 ,过 点 己任 作 一 条 割 线 
分 别 与 圆 站、 圆 T 交 于 4、B(4、B 都 是 离 点 P 较 远 的 点 ), 两 圆 的 一 条 外 公 切 
线 分 别 切 贺 TT 、 圆 TT 于 C、D. 求 证 :4C 二 BD. 


30 题 图 31 题 图 


32. 设 圆 六 与 圆 [外 离 , 一 条 外 公 切 线 分别 切 两 圆 于 4、B 两 点 , 且 与 两 圆 
的 连 心 线 交 于 P, 两 圆 的 内 公 切 线 与 连 心 线 交 于 0, 过 P 作 外 公 切 线 4B 的 垂 线 
分 别 与 直线 04 、0B 交 于 C、D. 求 证 :P 为 线段 CD 的 中 点 . 

33. 一 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 相 切 , 且 与 入 4BC 的 边 4B、AC 的 延长 线 分 别 切 
于 P、0. 求 证 :全 4BC 的 A- 旁 心 在 线段 Po 上 . (第 48 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 
竞赛 ,1999) 


4 
C B 
P a 
> > C 
D p YO 


32 题 图 33 题 图 


34. 设 圆 古 | 与 圆 [外 切 于 WW, 且 皆 与 加 本 内 切 , 圆 T 与 圆 语 的 一 条 外 公 
切线 交 圆 了 于 BC , 圆 卫 与 圆 刀 的 过 切 点 玉 的 公 切 线 交 加 人 矿 于 4A, 且 4A 和 WW 
位 于 直线 BC 的 同 侧 . 证 明 : 下 是 全 4BC 的 内 心 .( 第 33 届 IMO 预选 ,1992) 

35. 设 P、0 是 等 采 人 4BC(4 > 60F) 的 底 边 BC 上 的 两 点 ,是 人 P40Q = 
过 CBh. 与 人 4PQ 的 外 接 圆 外 切 的 一 个 圆 与 射线 48B 、4C 分 别 相 切 于 民 、S. 求 
证 :RS = 2BC. 

36. 在 全 4BC 中 ,4B = 4C,4D 为 高 ,P 是 4D 上 一 点 ,直线 BP 与 4C 交 于 
五 ,直线 CP 与 4B 交 于 下 .求证 :如 果 公 PBC 的 内 切 圆 与 四 边 形 PE4F 的 内 切 圆 
相等 , 则 全 PBD 的 内 切 圆 与 人 PC4 的 内 切 贺 也 相等 . (捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥 林 
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35 题 图 
37. 设 局 0 与 所 0 外 切 于 了 ,一 直线 与 @ 02 相 切 于 天 , 且 与 @ 〇 0; 交 于 4、 


B 两 点 ,直线 ET 与 @ 0); 的 另 一 交点 为 5, 在 不 含 4.8 的 TS 上任 取 一 点 C, 过 CC 
作 0, 的 切线 CF ,FF 为 切 点 ,直线 SC 与 EF 交 于 KK. 求 证 : 

(1)T、C、K、F 四 点 共 圆 ， 

(2)K 为 全 ABC 的 A- 劳 心 ， 
(第 54 属 保 加 利 亚 学 奥林匹克 ,2005) 


36 题 图 37 题 图 
38. 设 全 ABC 的 内 切 圆 切 BC 于 DD. 求 证 :过 公 A4BC 的 内 心 的 直线 1 平分 线 
段 4D 的 充分 必要 条 件 是 直线 ! 平分 线段 BC. (充分 性 :第 2 届 原 全 苏 数 学 奥 林 
克 ,1968; 必要 性 :第 13 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1977) 
39. 设 4B、CD 是 圆 的 两 条 互相 垂直 的 直径 ,由 圆 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 
与 直线 4B 分 别 交 于 EE、F ,直线 PC 、PD 分 别 与 EF 交 于 天 江 . 求 证 : EK = LF. 
Pp 


A 


38 题 图 
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40. 设 下 是 平面 上 的 一 个 圆周 ,直线 1 是 T 的 一 条 切线 , M 为 上 上 的 一 个 定 
点 . 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 P 的 集合 :在 直线 I! 上 存在 两 点 Q、R, 使 得 MM 
是 线段 OR 的 中 点 , 且 丁 是 全 POR 的 内 切 圆 . (第 33 届 IMO,1992) 


41. 设 和 公 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC 切 于 D,M 是 BC 的 中 点 .是 全 ABC 的 A- 
旁 心 .求证 :4D // Ml. 


42. 证明: 全 4BC 的 内 心 人 重心 C 和 Nagel 点 N, 三 点 共 线 , 且 GN, = 261 


C 4 
a 
D 
M 
有 4 B B C 


41 题 图 


42 题 图 

43. 设 和 公 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4、48B 分 别 切 于 D、E、F, 其 外 接 圆 不 含 三 
角形 的 顶点 的 BC 、C4 、4B 的 中 点 分 别 为 L、M、N. 证 明 : DL、EM、FN 三 线 共 点 . 
(第 98 届 匈 牙 利 数 学 奥 林 匹 到 ,1998 ) 

44. 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 D、E、F, 圆 w、ws、w. 分 别 
与 人 48BC 的 内 切 圆 相 切 于 D、E、F, 且 与 全 4ABC 的 外 接 圆 相 切 于 了 .M、N 

(1) 求证 :直线 DL、EM、FN 交 于 一 点 PP; 


(2) 求证 :人 DEF 的 垂 心 在 直线 OP 上 ,其 中 ,0 为 全 4BC 的 外 心 . 
(越南 国家 队 选 拔 考试 ,2005) 


43 题 图 44 题 图 
45. 证 明 : 三 角形 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 内 位 似 中 心 和 外 位 似 中 心 分 别 是 三 
角形 的 Gergonne 点 的 等 角 共 罗 点 和 三 角形 的 Nagel 点 的 等 角 共 罗 点 (等 角 共 恩 
点 的 定义 见 例 5.8.7 的 证 明之 后 ). 


46. 不 等 两 圆 卫 | 与 外 离 .1 


它们 的 内 .外 公 切 线 分 别 与 连 心 线 交 于 已.O 两 
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氮 . 设 4 为 圆 叫 上 任意 一 点 .证 明 : 存 在 圆 T, 的 一 条 直径 ,使 其 一 端 在 直线 P4 
上 , 另 一 端 在 直线 04 上 . (第 42 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1993) 

47. 议 圆 局 .PP 中 每 一 个 都 外 切 于 圆 了 (对 应 的 切 点 分 别 为 4 、BI1、 
C1) ,并 且 都 与 人 4BC 的 两 边 相 切 . 求 证 :直线 44,、BB CC 交 于 一 点 .( 第 20 


届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 


46 题 图 47 题 图 
48. 在 人 4BC 的 形 外 作 人 4DB 与 人 4CE, 晶 了 DAB = CAE,CE // BD， 
CD 与 BE 交 于 点 P. 求 证 :人 BAP = ECh4, 了 PAC = /4BD.( 第 48 届 IMO 预 


选 ,2007) 
49. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC ,MN 分 别 为 边 BC、4D 上 的 点 ,PP 为 对 角 线 
BD 所 在 直线 上 的 一 点 ,直线 PN 、PM 分 别 交 4B、CD 于 E、F. 求 证 : EF // BC 的 


、 AN BM 


4 


EN 


8 


48 题 图 49 题 图 
50. 设 4BCD 是 一 个 正方 形 ,E 是 边 CD 上 一 点 ,过 4 作 有 BF 的 垂 线 , 重 足 为 
,过 EF 的 中 点 晶 平 行 于 4B 的 直线 与 4F 的 垂直 平分 线 交 于 点 天 .求证 :BD < 


24K. (第 5 届 海 湾 地 区 数学 奥林匹克 ,2003) 
51. 在 全 4BC 中 ,BAC = 90,D 是 BC 上 一 点 ,M 是 4D 的 中 点 , 且 MD 平 


分 人 BMC .求证 :人 人 ADB = 2 一 8B4D ,一 CD4 = 2 一 D4C. 
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50 题 图 51 题 图 


52. 设 4D 是 锐角 全 4BC 的 高 ,以 4D 为 直径 的 圆 卫 分 别 与 4B8 、4C 交 于 EE、 
F, 圆 症 在 EF 两 点 的 切线 交 于 P. 求 证 :4P 平分 线段 BC. (第 21 届 俄罗斯 数学 
奥林匹克 ,1995) 

53. 设 I 是 全 4BC 的 内 心 ,以 了 为 圆心 任 作 一 个 半生 大 于 全 4BC 的 内 切 圆 
半径 的 圆 栈 , 圆 厂 与 BC 交 于 K、L, 其 中 离 点 B 较 近 . 圆 全 与 射线 4B、4C 分 
别 交 于 EE、F ,直线 EK 与 LF 交 于 P. 求 证 : 4P 平 分 线段 碟 . (第 22 届 拉丁 美洲 数 
学 奥林匹克 ,2007) 


52 题 图 


54. 设 点 PP 到 全 4BC 的 边 4B、4C 的 距离 相 
等 ,过 点 P 分 别 作 4AC、4B 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 
王磊 .再 过 己 作 BC 的 垂 足 交 FF 十 DD. 证 明 : 直 
线 4D 过 BC 的 中 点 .( 第 10 届 英 国 数 学 奥 林 匹 
克 ,1974) 

55. 设 四 边 形 ,414;4344 内 接 于 圆 ,O01、 
O02、03、04 依次 为 人 4)4344 Ah434441、 
全 A4hA14;2、 合 A1424; 的 九 点 圆 圆心 . 求证: O01、 
O02、03、04 四 点 在 同一 个 圆 上 . 

56. 设 1.0 分 别 是 全 4BC 的 内 心 和 外 心 , 过 7 了 且 垂 直 于 O7 的 直线 与 一 B4C 
的 外 角 平 分 线 和 BC 分 别 交 于 P、.O. 证 明 :PZ = 2710. 
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55 题 图 56 题 图 
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位 似 诈 转变 换 .位 似 轴 反 射 变换 与 几何 证 题 


-RE 


位 似 旋 转变 换 作为 位 似 变 换 与 旋转 变换 之 积 , 其 主要 作用 
在 于 可 以 方便 地 处 理 含有 一 般 的 真正 相似 子 图 形 的 平面 几何 
问题 .位 似 轴 反射 变换 的 主要 作用 则 在 于 处 理 含有 一 般 的 镜像 
相似 子 图 形 的 平面 几何 问题 . 从 理论 上 来 讲 ,这 两 个 相似 变换 
的 应 用 范围 应 该 不 分 上 下 .但 就 目前 的 实际 情况 来 看 ,位 似 旋 
转变 换 的 威力 似乎 远 比 位 似 轴 反射 变换 要 大 得 多 . 


7.1 三 角形 与 位 似 旋 转变 换 


三 角形 是 最 基本 的 平面 图 形 , 也 是 平面 几何 中 最 常见 的 一 
类 问题 .对 于 等 采 三 角形 (包括 正三 角形 ) 问题 来 说 ,我 们 一 般 
可 以 用 旋转 变换 或 轴 反 射 变换 处 理 . 而 对 于 一 般 三 角形 问题 来 
说 ,如 果 没 有 其 他 特征 子 图 形 , 则 可 以 考虑 用 位 似 旋 转变 换 处 
理 .这 是 因为 对 于 任意 一 个 三 角形 来 说 ,我 们 总 可 以 以 它 的 一 
个 顶点 为 位 似 旋转 中 心 作 位 似 旋 转变 换 ,使 其 第 二 个 顶点 变 到 
第 三 个 顶点 . 

例 7.1.1 设 忆 为 人 4BC 内 一 点 , 令 a = 人 BPC - 
LBAC,B = LCPA -一 CB4,y = 人 4PB - 4CB. 求 证 

PA.BC PB:CA PC.AB 


sina snp siny 


证 明 ”如 图 7.1.1 所 示 , 设 4C = 大. AB, 作 位 似 4 


旋转 变换 S(4A4,k, x BAC), 则 BB 一 C. 设 PP', 则 人 > 
LAP'C = LAPB,AAP'P = ~4CB, 一 PP = 全 Pp’ 
CBA. 所 以 


LPPC= /AAPC- /AAPP=Y /JN 


LCPP'’ = LCPA- LAPPA=B 
但 a + B+7Y = 180. 因 此 图 7.1.1 
PCP = 18P -(8+7y)= a 
在 会 CP'P 中 ,由 正弦 定理 ,有 


PP CP PC 
sna snp siny 
又 由 推论 2.3.1 与 定理 2.3.2, 有 
1 PA . 1 CA . 
PP = 4 BC, CP = 4 万 PB 


代入 上 式 即 得 欲 证 . 
显然 ,由 正弦 定理 立即 可 得 
.sn4 PB.sinB PC:sinC 
sin a sin 8 sin 7 
这 是 1993 年 举行 的 第 29 届 英 国 数学 奥林匹克 的 一 道 试 题 .无 独 有 偶 ,同年 
在 土耳其 举行 的 第 34 届 IMO 也 有 一 道 几何 题 与 例 7.1.1 有关: 
设 也 是 锐角 人 4BC 内 部 的 一 点 ,使 得 人 4DB = ~4CB + 90°, 上 日 AC… 
BD = 4D . BC. 
(a) 计算 比值 4 - 0 
(b) 求证 :全 4CD 的 外 接 圆 和 公 BCD 的 外 接 圆 在 点 C 的 切线 互相 垂直 . 
由 例 7.1.1 可 以 十 分 简单 地 给 出 (a) 的 解答 . 
事实 上 , 令 wa = BPC - LBAC,B = LCPA - /CBA,Y = /LAPB - 
4CB, 则 7y = 90. 由 例 7.1.1 及 条 件 4C.BD = 4D. BC 知 ,a = 8B = 45°. 故 
4B8， CD siny _ sin9F _ 


AC- BD ~ sinB sin45 
至 于 (b) 的 结论 则 可 直接 由 y = 90 得 到 (图 略 ). 
1996 年 在 印度 举行 的 第 37 届 IMO 中 的 一 道 平 面 几 何 题 也 可 以 由 例 7.1.1 
简单 地 得 出 : 
设 P 是 个 4BC 内 一 点 ,是 人 人 APB - 人 ACB = APC - ABC,X 义 设 D、E 
分 别 是 全 APB 和 全 APC 的 内 心 .证 明 :AP、BD 、CE 三 线 交 于 一 点 . 
事实 上 ,如 图 7.1.2 所 示 , 因 了 APB - 4CB = 4PC - 一 4BC ,由 例 
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7.1.1 有 PC: 4B = PB. 4C. 于 是 , 设 BD 交 AP 于 0， 


则 镶 = 先 , 所 以 , 侣 = 如 6 ,这 说 明 点 《在 CE 上 . 故 
AP、BD 、CE 三 线 交 于 一 点 . 

例 7.1.2 证明: 对 任意 平面 四 边 形 4BCD , 恒 有 

AC*. BD* = 4B CD + BC*. DA? - 

2AB: BC. CD. DA :cos (一 CB4 + /ADC) 

证 明 ”如 图 7.1.3 所 示 , 设 4AC = .4B, 作 位 似 
旋转 变换 S(4,k, < BA4C), 则 B83 一 C. 设 D->D', 则 在 全 CDD' 中 ,由 余 纺 定理 
( 当 C、D、D' 三 点 共 线 时 也 对 ), 有 

CD = CD + DO - 20D . DD'cos / CDD’ 

但 了 D'DA = 人 CBA, 所 以 

LCDD’ = 360 - (LD'DA + /AADC) = 360 - (LCBA + /ADC) 


又 由 定理 2.3.2 和 定理 2.3.3, 有 CD' = 45 . BD,DD' = 殿 . pc. 于 是 


图 7.1.2 


AB 
2. 2 2 。 2 
人 = CD’* + 人 -2CD: 人 os (LCBA + LADC) 
整理 即 得 欲 证 . 


从 传统 的 证 法 来 看 , 像 图 7.1.3 中 这 样 的 辅助 线 
是 很 难 想到 的 , 而 从 位 似 旋 转变 换 的 角度 来 看 则 是 十 
分 自然 的 : 因 D' 是 了 在 位 似 旋 转变 换 下 的 像 

注意 cos (一 CB4 + 4DC) >- 1, 等 式 成 立 当 旦 
仅 当 一 CB4 + 一 4DC = 180P ,当日 仅 当 4BCD 为 圆 内 
接 凸 四 边 形 .于 是 由 例 7.1.2 立即 可 得 如 下 著名 的 不 图 7.1.3 
等 式 . 

Ptolemy 不 等 式 。 对 平面 上 任意 不 共 线 的 四 点 4、B、C、D, 和 忆 有 

AB.: CD+ BC. DA> AC.:BD 
等 式 成 立 当 且 仅 当 4BCD 为 圆 内 接 凸 四 边 形 . 

再 由 Ptolemy 不 等 式 中 等 式 成 立 的 条 件 立 即 得 到 如 下 的 

Ptolemy 定理 。” 癌 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 乘积 之 和 等 于 两 对 角 线 之 积 . 

Ptolemy 定理 是 平面 几何 中 的 一 个 著名 定理 , 它 在 证 明 线 段 的 积 和 式 等 式 
或 线段 的 和 差 问 题 时 ,其 作用 不 可 小 虎 . 

当 人 ABC + CDA = 90 时 ,由 例 7.1.2 立即 得 到 如 下 定理 . 

Bellavitis 定理 。 设 虾 四边形 4BCD 有 两 个 对 角 互 余 , 则 有 

4B2 .CD2 + BC*. D42 = AC*. BD? 
例 7.1.3 在 全 4BC 中 ,4B = 4C.D 是 底 边 BC 上 一 点 ,PP 是 4D 上 一 点 ， 
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且 和 人 BPD = 人 BAC. 求 证 : BD = 2DC 的 充分 必要 条 件 是 人 BAC = 2 一 DPC. 
本 题 在 第 4 章 ( 例 4.5.3) 中 曾 用 旋转 变换 给 出 了 它 的 两 个 证 明 ,在 第 5 章 
中 ( 例 5.1.2) 又 用 轴 反 射 变 换 给 出 了 它 的 第 三 个 证 明 , 这 里 再 用 位 似 旋转 变换 
给 出 它 的 第 四 个 证 明 . 
证 明 如 图 7.1.4 所 示 , 设 BC = .BA, 作 位 似 4 
旋转 变换 S(B,k, 妈 4BC), 则 4 -> C. 设 P 一 P', 则 
由 4B = 4C 有 PP’ = PB, 且 人 BPP' = /BAC = 


BPD, 了 PP'B = ACB, 这 说 明 P' 是 直线 4D 与 
全 4BC 的 外 接 圆 的 交点 .再 由 4B = 4C 知 4P' 平分 
PB DB Se 


一 CPB, 所 以 新 C 一 DEC: B ~ 1 “一 C 
M ~ 
设 1 为 BP' 的 中 点 , 则 由 PB = PP' 知 PM 是 
了 BPP' 的 平分 线 .于 是 图 7.1.4 


BD = 2DCeBP’ = 2P'CoOMP' = PC 
人 MPP’' QA 人 CPP'o/ MPP' = 人 PPC 
LBPP’ = 2 P'PCeL BAC = 2 一 DPC 
这 个 例子 说 明 , 有 时 将 等 腰 三 角形 当 作 -- 般 三 角形 来 对 待 ,思路 也 许 要 开 
阔 些 . 
对 于 三 角形 问题 ,并 不 一 定 要 选 最 初 的 三 角形 为 基础 作 位 似 旋转 变换 , 也 
可 以 选择 其 他 的 三 角形 为 基础 作 位 似 旋 转变 换 , 这 需要 结合 问题 的 其 他 条 件 灵 
例 7.1.4 证 明 : 对 全 4BC 所 在 平面 上 的 任意 两 点 P、0, 恒 有 
BC. PA.: OA+ CA:PB. QB+AB.:. PC. OC> BC. CA.AB 
等 式 成 立 当 朋 仅 当 P、0 是 人 4BC 的 内 部 或 边界 上 的 两 个 等 角 共 粥 点 . 

证 阴 ”如 图 7.1.5,7.1.6 所 示 , 设 4C = k.: 4P, x P4C = 09, 作 位 似 旋转 
变换 S(4,k,0), 则 P 一 C. 设 B -> B'. 考 虑 四 边 形 BB'CO ,由 Ptolemy 不 等 式 
QC . BB’ + QB: B'C > BC 0B' 

又 显然 有 QB' > 4B' - 04 ,所 以 
QC . BB' + OB.: B'C+ BC. 04 > BC.4B' 
但 由 定理 2.3.2 和 定理 2.3.3, 有 


, 4B .PC c4.PB ,,, CA.AB 
BB = ph PA '45 = pA 


将 这 些 关 系 式 代 人 前 式 整 理 即 得 欲 证 不 等 式 . 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 4 、.O、B' 三 点 
共 线 而 0 在 4、B’' 之 间 , 且 四 边 形 BB'C0Q 为 圆 内 接 凸 四 边 形 , 当 且 仅 当 己 、O 都 
在 人 48BC 的 内 部 或 边界 上 ,上 且 二 PB4 = CBA = CBO, 人 OCB = /0B'B = 


,B'C = 
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4CP,04C = BAP, 当 上 旦 仪 当 P、Q 是 个 ABC 的 内 部 或 边界 上 的 两 个 等 角 
共 思 点 . 


图 7.1.5 图 7.1.6 


特别 地 , 当 P、0 是 全 4BC 的 内 部 的 两 个 等 角 共 罗 点 时 ,有 


AP.40 BP:BO0, CP: CO _) 
AB-.AC 1BC.BA*CA.CB = 


这 是 1998 年 在 我 国 台 湾 地 区 举行 的 第 39 届 IMO 的 一 道 预选 题 . 

再 注意 到 三 角形 的 内 心 是 三 角形 内 的 唯一 的 自 等 角 共 思 g 点 ,于 是 ,在 例 
7.1.4 中 ,让 点 0 与 点 P 重合 , 则 立即 得 到 如 下 的 

Klamkin 不 等 式 ” 设 P 是 全 4BC 的 内 部 一 点 , 则 有 

BC PA*+ CA. PB* + PC: AB* :> AB. BC. CA 
等 式 成 立 当 且 仅 当 P 为 全 4ABC 的 内 心 . 

例 7.1.5 在 全 4BC 中 ,了 4 = 90P, 人 人 B < 人 C. 过 点 4 作 的 外 接 贺 的 
切线 交 直 线 BC 于 DD , 设 点 4 关于 直线 BC 的 对 称 点 为 E, 过 点 4 作 4AX | BE 于 
天 ,48 的 中 点 为 了 , BY 与 贺 矿 交 于 2Z ,证 明 : 直 线 BD 为 人 4DZ 的 外 接 圆 的 切线 . 
(第 39 届 IMO 预选 ,1998 ) 

证 明 ”如 图 7.1.7 所 示 , 设 4AE = kk， 48， 4 


大 X4E = 9, 作 位 似 旋转 变换 SC4 ,上 ,9), 则 [AN 
XE, 设 B 一 B', 则 BE| A4E, 所 以 B' 在 圆 8 ENN NN 
和 上, 且 48 为 加 本 的 直径 . 设 4E 与 BC 交 于 / 


NA Dh 
M, 则 MM 为 4E 的 中 后, 于 是 YY 一 叶 , 从 而 AL 


LAB'M = /ABY = 人 48B'Z ,所 以 QZ M、B' 三 
点 共 线 .因此 , AZ | B'Z. 连 BD, 由 对 称 性 , DE 图 7.1.7 
也 为 圆 的 切线 ,为 切 点 ,所 以 人 人 DEZ = 人 EA4Z = 90 -人 ZMA = 人 DMZY. 
因此 ,DE、M、Z 四 点 共 圆 .于 是 人 ZDM = 人 ZYLEM = 人 人 ZEA = 人 ZAD. 故 直线 
BD 为 全 ADZ 的 外 接 圆 的 切线 . 

直角 三 角形 当然 可 以 作为 一 般 三 角形 对 待 ,但 如 果 取 直角 顶点 为 位 似 旋转 
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中 心 ,将 其 中 一 条 直角 边 变 到 男 一 -条 直角 边 , 则 可 能 更 方便 些 . 
例 7.1.6 设 两 个 具有 公共 直角 顶点 的 直角 三 角形 04B 与 0CD 反 向 相似 ， 
M 是 线段 4D 上 的 一 点 .求证 : M 为 4D 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 : OM | BC. 
证 明 如 图 7.1.8,7.1.9 所 示 , 设 0D = kk ，0OC, 作 位 似 旋 转变 换 
S(O,k,90), 则 C 一 D. 设 B 一 BP', 则 BD | BC,B' 在 40 的 延长 线 上 , 且 巾 
04 = k，0B, 有 0B -= k， 0B = 40, 所 以 ,0 为 4B' 的 中 点 .于 是 ,MM 为 4D 的 
中 点 OM ] B'DOOM | BC. 


SP， 


NB' \ 
\ 
\ 


B Cr B Dap' 
图 7.1.8 图 7.1.9 


例 7.1.7 证 明 : 三 角形 的 三 边 中 点 .三 高 线 足 、 垂 心 与 三 顶点 的 连 线段 的 
中 点 , 凡 九 点 共 圆 . 

本 题 即 著名 的 三 角形 的 九 点 圆 问 题 ,在 第 6 章 ( 例 6.5.8) 曾 作 为 中 点 问题 
用 位 似 变 换 给 出 过 一 个 证 明 ,这 里 再 作为 直角 三 角形 问题 用 位 似 旋转 变换 给 出 
男 一 个 证 明 . 

证 明 如 图 7.1.10 所 示 , 设 L.M、N 分 别 是 
全 ABC 的 三 边 中 点 ,D、E、F 是 三 高 线 足 ,有 H 是 垂 心 ， 
P、O、R 分 别 是 H4、HB、HC 的 中 点 .显然 ,点 D 在 以 
PL 为 直径 的 圆 上 .我 们 证 明 其 余 的 点 都 在 这 个 圆 上 . 

事实 上 , 设 EB = kk . Eh4, 作 位 似 旋转 变换 
S(E,k,90), 则 A 一 B,H->C, 即 AH 一 BC, 而 P、p 
了 分 别 为 4H、BC 的 中 点 , 所 以 P 一 L, 因而 有 
一 P 了 1 = 90 ,于 是 点 E 也 在 以 PL 为 直径 的 圆 上 . 同 图 7.1.10 
理 , 点 下 也 在 这 个 加 上 .又 因 LN // AC,NP // BE,BE | AC, 所 以 LNP = 
90?. 同 理 , LMP = 90. 再 由 0L/ HC,PQ / AhB,HC | 4B 知 人 LOP = 90. 
同 理 , 了 PRL = 90P. 因 而 和 N、M、0、R 都 在 以 PL 为 直径 的 圆 上 . 

综 上 所 述 ,L.M、.N、.D、E、F .P.O、R 九 点 共 圆 . 

例 7.1.8 在 全 4BC 中 ,4B = A4C,D 为 BC 的 中 点 ,HH 为 全 4BC 的 垂 心 ， 
BH 交 AC 于 五 ,过 五 作 BC 的 垂 线 , 垂 足 为 上 ,1 为 4AH 的 中 点 ,N 为 4D 的 延长 
线 上 一 点 .求证 : DN = EF 的 充分 必要 条 件 是 BM | BN. 
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证 明 如 图 7.1.11 上 所 示 , 设 5B = hk，E4, 作 位 
似 旋转 变换 S(E,k,90), 则 4H -> BC. 因 D、M 分 别 
是 BC、4H 的 中 点 ,所 以 M 一 D, 因 此, EM | ED, 从 而 
全 EDF cn ADPhNMhFE, 由 此 可 知 DE* = MD ， EF. 但 
DE = BD, 所 以 BD* = MD .EF .于 是 

EF = NDeBD’ = MD . DNoBM | BN 

注意 到 和 直角 三 角形 的 佟 边 上 的 高 将 原 三 角形 分 
为 两 个 同 向 相似 的 直角 三 角形 ,日 都 与 原 三 角形 反 向 图 7.1.11 
相似 ,所 以 ,对 于 直角 三 角形 问题 ,除了 可 以 作 一 般 三 角形 对 待 外 ,我 们 还 可 以 
考 感 以 直角 顶点 在 斜 边 上 的 射影 为 位 似 旋 转 中 心 .两 直角 边 的 比 为 位 似 比 、 旋 
转角 是 90* 的 位 似 旋 转变 换 处 理 . 

例 7.1.9 在 Rt 全 4BC 中 ,4D 是 斜 边 BC 上 的 高 ,过 人 4BD 的 内 心 与 
全 ADC 的 内 心 的 直线 分 别 交 4B 和 4C 于 KL, 全 4BC 和 人 AKL 的 面积 分 别 记 为 
S 和 了 .求证 :S > 2T.( 第 29 届 IMO ,1988) 

证 明 如 图 7.1.12 所 示 , 设 1\J 分 别 为 1 
全 ADC 和 全 4BD 的 内 心 ,4B = 上 .4C, 作 位 似 旋 
转变 换 S(D,k,90), 则 C 一 4,4 一 BB,1 一 ,由 
此 可 知 , 和 4LI = 人 CDI = 人 ADI = 45°. 又 41 平分 NN L 


全 4AKL 是 等 用 直角 三 角形 .注意 BC 二 24D, 故 D 
BC AD > AD? - 4K2 = 27 
图 7.1.12 
等 式 成 立 BC = 24DAD 是 BC 边 上 的 中 
线 全 ABC 是 以 BC 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 . 
例 7.1.10 在 公 4BC 中 ,4D 为 BC 边 上 的 高 ,过 DD 作 4C 的 垂 线 DE 交 4C 


于 尼 , 太 为 直线 DB 上 的 一 点 .求证 :AF 上 BE 的 充分 必要 条 件 是 在 - 82， 
本 题 即 例 6.1.1, 那 里 是 将 其 作为 线段 比 问题 用 位 似 变换 给 出 了 两 个 不 同 
的 证 明 ,这 里 再 作为 直角 三 角形 问题 给 出 一 个 相当 简单 的 证 明 . 
证 明 如 图 7.1.13,7.1.14 所 示 , 设 DC = .1, 作 位 似 旋转 变换 
EC 


、 、 EF 
Hl — — -> jf 全 7 一 一 一 一 “一 一 
S(E,k,90), 则 4 一 D,D 一 CC. 设 FF, 洋 DF’ | AF, 有 pp = k= 


所 以 ,FE MA DC ,因此 ,上 = .于 是 由 DI |] AF 节 知 


PC = 
, EF BD EF BD 
AF | BEcsDF // BE pC = DC FD ~™ DC 
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图 7.1.13 图 7.1.14 


实际 上 ,只 要 问题 中 有 互相 垂直 、 且 有 一 个 公共 端点 的 两 条 线段 ,我 们 就 
可 以 将 其 作为 直角 三 角形 对 待 , 进 而 尝试 用 位 似 旋转 变换 处 理 . 

例 7.1.11 圆心 分 别 为 0 .0; 的 两 圆 PT 交 于 P、Q 两 点 ,两 贺 距 PP 较 
近 的 一 条 公 切 线 切 圆 T 于 点 4 , 切 圆 ,于 点 B. 过 点 B 且 垂直 于 4P 的 直线 交 
010; 于 C,BD 是 圆 厂 的 一 条 直径 .求证 :P、C.D 三 点 共 线 .( 第 15 届 拉丁 美洲 
数学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 如 图 7.1.15 所 示 , 由 条 件 显然 有 
AB | BD. 设 4D 与 圆 疡 的 另 一 交点 为 瓦 , 则 
BE | 4D. 于 是 , 设 4B = 大. BD, 作 位 似 旋 转变 
换 S(E,k,90), 则 DD 一 B,B 一 4. 再 设 直线 
P0 与 4B 交 于 MM, 则 M 为 4B 的 中 点 ,而 0; 为 
BD 的 中 点 ,所 以 0; -> M. 又 BC | AP, 所 以 ， 
直线 BC 一 直线 4P. 田 一 方面 , 因 QM | 010;， 
所 以 ,直线 010, 一 直线 OM ,于 是 ,直线 O010, 
与 BC 的 交点 C 一 直线 WO 与 4P 的 交点 P, 从 图 7.1.15 
而 CD 一 PB ,因此 , CD | PB. 再 注意 到 PD | PB 即 知 P、C、D 三 点 共 线 . 

如 果 一 个 平面 几何 问题 中 同时 出 现 了 几 个 直角 三 角形 , 则 可 能 需要 作 两 个 
或 更 多 的 位 似 旋 转变 换 ( 非 变换 之 积 ) 方 可 奏效 . 

例 7.1.12 在 凸 五 边 形 4BCDE 中 ,顶点 为 B、E 
的 角 是 直角 , 且 了 BAC = EAD. 证 明 : 如 果 对 角 线 “下 
BD 和 CE 交 于 点 0, 则 40 1 BE.( 第 23 届 IMO 预 选 ， 
1982) 

证 明 如 图 7.1.16 所 示 , 由 假设 , 公 A4BC 与 
个 AED 是 两 个 相似 的 直角 三 角形 .过 点 巨 作 47D 的 垂 
线 , 设 垂 足 为 斑 , 克 = .ED, 作 位 似 旋 转变 换 S(F， 
k,90°), 则 D> E,E 一 4. 设 8B->B', 则 B'E | BD, 
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AB' | BEB, 且 如 = k= BM. LBAB = 9 - LABE = LCBE, 所 以 ， 
人 ABB' 人 BCE. 于 是 ,过 点 B 作 4C 的 垂 线 , 设 垂 足 为 6, 再 作 位 似 旋转 变换 
S(C,k-!1,90), 则 A 一 B,B 一 C,B' 一 EF, 所 以 BB' | CE. 这 样 ,由 4B' | EB， 
B'E | BD,BB' | CE 知 4B'、CE、BD 是 全 B'EB 的 三 条 高 线 , 因 而 它们 共 点 0， 
故 40 | DE. 

在 这 个 证 明 中 ,我 们 实际 上 是 把 一 个 垂直 问题 转化 成 了 另 一 个 三 线 共 点 问 
题 ,然后 通过 两 个 位 似 旋转 变换 又 将 欲 证 共 点 的 三 线 进 一 步 转化 成 了 一 个 三 角 
形 的 三 条 高 线 ,从 而 使 问题 得 到 解决 .其 关键 万 是 成 功 地 运用 了 位 似 旋转 变换 . 


7.2 辐 回 相似 三 角形 与 位 似 旋 转变 换 


对 于 两 个 同 向 相似 三 角形 来 说 ,总 存在 一 个 平移 变换 或 位 似 旋 转变 换 , 使 
其 中 的 一 个 三 角形 变 为 男 一 个 三 角形 . 因此 ,如 果 一 个 平面 几何 问题 含有 对 应 
边 不 平行 的 同 向 相似 三 角形 时 ,我 们 应 毫 不 犹 殉 地 尝试 用 位 似 旋 转变 换 处 理 . 

例 7.2.1 设 公 4BC 与 人 ADE 是 两 个 同 向 相似 的 三 角形 ,0 为 人 4BD 的 
外 心 .求证 :0、C、E、4 四 点 共 圆 当 且 仅 当 BC = 4C. 

证 明 如 图 7.2.1 所 示 , 以 4 为 相似 中 心 作 位 似 
旋转 变换 ,使 BC, 则 个 48BD 一 全 4CE. 设 0 一 0'， 
则 0’ 为 全 ACE 的 外 心 .显然 ,全 A00' 局 会 4BC, 所 以 


BC CC 
A 一 4 门 六 占 二 ; _ 
AC = 407 于 是 ,0、C.E、A 四 点 共 圆 ,00 = 


AO'o BC = AC. 
当 4B = 4C 时 ,本 题 为 2006 年 罗马 尼 亚 国 家 队 
例 7.2.2 在 四 边 形 4BCD 中 ,4C 4 
平分 BAD, 日 ABC = 4CD ,人 A4BC | Dp 
的 内 心 与 全 4ACD 的 内 心 分 别 为 1、J ,线段 


x 、 1 1 ] 
与 于 求 一 -一 一 -一 一 


(中 国 国家 和 集训 队 测 试 ,2002) C 

证 明 如 图 7.2.2 所 示 , 由 条 件 知 ， 图 7.2.2 
和 48C 山 人 4CD. 于 是 , 以 4 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 B -> C, 则 
和 A4BC 一 人 ACD ,1-> ,个 A1J 内 个 4BC,AE 为 人 J 的 平分 线 . 设 直 线 417 交 
BC 于 天 ,直线 4] 交 CD 于 L. 因 4E 为 人 14J 的 平分 线 , 所 以 人 AKC = 人 4EJ = 
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ACE 又 CT 平分 “4ACB ,因此 ,人 CC 了 人 CB 阿 ,于 是 ,CK = CE. 同 理 ,CL = 
CE. 又 Ke - 2 ,所 以 ,KC ， CL = KR .IDD 即 CE =-(CB CE)(CD CE)， 


1 1 1 
从 而 CB .CD = CE(CB + CD). 故 6 = £8 + Cp- 


例 7.2.3 在 公 A4BC 的 形 外 作 三 个 相似 三 角形 BDC、EAC 、BA4F ,使 位 于 
人 和信 ABC 的 同一 项 点 的 两 个 角 相 等 .求证 
(1)AD、BE、CF 三 线 共 点 ; 


(2)47 : BE : CF = 一 :一 :一 一 . 


证 明 ”如 图 7.2.3 所 示 , 由 假设 , 公 BDC 、 人 E44C.、 公 Bh4F 都 是 同 向 相似 的 . 
以 4 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 一 BB, 则 C 一 EF, 所 以 FC 一 BE ,因此 ， 


BE AB Fre AD CA -CA AF .FR pp, AF, Mh. 
CF = 4 同样 ,pF = [而 天 = 8 ,于 是 4D FB = BE. AF = CF. AB. 


1 1 
歼 hD: BE: CF = 1 FT 

这 就 证 明 了 (2). 

再 证 (1). 设 BE 与 CF 交 于 P, 则 有 x FPB = FAB = CDB, 所 以 A、F、 
B、P 四 点 共 圆 ,P、B8、D、C 四 点 共 圆 .于 是 +x BPD = + BCD = 区 BF4 ,因此 
+ APB + + BPD = + APB ++ BFA = 180 

所 以 A、P.D 三 点 共 线 . 换 句 话说 ,4D 、BE 、CF 三 线 共 扩 . 

比较 本 题 与 定理 4.3.1 即 可 发 现 ,本 题 将 定理 4.3.1 的 绝 大 部 分 结论 都 推 
广 了 . 

例 7.2.4 设 P 是 全 4BC 内 一 点 ,直线 4P、BP、CP 分 别 交 边 BC 、C4 、4B 
于 点 D.E、F. 已 知 全 DEF 全 ABC .求证 :PP 是 全 ABC 的 重心 . (第 7 届 中 国 西 
部 数学 奥林匹克 ,2007) 

证 明 ”如 图 7.2.4 所 示 , 显 然 , 公 DEF 与 人 4BC 同 向 相似 ,因而 存在 一 个 
位 似 旋 转变 换 S(O0,k,0), 使 得 人 DEF 一 个 ABC. 而 4D 与 BE 交 于 P, 由 推论 
2.3.4, 0.P.4.B 四 点 共 圆 . 同 理 ,0、P、B、C 四 点 共 圆 ,0、P、C、4 四 点 共立 . 


“ — 
\A 一 一 ~ 
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如 果 0 xz P, 则 Q(P4B)、(PBC)、(PCAh) 有 两 个 不 同 的 公共 点 O、P， 
于 是 其 圆心 在 一 直线 上 ,这 样 , PA、PB、PC 三 线段 的 垂直 平分 线 重 合 ,这 是 不 
可 能 的 .因而 0、P 必 重 合 . 换 句 话说 ,点 是 全 4BC 与 人 DEF 的 顺 相似 中 心 . 
又 P 是 4D、BE、CF 三 线 之 交点 , 且 声 = 站 = 5 ,所 以 ,人 A4BC 与 ADEF 是 
位 似 的 ,因此 EF // BC, FD // Ch4,DE // 4B. 青 由 例 6.5.1 即 知 ,D、E、F 分 别 
为 边 BC .C4 、48B 的 中 点 . 故 P 是 全 4BC 的 重心 . 

例 7.2.5 已 知 全 XY2 的 三 个 顶点 X、Y、Z 分 别 在 人 4BC 的 边 BC、CA、4B 
上 , 且 会 XYZ 全 ABC. 设 公 XYZ 与 和 4BC 的 重心 分 别 为 下 .五 ,人 87Z 的 外 
心 为 0. 证 明 :0 太 = OH.( 第 48 届 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ,1999) 

证 法 1 如 图 7.2.5 所 示 , 由 重心 的 性 质 , 有 
LYHZ = 180 - /YXZ = 180 -一 B4C, 所 以 4、Z、 
下 了 四 点 共 圆 ,于 是 有 人 BAH = 人 ZYH'. 同 理 ， 
了 4BH = /ZXH'. 再 由 H 为 人 XYZ 的 重心 , 有 
ZYH' = 人 ZXH', 所 以 人 BAH' = 人 H'BA, 因 此， 
Hh = 本 B. 同 理 ,HB = HC. 所 以 堵 为 全 4BC 的 外 
心 . 设 L、MN 分 别 是 BC、CA 、4B 的 中 点 , 则 F 也 是 3 
和信 LMN 的 重心 . 又 全 LMN 内 A4BC, 由 条 件 有 图 7.2.5 
人 XYZ 中 从 4BC, 所 以 人 XYZ 内 人 LMN. 而 H' 既是 人 XYZ 的 重心 , 又 是 
全 LMN 的 垂 心 ,于 是 , 设 x XH'L = 9, HL = 8 HX, 作 位 似 旋 转变 换 8S( 忌 ， 
,0), 则 人 XYZ 一 人 LMN. 设 0->0', 则 0' 为 全 LMN 的 ,是 人 人 H'0'O0 = 
了 HLX = 90. 但 全 4BC 的 中 点 三 角形 的 外 心 是 全 4BC 的 九 点 圆 圆心 , 而 
全 4BC 的 九 点 圆 的 圆心 是 全 4BC 的 外 心 与 垂 心 的 连 线段 的 中 点 , 即 0' 为 HH 
的 中 点 . 故 0H = 0O0H. 

证 法 2 ”如 图 7.2.6 所 示 , 分 别 过 全 XYZ 的 三 
个 项 点 作对 边 的 平行 线 构成 人 41B1C1, 则 

AAIBICI cm XYZ a 人 ABC 
且 全 XYZ 是 全 41B1Ci 的 中 点 三 角形 ,因而 人 XYZ 
的 重心 了 是 全 41B1C 的 外 心 . 

显然 ,41、Z、H 了 四 点 共 圆 , 且 #'4| 为 其 直 
径 . 又 人 YA1Z = 二 殉 Z, 所 以 ,4.Z、 了、 4 四 点 共 
圆 ,因而 4 4、Z 、 到 了 五 点 共 圆 .既然 点 4 也 在 
以 好 4); 为 直径 的 圆 上 ,因此 44| A 地 . 同 理 , B81、.B.X、H、Z 五 点 共 圆 , Cl、C、 
Y、H、X 五 点 共 贺 ,BB | BE ,CC | CH'.X 

+ AH'A, = + AZA, = + BZB = 4 BH'B, 


图 7.2.6 
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同 理 , x 81'B = CH'C1. 再 注意 Hh41 = HBI = 尿 Ci( 因 六 是 人 4BiCI 的 
外 心 ) 即 知 会 HA414 各 人 HB1B 竺 信 HC1C, 所 以 Hh4 = HB = HC, 这 说 明了 
是 全 4BC 的 外 心 .于 是 , 设 文 484 = 9,H'h = 大 Hh, 作 位 似 旋转 变换 
SC(H',k,0), 则 全 A1B1C1 一 全 4BC. 目 设 公 hiBiCi 的 垂 心 为 HH, 则 H)-> 8H， 
因而 由 441 上 4FH' 即 知 所 HH'FH'. 所 以 ,全 H'HIH 是 以 H'H 为 斜 边 的 直角 
三 角形 .由 于 全 XYZ 是 人 41B81Ci 的 中 点 三 角形 ,而 三 角形 的 中 点 三 角形 的 外 
心 是 三 角形 的 九 点 圆 圆心 ,三 角形 的 九 点 圆 圆心 是 三 角形 的 外 心 与 垂 心 的 连 线 
段 的 中 点 ,因此 0' 为 Rt 会 HIH 的 斜 边 本 Hi 的 中 点 . 故 08 = OH. 

我 们 用 位 似 旋 转变 换 给 出 的 本 题 的 两 个 不 同 证 明 中 , 没有 直接 用 
“人 XYZ 由 全 4BC” 这 个 条 件 作 位 似 旋 转变 换 , 使 个 4BC 一 个 XYZ( 这 样 可 能 就 
麻烦 了 ), 而 是 联想 到 中 点 三 角形 也 有 这 个 性 质 , 从 中 点 三 角形 入 手 .证 法 1 是 
先 作 出 全 4BC 的 中 点 全 LMN ,在 公 XYZ 与 个 LMN 之 间作 位 似 旋转 变换 而 最 后 
得 到 结论 的 ;证 法 2 则 是 构造 一 个 新 的 人 41B1C1, 使 作 XYZ 成 为 人 41B1Ci 的 
中 点 三 角形 ,在 全 41B1C1 与 人 4BC 之 间作 位 似 旋转 变换 而 最 后 得 到 结论 的 . 
这 是 平面 几何 万 至 整个 数学 的 一 种 常用 的 思想 方法 ,颇具 声 东 击 西 之 味 . 

有 些 问题 表面 上 并 没有 同 向 相似 三 角形 ,而 是 将 同 向 相似 三 角形 隐 含 在 问 
题 中 .发现 了 隐 含 的 同 向 相似 三 角形 ,同样 可 以 尝试 用 位 似 旋转 变换 处 理 . 

例 7.2.6 ”证明 Simson 定理 :三 角形 所 在 平面 上 的 一 点 已 在 三 角形 三 边 所 
在 直线 上 的 射影 共 线 的 充分 必要 条 件 是 点 P 在 三 角形 的 外 接 圆 上 . 

证 明 如 图 7.2.7 所 示 , 设 点 忆 在 人 4BC 的 三 边 
BC 、C4 、4B 所 在 直线 上 的 射影 分 别 为 万 五 下 ,不 妨 
设 点 已 在 一 B4C 的 内 部 . 设 PC = kk. PE, 作 位 似 旋 
转变 换 S(P,k, EPC), 则 EE 一 C. 设 D 一 D', 则 也 
仍 在 直线 BC 上 , 且 D' 不 可 能 与 8 重合 . 


如 果 已 在 入 4BC 的 外 接 贺 上 , 则 在 8C( 不 含 点 
A) 上 , ¢ PCE = ¢ PBF, 所 以 人 PEC th 人 PFB, 于 
是 ,FF 一 B. 由 于 BD'、C 三 点 共 线 ,所 以 ,FDE 二 
点 共 线 . 

有 反之 ,车 fF、D、E 三 点 共 线 , 则 由 一 C,D 一 D' 知 ,直线 EC -> 直线 CD' ， 
所 以 ,点 下 的 像 在 直线 CD 上 .又 CE | PE, 而 4B | PF, 所 以 ,点 下 的 像 也 在 
直线 48B 上 , 因此 ,点 下 的 像 为 直线 CD' 与 48B 的 交点 B, 即 -> 有 .于 是 
大 PBF = 大 PCE, 从 而 4、B、P、C 四 点 共 圆 . 换 句 话说 ,点 在 全 4BC 的 外 接 
圆 上 . 

综 上 所 述 ,D、E、F 三 点 共 线 点 PP 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 . 

当 P 在 全 ABC 的 外 接 圆 上 时 ,直线 DEF 称 为 全 4BC 关于 点 P 的 Simson 线 . 


图 7.2.7 
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例 7.2.7 设 了 和 1 分 别 是 全 4BC 的 B. 旁 心 和 C. 旁 心 , 忆 是 人 4BC 的 外 
接 圆 上 一 点 .证 明 ; 公 4BC 的 外 心 是 人 1h4P 和 人 74P 的 外 心 的 连 线段 的 中 点 . 
(第 30 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 如 图 7.2.8 所 示 , 显然 , 1,、4 、L 在 一 
直线 上 . 设 公 HAP、 全 1h4P 和 人 ABC 的 外 心 分 别 为 
O01、02、0, 和 直线 11 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 4 、M 
两 点 . 因 x POi1, = 2 PAl, =xPO7,OIP- 
O01h,02P = 02h， 由 此 可 知 , 人 Phl 中 ， 
人 PO10;. 于 是 , 设 Po = .PO,, 作 位 似 旋 转变 
换 S(P,k, LPO1), 则 [一 01,1. 一 0,. 又 
* POM =2 + PAM = ¢ POih,,OP = OM, 所 以 
M 一 0. 这 样 ,我 们 只 要 证 明 W 为 线段 1 的 中 点 即 可 .而 这 是 很 容易 证 明 的 . 

事实 上 ,以 人 4、 人 BB、 人 C 表示 全 4ABC 相应 的 顶 角 , 则 不 难 知 道 ALC = 
9 - LB, 而 CCM = LB FM LLCM = 90 - LAB = 人 44C, 于 是 
MC = Ml. 同 理 , MB = MI.. 义 LCBM = LCAL, = 14B = LMCB, 所 以 
MB = MC, 从 而 MI = Mi,, 即 M 为 线段 11 的 中 点 . 故 0 为 线段 010, 的 中 点 . 

例 7.2.8 给 定 * > 1, 设 点 已 是 外 接 圆 的 弧 上 一 个 动 点 ,在 射线 BP 和 CP 
上 分 别 取 点 UV 和 V, 使 得 BU = 4. 8B4,CY = 1 .Cc4 ,在 射线 UV 上 取 点 0, 使 
得 UQ = 4. UV. 求 点 0 的 轨迹 . (中 国 国家 队 选 拔 考试 ,1999) 

解 ”如 图 7.2.9 所 示 , 设 点 0 合 于 条 件 , 连 4U、 
47, 由 BU = .B4,CY=1.C4, 文 4B8U = ACV 
知人 4VB 中 全 4VC. 于 是 , 设 4B = .4U, 作 位 似 旋 
转变 换 S(4A,k, x U4B), 则 UV 一 BC. 设 0 0', 因 
@ 在 射线 UV 上 ,所 以 0' 在 射线 BC 上 ,有 日 = ) ,这 说 
明 Q' 是 射线 BC 上 的 一 个 定点 .又 = 4, 即 00' = 
4" 40' 为 一 个 定 值 , 所 以 点 0 在 以 0' 为 圆心 、 
A，A0Q' 为 半径 的 一 段 圆 弧 上 . 图 7.2.9 

当 点 了 运动 到 点 B8( 此 时 BP 变 为 和 4BC 的 外 接 圆 的 切线 ) 或 点 C 时 ,产生 
圆 弧 的 两 个 端点 O 和 0，. 

反之 , 设 0 为 所 述 圆 弧 00: 上 的 任意 一 点 , 则 00' = 4 . 40'. 设 40 = 
A 40@' , 作 位 似 旋转 变换 S(4 ,py， x 0'40), 则 0’ 一 0, 设 BB 一 U,C->VyV, 则 
因 0' 在 射线 6C 上 ,所 以 0 在 射线 UV 上 ,上 且 有 [ 邮 = 从 = 4, 估 = 多? - 
A = OARUO=A. UB 2 ABACV2A CA 


图 7.2.8 
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再 设 BU 与 CV 交 于 点 P, 则 x CPB = x C4B, 所 以 点 PP 在 全 4BC 的 外 接 
圆 上 ,而 且 由 于 7 4 都 位 于 直线 BC 的 同 侧 , 所 以 点 已 与 点 4 也 在 直线 BCc 的 


同 侧 . 故 点 已 在 入 4BC 的 外 接 圆 的 弧 B4C 上 ,因而 点 0 满足 条 件 . 

综 上 所 述 ,点 0 的 轨迹 是 以 0' 为 圆心 .A . 40' 为 半径 的 圆 弧 0, 0;. 

这 个 解答 的 篇 幅 似乎 比较 长 ,但 在 位 似 旋转 变换 的 帮助 下 ,思维 过 程 却 是 
简短 的 . 

例 7.2.9 设 忆 是 人 48BC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 ,入 4BC、 
人 入 ABP 和 全 4PC 的 内 心 分 别 为 IL 和 ,BAC 的 中 点 为 了 ,直线 L[ 与 人 4ABC 的 
外 接 圆 的 另 一 交点 为 0. 求 证 :P、0 、7 六 四 点 共 圆 . 

证 明 ”如 图 7.2.10 所 示 , 设 4B( 不 含 点 C)、 
4C( 不 含 点 B) 的 中 点 分 别 为 W 、N, 则 BN 与 CM 相交 
于 全 4BC 的 内 心 六 CO1 = 108, + CO = 
大 ONMC + 大 ZLOM. 而 

x LOM = 类 LOB -大 MOB = 


(+ CBA+z 4CB) - 3 文 4CB = 


图 7.2.10 


1 
2 
所 以 , CIO = OMC + + LOM = + QBC + CBI = + 0BI. 因 此 , 公 1B0 中 
人 CIO. 
又 不 难 知道 ,4、 六 .有 四 点 在 以 1 为 圆心 的 一 个 圆 上 ,4 、IT、.、C 四 点 在 
以 N 为 圆心 的 一 个 圆 上 .而 x BMI = < UVC, 所 以 AHMHNM 路 和 NIC. 进 一 步 , 因 
2 + Bll = 4 BMP = ¢ BNP = 2 + 10l, 
24¢ TIBI= + PMC = + PNC = 2 LIC 
所 以 , BIN = ¢ ICh, + Bl = + hIC, 因 此 ANIB DALCI. 
于 是 ,以 0 为 相似 中 心 , 作 位 似 旋转 变换 ,使 C 一 已 则 7 一 有 BN 一 M 万 一 
六. 而 点 PP 为 直线 MI 与 NI 的 交点 , 故 由 定理 2.3.3 即 知 P、Q、、Z 四 点 共 圆 . 


例 7.2.10 设 L、.M.N 分别 为 入 ABC 的 外 接 圆 的 BC 、Ch4 、4B( 均 不 含 三 角 
形 的 顶点 ) 的 中 点 .PP 是 BC 边 上 任意 一 点 ,过 P 且 平行 于 到 B 的 内 角 平 分 线 的 
直线 与 一 C 的 外 角 平 分 线 交 于 0, 过 P 且 平 行 于 人 C 的 内 角 平 分 线 的 直线 与 
了 了 B 的 外 角 平 分 线 交 于 R. 求 证 : LP、.MO NMR 三 线 共 点 . (第 38 届 IMO 预选 ， 
1997) 

证 明 ”如 图 7.2.11 所 示 , 设 4,、L 为 合 4BC 的 三 个 旁 心 , 则 0 在 LI, 上， 
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在 11, 上 ,上 且 全 41.B 中 全 4Cl,. 以 和 4 为 相似 中 
心 作 位 似 旋转 变换 ,使 B 一 天 , 则 天 一 C, 因 此 ， 
1B— Cl,.X PO / Bl,, PR / CL ,所 以 
CO _CP BR 
Ol, ™ PB ~ RI. 
因此 ,RR 一 0. 而 工 为 直线 1.B 与 Cl 的 交点 ,于 
是 4、R、L、〖 四 点 共 圆 . 设 这 个 圆 与 人 4BC 的 
外 接 圆 交 于 另 一 点 S, 则 人 SML = SAL = 
了 SO ,而 ML // 0 所 以 SMW 、O 三 点 共 线 . 
同 理 , NWN、S、R 三 点 共 线 .又 
LCS0 = LCSM = LCBM = LCPO 
所 以 ,S、.P.C、0 四 点 共 圆 , 于 是 ,PSC = POC = BML = /BAL = 
了 了 IAC = 人 人 LSC. 故 S.PL 三 点 也 共 线 . 换 句 话说 , PL、QM、RN 三 线 交 于 
全 4BC 的 外 接 圆 上 一 点 . 
这 上 几 例 告诉 我 们 :应 善于 从 平面 几何 问题 的 已 知 条 件 中 发 现 同 向 相似 三 角 


形 . 

由 例 7.2.10 容易 证 明 如 下 的 

命题 7.2.1 设 4D、 BF CPF 是 人 4BC 的 三 条 高 , 则 人 4BEF、 ApBFD、 
全 CDE 的 三 条 Euler 线 交 于 公 ABC 的 九 点 圆 上 一 点 . 

事实 上 ,如 图 7.2.12 所 示 , 设 人 4FEF 的 Euler 
线 与 EF 交 于 P, 公 BFD 的 Euler 线 与 BF 交 于 0， 
人 入 CDE 的 Euler 线 与 EC 交 于 R, 因 个 4EF 水 
入 DBF 路 人 DEC, 所 以 ,2 = ob = 全, 因此 
PO // EB,PR// FC. 

设 旦 为 全 4BC 的 重心 ( 即 4D、BE、CF 之 交 
点 ),L、MN 分 别 为 4H、BH、CH 的 中 点 , 则 LL、M、 
N 分 别 为 人 AEF、 公 BFD、 全 CDE 的 外 心 , 所 以 图 7.2.12 
从 AEF 公 BFD、 公 CDE 的 Euler 线 分 别 过 L、M、 
NN, 即 PL、OM、RN 分别 为 全 AEF、 合 BFD、 公 CDE 的 Euler 线 .又 公 ABC 的 九 点 
圆 即 人 DEF 的 外 接 圆 ,和 人 48BC 的 九 点 加 过 LMWN 三 点 , 而 D4、EB、FC 为 
人 DEF 的 三 条 内 角 平 分 线 , 由 例 7.2.7, PL、OM 、RN 交 于 全 DEF 的 外 接 圆 上 一 - 
点 , 即 公 AEF、 公 BFD、 公 CDE 的 Euler 线 交 于 全 4BC 的 九 点 圆 上 一 点 . 

如 果 一 个 平面 几何 问题 的 结论 是 线段 的 位 置 关 系 , 则 可 以 先 找 出 两 个 同 向 
相似 三 角形 ,然后 用 位 似 旋 转变 换 直 接 得 到 . 

例 7.2.11 设 O 是 凸 四 边 形 4B8CD 的 两 对 角 线 的 交点 . 证明:; 公 40B 和 
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全 COD 的 重心 的 连 线 与 全 BOC 和 人 和 DO4 的 重心 的 连 线 互 相 垂直 .( 中 国 国家 
集训 队 培 训 ,2003 ) 

证 明 如 图 7.2.13 所 示 , 设 人 40B 和 人 COD 
的 重心 分 别 为 G1、G6;, 合 DOA 和 公 BOC 的 重心 分 
别 为 Hi、 于 .全 DO4 的 重心 为 G3, 公 408B 的 垂 心 为 
Hs, 则 有 G3G1 1 DB,GzG3 MA CA, 所 以 HyH3 | 
G2G3,， H3H1 | G3G1. 再 设 直 线 CH, 交 DB 于 五 , 直 
线 AH1IH; 交 DB 于 F, 人 BOC = a, 则 有 EF = 
HH3* sina,EF = CA.: cos a, 所 以 

HHs = CA * cot a 


4 B 
图 7.2.13 


同 理 , HaHt = BD ,cot a. 又 不 难 知道 , 6363 = 广 C4, G3G1 = 了 DB, 所 以 ， 
CG = 全 人 再 由 HHH, = a,; 了 G1G63G， = a 即 知 全 HiH3H; 疏 
和信 G1G3G2. 显 然 , 这 两 个 三 角形 是 同 问 的 . 因 现下 | G2G3,H3H1 | G3G1. 于 
是 , 设 G6,63 = kk， 本 H3, 则 存在 位 似 旋 转变 换 SCP,k,90), 合 全 HiH;H; 一 
从 G1G3G2.: 秦 CC | HiH. 

在 平面 几何 中 ,还 有 一 类 问题 是 证 明 两 个 图 形 相似 . 如 果 这 两 个 图 形 是 同 
向 的 , 则 我 们 可 以 设法 证 明 其 中 一 个 图 形 能 通过 某 个 位 似 旋转 变换 变 为 为 一 个 
图 形 ;或 者 其 中 一 个 图 形 经 某 个 位 似 旋转 变换 后 与 男 一 个 图 形 相似 . 

例 7.2.12 设 4BCDEF 是 圆 的 内 接 六 边 形 ,4B = CD = EF,A4C 与 BD 交 
于 点 P, CE 与 DF 交 于 点 0 ,Eh .1B 交 于 点 尺 . 求 证 :全 POR 人 和 人 FBD.( 第 41 届 
保加利亚 数学 奥林匹克 ,1992) 

证 明 ”如 图 7.2.14 所 示 , 设 0 为 圆心 , 因 
AB = CD = EF,FPL ¢ AOB = ¢ COD = + EOF. 
于 是 , 令 9 = x 408B, 作 旋转 变换 R(O,90), 则 有 
和信 AC -> 全 FBD. 设 LMWN 分 别 为 4C、CE、EA 
的 中 点 ,L 为 BD 的 中 点 , 则 0L | 4C,0M | CE, 
ON | EA4,0L | BD, 昌 有 工 一 上 L'. 由 此 可 知 ， 
07 = OL, + LOL' = 0. 

另 一 方面 ,由 OL | 4C,0L' | BD,0L = OF 


知 OP 平分 DPh, 从 而 + LOP = 广 9. 同 理 


x MOQ = NOR = 50 
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于 是 , 设 OP = k* OF, 再 作 位 似 旋转 变换 S(0,k, 方 9), 则 人 LMN 一 人 PQR， 
所 以 ,人 APOR c 关 和 1NV. 但 人 1NHNnDARMCSAFBD, 故 全 PORn 人 FFBD. 


7.3 ”两 圆 与 位 似 诈 转变 换 


我 们 知道 ,任意 两 个 圆 都 是 位 似 的 ( 见 6.4) ,因而 任意 两 个 圆 都 是 真正 相 
似 的 ,相似 系数 是 两 圆 的 半径 之 比 .另外 ,对 于 平面 r 上 两 个 圆 六 、P> 我们 还 
可 以 先 将 其 中 一 个 圆 一 一 警 如 说 圆 > 通过 一 个 轴 反 射 变 换 使 其 变 为 圆 T ,此 
时 , 圆 六 与 圆 六 当然 也 是 真正 相似 的 ,因而 圆 也 与 圆 忆 是 镜像 相似 的 .由 此 
可 知 ,任意 两 圆 既是 真正 相似 的 ,又 是 镜像 相似 的 .这 样 , 只 要 两 圆 不 等 ,它们 就 
有 相似 中 心 , 既 有 顺 相 似 中 心 ,也 有 逆 相 似 中 心 . 

定义 7.3.1 设 两 圆 既 不 同心 也 不 相等 . 以 两 圆 圆 心 为 定点 \ 两 圆 半径 之 
比 为 定 比 的 阿 氏 圆 包 称 为 两 圆 的 相似 圆 . 

在 一 般 情况 下 ,相似 比 不 等 于 1 的 两 个 相似 图 形 只 有 一 个 相似 中 心 ,而 对 
于 两 个 不 等 且 不 同心 的 圆 来 说 就 不 同 了 一 一 它们 有 无 穷 多 个 顺 相 似 中 心 和 逆 
相似 中 心 ， 

定理 7.3.1 设 平面 x+ 上 两 圆 OO 、@ 0; 不 同心 ,它们 的 半径 分 别 为 六 
r2; 昌 7 关 2; 则 O01 与 0; 的 相似 加 上 任意 一 点 既是 这 两 贺 的 硕 相似 中 心 ， 
也 是 这 两 圆 的 逆 相 似 中 心 ; 且 O01 与 @0; 的 所 有 顺 相似 中 心 和 逆 相 似 中 心 都 
在 这 两 圆 的 相似 圆 上 . 

证 明 ”如 图 7.3.1 所 示 , 设 MN 分 别 
为 两 圆 的 内 位 似 中 心 和 外 位 似 中 心 , 则 以 
MN 为 直径 的 圆 了 即 是 所 0 与 提 02 的 相似 
圆 .显然 ,MN 两 点 都 是 折 01 与 0, 的 顺 
相似 中 心 .再 令 r。= 4… ,显然 

TN,A, O10,) 
ww OO 一 全 0， 

又 过 A 放 作 010; 的 垂 线 1, 则 © 01 下 
@ 0,, 所 以 ,M、N 两 点 也 都 是 人 01 与 © 0; 的 道 相似 中 心 . 


设 是 贺 厂 上 任意 异 于 以 、N 的 一 点 , 则 由 相似 贺 的 定义 ,有 PG! = 全 .所 


SCP,A,  O1PO,) 


以 ,Oi 一 一 一 一 一 > 0;, 故 PP 是 O01 与 人 0, 的 顺 相似 中 心 .又 
四 阿 氏 圆 的 定义 见 引 理 2.3.1. 


357 


几何 变换 
与 几何 证 题 


T(P,A, PM) 


OO0i OO————> ©0, 

因此 ,P 也 是 0 与 © 0; 的 逆 相 似 中 心 . 

肥 之 , 设 点 P 是 0 与 ©@ 0; 的 一 个 相似 中 心 , 则 无 论 是 顺 相 似 中 心 ,还 是 
逆 相 似 中 心 ,都 有 0! = 区 ,所 以 点 忆 在 局 0 与 所 0; 的 相似 圆 生 上 . 

由 定理 7.3.1, 我 们 看 到 ,两 圆 的 相似 圆 上 的 每 一 点 既是 两 圆 的 顺 相 似 中 
心 ,也 是 两 圆 的 逆 相 似 中 心 , 旦 两 圆 的 所 有 顺 相似 中 心 和 首相 似 中 心 都 集中 在 
两 圆 的 相似 圆 上 . 这 也 是 我 们 为 什么 将 其 定义 为 “相似 圆 ”的 原因 

当 两 圆 相交 时 ,由 定理 7.3.1, 交 点 显然 是 两 圆 的 相似 中 心 . 

定理 7.3.2 设 两 圆 相 交 , 以 两 圆 交点 之 一 作为 两 圆 的 顺 相 似 中 心 , 则 分 
别 在 两 圆 上 的 两 点 是 两 圆 的 顺 相 似 对 应 点 当 且 仅 当 这 两 点 的 连 线 通过 两 圆 的 
为 一 交点 . 

证 明 如 图 7.3.2 所 示 , 设 0 与 @0， 


S(A,k,0) 
交 于 A.B 两 点 , 且 GO OO 一 一 ~ (0,,P.O 


分 别 为 @O 与 @O, 上 的 点 . 


1 
x WBA = 3 K @024 


2 x ABP = 18P -3 «POA 


于 是 图 7.3.2 
S{A,k,0) 
PY Qo + 0054 = 4 POA + 0BA + ABP = i180 
直线 Po 通过 点 B 


特别 地 ,其 中 一 圆 上 的 某 一 点 与 点 B 是 两 圆 的 顺 相似 对 应 点 当 且 仅 当 这 
一 点 与 点 B 的 连 线 是 另 一 圆 的 切线 

由 和 定理 7.3.2, 凡 出 现 了 过 相交 两 圆 的 一 个 交点 的 割 线 的 问题 ,我 们 都 可 以 
考虑 以 另 一 个 交点 为 相似 中 心 的 位 似 旋转 变换 . 

例 7.3.1 设 圆 卫 与 圆 卫 交 于 4、B8 两 点 ,过 
点 4 任 作 两 条 割 线 CD 和 ZEF 分 别 交 圆 了 于 点 C、 
E, 交 圆 于 点 D、F. C、D 两 点 处 的 切线 交 于 点 
P,E、F 两 点 处 的 切线 交 于 点 Q. 证 明 : BP = Bo 的 
充分 必要 条 件 是 CD = EF. 

证 明 ”如 图 7.3.3 所 示 , 设 01 与 @0, 的 半 《 
径 分 别 为 mn rz,rz = 有， ri, 作 位 似 旋 转变 换 S(B， 
,< 01B0;), 则 01 一 0,, 而 割 线 CD、EF 蕴 
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过 两 圆 的 另 一 交点 4 ,所 以 ,C 一 了 ,BE 一 下 ,所 以 人 DB = 人 ECB .十 是 , 设 直 
线 CE 与 DF 交 于 R, 则 B、C、R、D 四 点 共 圆 . 因 切 线 CP 一 切线 PD, 所 以 B、C、 
PD 四 点 共 圆 , 从 而 B.C、.P.RD 五 点 共 圆 , 所 以 ,人 CPB = 人 CRB = 
ERB.X /BCP = BER, 因此 ,全 BCP 全 BER. 同 理 , 公 BRD cn 全 BOP. 


BP BC CD BD BR 
显然 ,人 BEF cm 人 BCD. 于 是 ,PR = BE = FF = pF = 80: 故 有 
BP = B0OBP = BRECD = EF 
例 7.3.2  ” 设 圆 卫 ; 与 圆 岂 交 于 4、B 两 点 ,一 直线 过 点 4 分别 与 加 六 、 圆 


帮 交 于 男 一 点 C 和 万 ,点 用 .NK 分别 是 线段 CD、BC、BD 上 的 点 , 且 MN / 


BD ,MK // BC. 再 设 点 .FF 分 别 在 贺 T 的 BC( 不 含 点 4) 上 和 圆 的 BD( 不 
含 点 4) 上 ,有 是 EN | BC,FK | BD. 求 证 :EMF = 90P.( 第 43 届 IMO 预选 ， 
2004; 第 22 届 伊 衣 数 学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 ”如 图 7.3.4 所 示 , 设 rl = 天. r 作 
位 似 旋转 变换 S(B,k，x DBC) , 因 割 线 CD 过 
两 圆 的 男 一 交点 ,所 以 ,D->C. 设 K 一 K',F 一 


KC KD MD _NB 


设 FrK' 的 延长 线 交 圆 T 于 L, 则 有 , 所以， 
LEBN = /ABFK',Mm ABFK'’ = LBFK, 于 
是 ,人 EBN = 人 BFK. 叉 BKF 与 人 ENB 短 为 
直角 ,因此 , 公 BFK 全 EBN, 从 而 .但 由 MN // BD,MK // BC 知 , 四 边 形 
MNBK 是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 , BK = MN,BN = MK, 于 是 . 易 知 人 MNE = 
FFKM ,因此 和 人 MEN 中 全 FMK. 再 注意 EN | BC,FK | BD 即 知 EM | MF. 

例 7.3.3 圆 T 与 圆 王 交 于 4、B 两 点 ,过 点 B 的 一 条 直线 分 别 交 圆 有 
与 圆 厂 交 于 C、D 两 点 , 且 8B 在 C、D 之 间 . 平 行 于 4D 的 一 条 直线 切 圆 卫 于 五 ， 
且 点 五 到 4D 的 距离 较 小 . 直线 4E 交 圆 夏 , 于 FF. 证 明 

(1) 圆 在 点 FF 的 切线 平行 于 AC; 

(2) 圆 荆 在 点 E 处 的 切线 . 圆 T, 在 点 下 处 的 切线 两 条 切线 及 直线 CD 三 
线 共 点 . 

(意大利 国家 队 选 拔 考 试 ,2004) 

证 明 ”如 图 7.3.5 所 示 , 以 点 B 为 位 似 旋转 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 圆 也， 
变 为 圆 . 因 直 线 EF 过 两 圆 的 为 一 交点 4, 所 以 一 下 ,从 而 圆 在 点 处 
的 切线 一 圆 忆 在 点 下 处 的 切线 .于 是 , 设 圆 本 在 点 下 处 的 切线 与 圆 P 在 点 
下 处 的 切线 交 于 kK, 则 由 定理 2.3.3 知 EF、K、B 四 点 共 圆 ,所 以 ,KBF = 
KEF = 人 DAF( 因 EK/ 4D) = 人 DBF( 因 A、B、D、F 在 圆 厂 上 ), 这 说 明 KK、 


图 7.3.4 
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D、B 三 点 共 线 , 即 点 K 在 直线 CD 上 , 换 句 话 
说 , 圆 六 在 点 处 的 切线 、 圆 I 在 点 下 处 的 切 
线 以 及 直线 CD 三 线 共 点 .这 就 证 明了 (2). 

又 因为 点 天 在 直线 CD 上 ,已 .下 KB 四 点 上 
共 圆 ,A4、C、B、E 在 圆 上 ,所 以 

LAFK = LEBC = 180 - 一 C4F 

故 FK // 4C. 即 圆 卫 在 点 下 的 切线 平行 于 4C. 
(1) 也 得 证 . 图 7.3.5 

本 题 中 有 两 条 割 线 分 别 过 两 圆 的 两 个 不 同 的 交点 4、B, 如 果 以 点 4 为 相 
似 中 心 作 位 似 旋 转 ,使 C-> DD 或 D 一 C, 则 往 下 我 们 将 一 筹 莫 展 .考虑 到 过 交点 
4 的 割 线 联 系 两 条 切线 ,故我 们 取 交 点 B 为 相似 中 心 , 然 后 利用 位 似 旋转 变换 
的 性 质 直接 得 到 E、F、K、B 四 点 共 圆 ,从 而 使 问题 顺利 地 得 到 解决 .这 说 明 当 
我 们 遇 到 两 圆 相交 并 且 过 每 个 交点 都 有 两 圆 的 割 线 的 问题 而 欲 用 位 似 旋 转变 
换 处 理 时 ,如 果 以 其 中 的 一 个 交点 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 遇 到 困难 , 则 我 
们 应 考虑 取 另 一 个 交点 作为 相似 中 心 作 位 似 旋转 变换 进行 尝试 . 


例 7.3.4 设 4.B8、C 将 圆 卫 分 成 三 段 弧 , 忆 是 BC 上 的 一 个 动 点 , 1D 分 
别 是 全 4BP 和 人 和 4Pc 的 内 心 .求证 :入 P1D 的 外 接 圆 交 圆 了 于 己 之 外 的 一 个 
定点 . (第 14 届 伊 朗 数学 奥林匹克 ,1997) 

本 题 显 然 是 上 节 例 7.2.9 的 直接 结果 .但 本 题 属于 典型 的 两 圆 相 交 问 题 ， 
尽管 条 件 中 没有 出 现 过 交点 的 割 线 ,我 们 同样 可 以 以 其 中 的 一 个 交点 为 两 圆 的 
相似 中 心 用 位 似 旋 转变 换 出 奇 制胜 地 解决 . 

证 明 ”如 网 7.3.6 所 示 , 设 全 P17 的 外 接 圆 


与 圆 卫 交 于 点 已 之 外 的 一 点 0,48 与 4C 的 中 点 分 
别 为 M、N, 则 站 、M 在 一 直线 上 ,PP 、N 在 一 
直线 上 ,于 是 ,以 0 为 位 似 旋转 中 心 作 位 似 旋转 变 
换 , 使 全 PP 的 外 接 圆 一 0, 则 7 一 MM, 一 
OM TM 


NN, 所 以 ,全 Qn MO 人 QhN, 于 是 ,OW = DN :但 
、 OM AM 图 7.3.6 
nM = AM,DN = AN, 所 以 ,AX = ON = AN 为 定 


值 ,从 而 0 是 以 及、N 为 定点 为 定 比 的 阿 氏 圆 与 圆 卫 的 另 一 交点 . 故 0 是 圆 
矿 上 的 一 个 定点 . 


由 例 7.2.9 知 ,定点 0 是 过 BAC 的 中 点 和 公 4BC 的 内 心 的 直线 与 圆 卫 的 另 
一 个 交点 . 
对 于 有 些 尽管 没有 出 现 相交 两 圆 .甚至 没有 出 现 贺 ,但 出 现 了 三 角形 的 外 
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心 等 与 圆 有 关 的 概念 的 平面 几何 问题 ,我 们 也 可 以 设法 使 其 成 为 相交 圆 问 题 而 
尝试 用 位 似 旋 转变 换 解 决 . 

例 7.3.5 设 AD 是 全 4BC 的 高 , M 是 BC 边 的 中 点 ,过 的 一 条 直线 分 别 
交 直 线 4B、4C 于 E、F, 且 AE = AF,0 是 全 AEF 的 外 心 .证 明 ; OM = 0D.( 第 
54 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,2003) 

证 明 ”如 图 7.3.7,7.3.8 所 示 , 不 妨 设 4B > 4C, 设 人 人 45BC 的 外 接 圆 卫 | 与 
人 AEF 的 外 接 圆 TT 交 于 4、P 两 点 . 以 P 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 圆 
夏 一 圆 T, 则 B->E,C 一 下 ,所 以 ,个 PBE 人 PCF. 又 由 MM 为 BC 的 中 点 及 
AE = 4F 不 难得 到 BE = CF, 所 以 PB = PC ,PE = PF. 这 说 明 点 PP 既是 圆 T， 


的 BC( 不 含 点 4) 的 中 点 ,也 是 圆 [的 EF( 不 会 点 4) 的 中 点 .因此 , PM | BC， 
4P 为 圆 T, 的 直径 .于 是 , 青 过 0 作 BC 的 垂 线 交 BC 于 NN, 并 注意 4D | BC,0 
为 4P 的 中 点 即 知 WN 为 MD 的 中 点 ,所 以 ,全 OMD 是 以 MD 为 底 边 的 等 腰 三 角 
形 . 故 OM = OD. 


图 7.3.7 图 7.3.8 


例 7.3.6 证明 Steiner 定 理 : 设 四 边 形 4BCD 的 边 4B、CD 所 在 直线 交 于 EE， 
边 4D、BC 所 在 直线 交 于 F, 则 公 ABF、 公 ADE、 全 BCE、 全 DCF 这 四 个 三 角形 的 
外 心 在 一 个 圆 上 . 

证 明 如 图 7.3.9 所 示 , 设 人 4BF、 
全 ADE 全 BCE、 全 DCF 的 外 心 分 别 为 01、O0;、 
03、04, 合 BCE 的 外 接 圆 QO; 与 人 CDF 的 外 
接 圆 © 04 交 于 C、P 两 点 .以 P 为 相似 中 心 作 EC 
位 似 旋转 变换 ,使 Oo -> 04, 则 B 一 FF，| 


下, 直线 BE -> 直线 FD. 而 点 4 为 直线 BE \、 W227 
与 FD 的 交点 ,所 以 A、B、P、F 四 点 共 贺 (4.E、 、、 > 7 
P\D 四 点 也 共 圆 ). 于 是 ,O01 亦 为 人 PBF 的 外 

心 ,所 以 BOIP = 2 一 BFP. 但 03-> 04, 所 以 图 7.3.9 


了 BFP = 人 O0304sP, 从 而 有 BOIP = 2 一 0304P. 又 0IP = 01B,03P = 
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03B, 所 以 0103 垂直 平分 线段 PB, 因而 人 BOIP = 2 一 0;0iP, 这样 便 有 
人 0304P = 人 0301P, 于 是 , 01、03、P、04 四 点 共 圆 . 同 理 , 0;,、03、P、O4, 四 点 
共 圆 . 故 01、0，、03、04 四 点 共 圆 . 

实际 上 ,我 们 证 明了 01、0，、03、04、P 五 点 共 圆 . 

点 PP 称 为 完全 四 边 形 4BCDEF 的 Miquel 点 . 它 是 完全 四 边 形 的 四 个 三 角形 
的 外 接 圆 所 共 之 点 ;而 完全 四 边 形 的 四 个 三 角形 的 外 心 所 共 之 圆 则 称 为 完全 四 
边 形 的 Miquel 圆 . 

例 7.3.7 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,4B = 4C = BD ,对 角 线 4C 与 BD 交 于 P， 
全 hBP 的 外 心 和 内 心 分 别 为 0、1. 求 证 :如 果 0 x [1, 则 01 | CD.( 白 俄罗斯 数 
学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 如 图 7.3.10 所 示 , 因 全 4BP 的 内 心 7 
在 一 BhC 的 平分 线 上 ,4B = 4C, 所 以 41 是 BC 的 
垂直 平分 线 . 同 理 , BI 是 4D 的 垂直 平分 线 ,于 是 
4C61 = 人 1BM = 人 DB1 ,因此 ,P、 六 8B、C 四 点 共 
圆 . 设 01 为 其 圆心 . 因 P、B 为 0 与 ©@01 的 两 个 
交点 ,A、C 分 别 在 0 与 @0, 上 ,于 是 ,以 B 为 相 
似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 ,使 0 一 0, 则 C 一 4, 所 


以 人 0BO| 岂 人 4BC, 而 4B = AC， 因 此 ， 
OO Bo 

OB = O01. 又 Oi 1 = 二 B01, 于 是 有 OO ~ BO 二 

BC BC 

BA ~ BD: 


男 一 方面 , 因 IB = 1C ,0 是 全 1BC 的 外 心 ,所 以 ,10 BC. 又 PB 是 0 
与 O01 的 公共 弦 ,所 以 00 | BP, 从 而 人 1010 = 人 CBD ,因此 ,人 OO 吵 
和 人 BCD ,再 由 1710, | BC,00 1 5D 即 知 01 | CD. 

如 果 一 个 两 圆 相交 问题 需要 证 明 分 别 位 于 两 圆 上 的 两 点 与 两 圆 的 一 个 交 
点 共 线 , 则 我 们 可 以 (设法 ) 证 明 所 给 两 点 正好 是 以 两 圆 的 另 一 个 交点 为 相似 
中 心 时 两 圆 的 顺 相 似 对 应 点 . 

例 7.3.8 平面 上 两 圆 相交 ,4 为 其 中 的 一 个 交点 ,有 两 个 点 同时 从 点 4 出 
发 ,各 以 恒 速 沿 其 中 的 一 个 圆 绕 行 , 并 在 绕 行 一 周 后 同时 回 到 点 4. 证 明 : 在 平 
面 上 存在 一 点 1 ,在 任何 时 候 它 到 两 动 点 的 距离 都 相等 . (第 21 届 IMO ,1979) 

证 明 ”如 图 7.3.11 所 示 , 设 0 与 0, 交 于 4、B 两 点 ,01 与 人 0; 的 
半径 比 为 有 . 作 位 似 旋转 变换 S(4,k, x 0140;), 则 01 一 申 0,. 

设 两 个 同时 从 点 4 出 发 的 动 点 在 某 一 时 刻 分 别 到 达 O01 上 的 点 P 与 
@ 0; 上 的 点 0 的 位 置 . 因 两 个 动 点 各 以 恒 速 沿 其 中 的 一 个 圆 绕 行 ,并 在 绕 行 一 
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周 后 同时 回 到 4 点 , 这 说 明 两 个 动 点 分 别 沿 
O01 与 0, 绕 行 的 角速度 是 相等 的 . 所 以 ， 


S(A,k, OA0, 
玉 一 


0, 由 定理 7.3.2,P、B、0 
三 点 是 共 线 的 . 


过 点 4 作 垂直 于 48B 的 割 线 分 别 交 0 与 
@ 0: 与 另 一 点 C.D, 则 人 QPC = 人 BAD = 
90p,DOP = 了 C4B = 9%0p, 即 有 CP | Po， 
DO | PO0. 于 是 , 设 MM、N 分别 为 线段 CD 和 Po 
的 中 点 , 则 直线 MN 为 PO 的 垂直 平分 线 , 所 以 ,MP = MQ. 换 铝 话说 ,对 于 CD 
的 中 点 用 (这 是 一 个 与 动 点 P、0 无 关 的 定点 ), 恒 有 MP = M0. 

本 题 曾 在 第 5 章 用 轴 反 射 变换 给 出 过 一 个 证 明 ( 例 5.8.4). 前 后 两 个 证 明 
都 涉及 P、.B8、0 三 点 共 线 的 问题 ,而 这 是 定理 7.3.2 的 直接 结果 . 

例 7.3.9 设 两 圆 证 与 T 交 于 4、B 两 点 ,过 B 作 一 -条 割 线 分 别 与 圆 六) 
和 本 , 交 于 C、D,P 是 线段 CD 上 一 点 ,EF 分别 为 圆 帮 和 本 ,上 的 点 , 且 E、P 
在 AC 的 两 侧 , P、F 在 4D 的 两 侧 , EP // 4D, FP // 4C. 求 证 : B、.P、E、F 由 点 共 
圆 .( 第 34 届 美 国 数 学 奥林匹克 ,2005). 

证 明 ”如 图 7.3.12 所 示 , 设 圆 卫 与 书 的 
圆心 分 别 为 01、0;. 不 失 一 般 性 , 设 点 PP 在 线段 
CB 上. 因 FP // 4AC, 所 以 ,人 BPF = 人 BCA =“ 
了 BEAh ,于 是 ,B、P、E、F 四 点 共同 当 生 仪 当 E、c 
4 下 三 点 共 线 .下 面 证 明 .4A、F 三 点 共 线 . 

事实 上 , 因 CD 是 过 两 圆 族 | 与 T 的 交点 B 
的 一 条 制 线 ,所 以 ,全 4CD 全 4010s. 而 
人 4010， 竺 公 BO10,， 因此 ,人 4CD cn 图 7.3.12 
从 BO102. 过 点 B 分 别 作 PE、PF 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 玉江, 则 吾 天 、 己 工 四 点 
共 圆 ,于 是 由 EP // 4D,FP // AC 知 

LBKL. /BPL = /DCA 
/KLB = LKPB = 了 人 FPC = /ADC 
所 以 ,全 BKL 和 4CD, 从 而 人 4CD cn 人 BO02. 

设 4D = k，4C, 作 位 似 旋转 变换 S(B, ,大 080:) , 则 圆 TT 一 图 T,， 
KK 一 LL. 因 BK | EP,BL | FP, 所 以 ,直线 EP 一 直线 FP, 从 而 直线 古 与 圆 卫 ， 
的 交点 一 直线 FP 与 圆 修 的 交点 .再 设 直线 4D 与 圆 让 交 于 另 一 点 0 ,直线 4C 


与 圆 刀 交 于 另 一 点 R, 则 圆 T, 上 的 CO -> 圆 P, 上 的 RD ,因而 必 有 -> F. 故 
由 定理 7.3.2 即 知 E44、F 三 点 共 线 . 


图 7.3.11 
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S(O,k,0) 


注意 到 当 4、B A'、B' 时 ， 如果 设 0B = 有 . 04, 则 有 
S(O,k’, + A0B) 


4、4' 一 一 一 一 一 一 > B、B'. 将 这 种 方法 用 于 处 理 某 些 相 交 两 贺 问 题 ,可 以 获 
得 意 想不到 的 效果 . 

例 7.3.10 在 人 048 与 人 0OCD 中 ,04 = 08,0C = 0D. 直 线 4B 与 CD 
交 于 点 P, 全 P4C 与 全 PBD 的 外 接 圆 交 于 已 、O 两 点 .求证 : 00 | Po. 

证 明 如 图 7.3.13,7.3.14 所 示 , 以 点 0 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 
(PAC) 一 (PBD), 则 4 一 B,C->D, 于 是 ,以 0 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 
换 , 使 4 一 C, 则 B 一 DD. 设 线段 4B、CD 的 中 点 分 别 为 MN, 则 M -> N, 因 而 
P、Q、M、N 四 点 共 圆 .但 过 P.M、N 三 点 的 圆 以 OP 为 直径 ,这 说 明 点 0 在 以 
OP 为 直径 的 贺 上 . 故 00 | P0O. 

本 题 椎 广 了 第 26 届 IMO 的 一 道 几何 题 一 一 即 例 5.4.5. 


图 7.3.13 图 7.3.14 


例 7.3.11 设 公 04B 与 全 0CD 反 向 相似 ,直线 4B 与 CD 交 于 P,Q(P4C) 
与 (PBD) 交 于 P、0 两 点 .求证 : 00 | Po 

证 明 如 图 7.3.15 所 示 , 设 点 0 在 直线 4B、 
CD 上 的 射影 分 别 为 E、F. 因 个 04B 与 人 OCD 反 
向 相似 ,所 以 全 0E4 与 人 人 OCF 也 反 向 相似 , 旦 点 


C.D 的 顺序 与 点 E、A、B 的 顺序 相同 , 6 = 

2 以 @ 为 相似 中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 

(PAC)—> ©O(PBD), 则 4—> B,C 一 DD, 于 是 ,以 

0 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 A 一 C, 则 8 一 
EA FC 

D .而 入 = [万 , 所 以 EE 一 下 ,因此 P、O、F.E 四 点 


共 圆 ,但 过 P、E、F 三 点 的 圆 以 OP 为 直径 ,这 说 明 点 Q 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 . 
故 OO 上 PQ. 


几何 变换 
与 几何 证 题 
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因为 在 不 同 两 贺 上 的 任意 两 点 都 可 以 作为 这 两 贺 的 顺 相似 对 应 点 ,所 以 ， 
两 贺 问 题 并 不 一 定 要 相交 才能 用 位 似 旋 转变 换 进行 尝试 ,不 相交 的 两 圆 问 题 也 
可 以 考虑 用 位 似 变 换 处 理 . 另 外 ,相交 两 圆 问 题 也 不 一 定 非得 以 它们 的 一 个 交 
点 为 相似 中 心 作 位 似 旋 转变 换 , 这 要 根据 具体 问题 而 害 . 


7.4 等 角 线 及 其 他 与 位 似 旋 转变 换 


如 果 OY 是 OX 关于 了 408 的 等 角 线 , 则 在 以 0 为 位 似 旋 转 中 心 的 位 似 旋 
转变 换 下 , 当 直 线 04 一 直线 OX 时 , 必 有 直线 0Y 一 直线 0B, 所 以, 当 直线 04 
上 的 点 变 到 直线 0X 上 时 ,直线 0Y 上 的 点 必 变 到 直线 08B 上 .因此 , 当 一 个 平面 
几何 问题 含有 等 角 线 的 条 件 时 ,我 们 是 可 以 考虑 用 位 似 旋 转变 换 处 理 的 . 

例 7.4.1 设 已 为 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 .证 明 : PA4、PB、PC 分 别 关 于 
全 4BC 的 三 硕 角 的 等 角 线 共 点 或 互相 平行 . 

本 题 曾 在 第 5 章 用 轴 反 射 变换 给 出 了 一 个 证 明 ( 见 例 5.8.7), 但 本 题 是 一 
个 典型 的 等 角 线 问题 ,因而 应 该 更 适 于 用 位 似 旋转 变换 处 理 . 事 实 上 也 是 如 此 . 

证 明 ”如 图 7.4.1 所 示 , 设 PB、PC 分 别 关 于 全 ABC 的 顶 角 B、C 的 等 角 线 
交 于 一 点 0,BC = hk， BP, 作 位 似 旋 转变 换 S(B,k, < PBC), 则 PP 一 C. 设 
4 一 4' , 则 4' 在 直线 BO 上 ,BA'C = 人 BAP, 且 44'’B = 人 PCB = 一 4C0O， 
所 以 ,4'、4、0、C 四 点 共 圆 ,从 而 有 04C = 人 人 04'C = 人 BA'C = 了 人 BAP, 因 
此 ,40 是 4P 关于 全 4BC 的 等 角 线 . 换 句 话说 , 此 时 PA 、PB 、PC 分 别 关 于 
全 ABC 的 三 顶 角 的 等 角 线 交 于 一 点 . 

如 图 7.4.2 所 示 , 如 果 PB、PC 分 别 关 于 公 A4BC 的 项 角 B、C 的 等 角 线 BY、 
CZ 平行 , 则 ZCB + LCBY = 180. 但 人 ZCB = ACP, 人 CBY = 人 PBA, 所 
以 ,4CP + PBA = 180 ,因此 ,A 、B、P、C 四 点 共 圆 , 即 点 PP 在 全 4BC 的 外 
接 圆 上 . 于 是 , 设 AX 是 4P 关于 BA4C 的 等 角 线 , 则 有 人 XA4C = 人 BAP = 
BCP = 人 2ZCh, 所 以 4X // ZC. 因而 此 时 AX A BY / CZ. 


几何 变换 
与 几何 证 题 


例 7.4.2 设 P.O 是 人 4BC 内 部 的 两 个 等 角 共 示 点 , 且 BPC = 
了 CPA = 一 4PB = 120p. 求 证 ; 
QA .: 0B.: OC: (PA+ PB+ PC)3 = (BC.C4. 48)2 
证 明 如 图 7.4.3 所 示 , 设 4C = 大 .40， 
克 4DB = 0, 作 位 似 旋转 变换 5S(4,k,0), 则 0 一 C. 
设 BB 一 B', 则 B' 在 直线 AP 上 , 昌 人 B'BA = 一 CO4， 


AB’” (4A Fry ,Ap , 
AB = 04 ,所 以 04 4B' = CA . AB. 


为 一 方面 , 因 人 BAP + /PCB + /CBA =- \\ 
一 CP4 = 120? ， 所 以 OAC 十 ACOQO 二 ~ BAP 十 B’ 
一 PCB = 1l20 - 人 人 CBA, 从 而 人 CQ4 = 180 - 图 7.4.3 


(120? -一 CB4) = 60? + CBAh, 这 说 明 一 BBC = 
60, 且 点 B' 在 全 4BC 的 外 部 .又 个 4CB' 全 40B, 所 以 ,ACB' = 一 40B , 因 
而 同样 有 一 BCB' = 6C. 于 是 ,全 BB'C 是 一 个 正三 角形 . 而 条 件 BPC = 
一 CP4 = 人 4PB = 120 说 明 , 点 己 为 人 4BC 的 Femmat 点 .由 定理 4.3.1(2)， 
4 = PA + PB + PC 这样 便 有 0O4 .:(P4 + PB + PC) = C4.45. 同 理 
QB: (PA + PB + PC) = AB.: BC 
QC: (PA+ PB+ PC)= PC CA 
三 式 相 乘 即 得 欲 证 . 
例 7.4.3 在 凸 四 边 形 48CD 中 ,对 角 线 BD 既 不 是 平分 一 4BC ,也 不 平分 
一 CD4 ,总 PP 在 四 边 形 的 内 部 ,和 且 PBC = 人 DBA, 了 PDC = 5BD4. 证 明 : 四 
边 形 4BCD 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 P4 = PC. (第 45 届 IMO,2004) 
本 题 也 曾 在 第 5 章 用 轴 反 射 变换 给 出 过 一 -个 证 明 ( 见 例 5.4.2) ,尽管 在 那 
里 对 于 必要 性 的 证 明 相当 简单 ,但 对 于 其 充分 性 的 证 明 来 说 , 则 颇 费 了 一 番 工 
夫 . 这 里 我 们 将 其 作为 等 角 线 问 题 用 位 似 旋 转变 换 给 出 它 的 一 个 不 同 的 证 明 ， 
并 且 使 其 充分 性 与 必要 性 一 并 完成 . 
证 明 如 图 7.4.4 所 示 , 设 BD = k :AD， 
你 4DB = 9, 作 位 似 旋转 变换 S(D,k,90), 则 4 一 B. 
P'D 


设 P P’', 则 人 DAP 人 DBP'’ ,所 以 P'B = Ppp 


PA. 又 人 DP'P = 人 人 DBA = CBP, 有 是 P' 在 直线 CD 
上 ,因此 P.B、P'、C 四 点 共 圆 . 设 直线 DP 与 这 个 圆 
的 男 一 交点 为 E, 则 
LEBP’ = /EPP' = /PDP' + /DP'P -= 
ADB + /DBA = 180 - /BAD 


Geometric transformations and their applications 


而 人 ADPccn A DP'E, 所 以 ,P'E =- 5 , PC. 于 是 ,再 注意 人 P'EB = 人 DCB 


即 得 PA = PCoOP'B = PEcs/P'EB = LEBP'ecs/ DCB = 180 - / BAD 
四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 . 
例 7.4.4 设 DE 全 ABC 的 边 BC 上 两 点 ,县 一 B4P = 人 EAC .证 明 


1 
(1) (Steiner 定理 ) 4 = De- EC 


(2)AD .4B = AB.: AC -Vv BD. BE. DG: EC. 
证 明 如 图 7.4.5 所 示 , 设 4D = 有. 48, 作 
位 似 旋转 变换 S(A,, x B4D), 则 8 一 DD. 设 -> 
E', 则 由 了 CE4 > 了 CB4h 知 ,E' 在 边 4C 上 , 且 
AB AE AB AD AkE'’ AD 


一 一- 一 一 


BD ~ EE'’BE ~ DE’’AE ~ AB 
中 由 名- 冲 , 角 - 部 局 
AB” AD . AE 
BD. BE = EE’. DE’ 图 7.4.5 
另 一 方面 ,由 了 人 AE'E = 人 4DB 知 4、D、E'、E 四 点 共 圆 .于 是 , 设 过 这 四 点 
的 圆 与 边 4B 交 于 F, 则 有 人 EFA4 = 人 E'Eh4 = 人 CBh, 所 以 ,FE' // BC. 由 此 


不 难 知道 AAFD AAEC, 人 AFE 和 4DC, 从 而 如 = AC Ak _ 4 因此 


ECFE ~ 
AC” AD. AE 
DC.EC™ FD. FE 
但 由 FE' /BC 可 知 ,四 边 形 FDEE' 为 等 腰 梯 形 , 所 以 EE'’ = FD,DE'’ = FE. 
这 样 便 有 


4B* AD.AE AD:4AE 4C- 
BD.BE EE’:DE’ FD.:FE™ DC.EC 
2 。 
故 AB’ BD.: BE 


4C2 ~ DC .EC 

(四 由 从 人 -= 名, 有 4B， AE = AD. AE.X /AE'E = 4DB ,所 以 ,4 也 、 

EE' 四 点 共 圆 ,由 圆 宕 定理 , DC， EC = 4C .EE'C. 由 (1) 可 得 
4B. DC. EC = AC.VBD.: BE: DC EC 

因此 ,4B .天 CC = Vv BD， BE . DC. EC. 这样 便 有 

AB. AC = AB.: AE + AB: EC = AD.: AE +vV BD. BE.: DC. EC 
故 AD. AE = AB.: AC .Vv BD. BE. DC. EC 

Steiner 定理 实际 上 在 第 6 章 已 用 位 似 变换 给 出 了 一 个 证 明 ( 见 例 6.1.6 的 
必要 性 ). 这 里 则 是 着 眼 于 等 角 线 用 位 似 旋 转变 换 给 出 的 一 个 新 的 证 明 . 
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特别 地 , 当 Dp、E 重合 时 ,由 本 题 的 (2) 即 得 如 下 定理 . 
Schooten 定理 设 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 与 边 BC 交 于 DD, 则 有 
4D- = AB. AC : BD. DC 
反 过 来 说 ,本 题 的 (2) 是 Schooten 定理 的 一 个 推广 . 
隐 合 了 等 角 线 的 平面 几何 问题 ,当然 也 可 以 尝试 用 位 似 旋转 变换 处 理 . 
例 7.4.5 设 公 A4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 交 BC 于 D, 了 I、L 分别 为 人 ABD、 


人 4CD 的 内 心 ,以 12 为 底 作 顶 角 为 全 BA4C 的 等 腰 E111, 使 D、E 在 直线 
Db 的 同 侧 . 求 证 : DE | BC. 

证 明 如 图 7.4.6 所 示 , 设 1 为 全 4BC 的 内 
心 , 则 I 同时 在 直线 4D、B1 CPP 上 .DDNI = 


ILD = 90P? - FLBAC. 双 LLED = 7 LBAC, 


所 以 一 FED = LNbE = 9- 广 之 B84C, 因 此， 
Elbh= ALDIT= LIDD = 1DbE. 于 是 ,以 
了 为 相似 中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 EE 一 1,, 设 DD 一 
D' , 则 D' 在 射线 LT 上 , 且 人 1D'D = hbkE = 
二 用 万 ,所 以 万 于 太太 四 点 共 圆 ,从 而 一 忆 D1 = 
LLD'If ATDE = ATDPD,AIDD + LDLD'T = 180p, 所 以 PDT+ 
LIDE = 180. 于 是 ,EDC + LCDh + /LIDT = 180p. 又 人 CDP + 一 1D1h = 
90 ,因此 FDC = 90F. 故 DE | BC. 

例 7.4.6 过 锐角 公 ABC 的 顶点 C、B 作 该 三 角形 的 外 接 贺 的 切线 ,它们 分 
别 与 过 点 4 的 该 三 角形 的 外 接 圆 的 切线 交 于 P、0 ,直线 BP 与 4C 交 于 R, 直 线 
CO 与 4B 交 于 5. 设 MN 分 别 为 BR、CS 的 中 点 .求证 :MCB = 人 人 CBN. (罗马 
尼 亚 国 家 队 选 拨 考 试 ,2001) 

证 了 明 如 图 7.4.7 所 示 , 首 先 注 意 , 设 0 
开光 分 别 为 C4 、4B 的 中 点 , 则 BK、BP 为 
一 CHB4 的 两 条 等 角 线 , CL、C0 为 人 A4CB 的 
两 条 等 角 线 (见习 题 5 第 7 题 ). 于 是 , 设 
4B =. RB, 作 位 似 旋 转变 换 S(B,&k， 
+ RB4), 则 R 一 A,M 一 L. 设 CC 一 C0C', 则 
C' 在 直线 BK 上 ,ALC'B = MCB. 又 
BC'C = BAR = BAC, 所 以 C 在 
全 4BC 的 外 接 圆 上 .这 就 是 说 ,对 于 直线 BK 图 7.4.7 
与 全 4BC 的 外 接 圆 的 另 一 交点 C ,有 2C'B = 人 人 MCB. 同 理 , 设 直 线 CL 与 


图 7.4.6 
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全 ABC 的 外 接 圆 的 男 一 交点 B, 则 有 人 CB'K = 人 CBN. 而 LK // BC, 所 以 
了 CB'C' = 人 CBC' = 人 CBK = LKB, 因 此 ,B'、C'、K、L 四 点 共 圆 ,从 而 有 
LLB'K = ALCK,RMM LCBK = LLC'B. 故 MCB = /CBN. 

因为 角 平 分 线 是 自 等 角 线 , 所 以 , 角 平 分 线 问题 除了 可 以 考虑 轴 反 射 变换 
外 ,还 可 以 考虑 位 似 旋 转变 换 . 

例 7.4.7 在 全 4BC 中 ,4B = 4C,CD 是 角 平 分 线 , 过 全 ABC 的 外 心 0 作 
CD 的 垂 线 交 4C 于 E, 过 E 作 CD 的 平行 线 交 4B 于 F. 证 明 :4E = FD.( 第 22 届 
俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 ”如 图 7.4.8,7.4.9 所 示 , 设 直线 0E 交 CD 于 L ,40 交底 边 BC 于 MM， 
交 CD 于 N, 则 MM 为 BC 的 中 点 , NM | MC ,再 设 CL = .CE, 作 位 似 旋 转变 换 
SC 天 4CD), 则 无 一 LN 一 有 ,所 以 坟 MHVC =yLEC, 从 而 已 .OLC 


四 点 共 圆 ,因此 , xx NEC = < NOC = BOC =y BAC, 从 而 EL // 4B. 但 


AM 平分 人 人 BAC, 于 是 ENA = BAN = NAE, 所 DAE -= EN. 


图 7.4.8 图 7.4.9 


妃 一 方面 , 因 三 V 4B,EF // CD ,所 以 ,四 边 形 EFDN 为 平行 四 边 形 , 于 
是 ,EN = FD. 故 hE = FD. 

本 题 即 例 3.4.1, 那 里 是 作为 平行 问题 用 平移 变换 给 出 的 证 明 . 尽 管 两 个 证 
明 都 用 到 了 EE、O、L、C 四 点 共 圆 ,但 这 里 作为 角 平 分 线 问题 用 位 似 旋 转变 换 给 
出 的 证 明明 显要 简捷 些 . 

例 7.4.8 ”在 平行 四 边 形 48CD 中 ,48 xz BC ,两 对 角 线 之 比 和 5 = 4 ,直线 
AD 关于 对 角 线 4C 对 称 的 直线 与 直线 BC 关于 直线 对 角 线 BD 对 称 的 直线 交 于 
点 P. 求 比值 纺 .( 第 16 届 原 全 苏 数学 奥 林 丐 克 ,1982) 

解 ”如 图 7.4.10 所 示 , 设 平行 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 4C 与 8D 交 于 0， 
则 有 5 = 4. 由 假设 ,40 平分 人 《PAD, BO 平分 人 CBP. 设 40 = k. AD, 作 位 
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与 几何 证 题 


似 旋 转变 换 S(4,k, 之 D40), 则 D 一 0. 设 0 一 


，, 则 0" 在 00' _ 40 即 00' . 
0 则 0' 在 射线 4P 上 , 且 p0 = 名 即 和 = /一 
4D- 又 人 400' = C4D0 = <408 - <020 而 /一 人 


4 
A400’ = 人 408 - 了 0'08 ,所 以 一 0'08 = 


一 047. 于 是 人 0O'08 以 信 04D, 从 而 人 0BO' = P(O’) 
辽 4DO = 了 人 CBO. 这 说 明 0' 也 在 射线 BP 上 ,因此 
0' 与 P 重 合 , 即 有 人 0PB 人 APO AA0D cn 图 7.4.10 


人 COB. 所 AP. AD = 440’, BP. BC = BO*. 但 4D = BC, 故 
AP A0O’ 2 


PB ~ BO* 

由 定理 2.3.7, 对 于 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 线段 ,存在 一 个 位 似 旋 转变 
换 , 使 得 其 中 一 条 线段 是 另 一 条 线段 的 像 .因而 如 果 问 题 中 出 现 了 两 条 线段 , 且 
每 条 线段 上 各 有 一 点 所 分 线段 的 分 比 相等 ,这 时 即 可 以 考虑 用 位 似 旋 转变 换 处 
理 . 

例 7.4.9 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B > CD,M、N 分 别 为 边 BC、4D 上 的 点 ， 
P、0 分别 为 BC 、4D 延长 线 上 的 点 , 且 

BM AN BP 40 4 


MC “ND PC 0OD ~ CD 
求证 :如 果 Mz N,P sz 0, 则 PO | MN. 
证 明 如 图 7.4.11,7.4.12 所 示 , 因 4B > CD, 所 以 BC 与 4D 不 可 能 平行 


且 相 等 .因而 存在 位 似 旋转 变换 S(O0,k,0) ,使 得 BC 2 4D. 由 


AN _BP 40 > _> ， 
AD = Pr = 0P 知 ,MM N,P -> 0. 所 以 人 OMN th 人 0PO th 人 0BA 霄 


0B AB BM BP 
全 0CD ,从 而 pr = fp = Me = pc .于 是 , OM 、OP 分 别 为 人 BOC 的 内 角 平 分 


线 与 外 角 平 分 线 , 因 此 , OM | OP. 同 理 ,ON | 00. 又 个 OMN 路 人 OPO ,于 


S(O,k,% 
一 -一 


PO. 故 PO | MN. 


是 , 设 OP = kyOM, 则 有 MN 
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例 7.4.10 在 四 边 形 4BCD 中 ,P、0 分 别 为 边 BC 、4D 上 的 点 , 且 人 0 _ 


pp 直线 Po 与 直线 4B 、CD 分 别 交 于 E、F 两 点 .求证 :分 E40、 分 EBP、 合 FPC、 


作 FOD 的 外 接 圆 共 点 . (第 35 届 美 国 数学 奥林匹克 ,2006) 

证 明 如 图 7.2.13 所 示 , 由 条 件 可 知 ， 
AD <BC, 因 而 由 定理 2.3.7 存在 一 个 位 似 旋 
转变 换 S(O0,k,0), 使 得 4D -> BC， 而 2 _ 


人 E ,所 以 0 -> P. 因 直线 PQ 与 48 交 于 已 ,由 定 


理 2.3.4,0、 下 4、O 四 点 共 圆 ,0 天 有、 忆 四 
点 共 圆 .又 直线 Po 与 CD 交 于 到 ,再 一 次 由 定理 
2.3.4, 0、F、0Q、D 四 点 共 圆 , 0、f、P、C 四 点 共 
圆 .这 就 是 说 ,全 E40 、 公 EBP、 公 FPC 、 公 FQD 的 外 接 圆 都 通过 位 似 旋 转 中 心 
0. 这 就 证 明了 所 述 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 

例 7.4.11 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,4B 六 CD. 动 点 EF 分别 在 边 4B、CD 


上 ,满足 条 件 人 8 = 放 .再 设 对 角 线 4C 与 BD 交 于 P, 直 线 EF 与 4C、BD 分 别 


交 于 0 、.R. 求 证 : 当 EF 分别 在 4B、CD 上 变动 时 ,所 有 全 PQR 的 外 接 圆 局 除 
了 点 已 外 还 有 一 个 公共 点 . 

证 明 ”如 图 7.4.14 所 示 , 因 4B 炎 CD， 
故 由 定理 2.3.7, 存在 一 个 位 似 旋 转变 换 


, / 
S(0,k,0) ,使 得 4B 一 CD, 而 = 5 ,所 
以 万 -> 下 ,因此 和 OF 全 0BD, 由 此 可 \ 
知 ,0O、B、E、R 四 点 共 圆 , 0、Q、F、C 四 点 共 
圆 ,于 是 ,人 P00 = 180 -一 00C = 180 - 
LOFC = /DFO,L BRO = /BEO. 又 因 图 7 4 .14 
OBE —> 人 ODF, 所 以 人 BEO = 人 DFO， 
因而 BRO = 了 P00,- 故 0、R、P、Q 四 点 共 圆 ,这 说 明 位 似 旋转 中 心 0 在 
入 POR 的 外 接 圆 上 .但 4B 炎 CD, 所 以 0 zx P. 即 所 有 公 PQR 的 外 接 圆 局 除了 
点 已 外 还 有 一 个 公共 点 0. 

当 4B = CD 时 ,本 题 为 2005 年 在 墨西哥 举行 的 第 46 届 IMO 的 一 道 平 面 几 


图 7.4.13 


何 试题 . 
例 7.4.12 设 K.M 是 个 4BC 的 边 4B 上 的 两 点 ,L、N 是 边 4C 上 的 两 点 ， 
K 在 M、B 之 间 ,L 上 LL 在 N.C 之 间 ,有 ol 一 人 H, Ho、\ Hi; 分 别 为 个 ABC. 公 AKL、 
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全 4MN 的 垂 心 .求证 :名 本、 三 点 共 线 . (中 国 国家 集训 队 测 试 ,2006) 
证 明 ”如 图 7.4.15 所 示 , 因 BM 六 CN 相交 于 4， 
故 由 定理 2.3.7, 存 在 一 个 位 似 旋转 变换 S(O0,k,0)， 


使 得 BM 一 CN. 而 4 = 全, 所 以 天 -二 .又 BM 与 


CN 相交 于 4 ,因此 0、4、B、C 四 点 共 圆 ,0 、4、M、N 
四 点 共 圆 ,0、4、K、L 四 点 共 圆 , 换 句 话说 ,全 48C、 
个 AKL 个 4MN 的 外 接 圆 有 两 个 公共 点 0、4, 因而 
公 ABC 和 人 4k1L 、 和 人 4NMN 的 外 心 01、.0,、03 在 一 直线 
上 . 

男 一 方面 , 设 全 ABC、 公 AKL、 人 AMN 的 重心 分 别 为 G1、G2、G3, M1、M,、M; 
分 别 为 4C 、4L、AN 的 中 点 (图 7.4.16), 则 有 


MM MA-MA C4A- C4-M CL_ BK 
MMs3 MA- MA ILIA-NA IN KM 
BG KG,» MG 
而 G1、Gz、G 分 别 在 线段 BM 、KM,、MM; 上 , 且 二 ~ - 一 2 - -一 (= 2)， 


GM GM; GM; 
由 推论 2.5.5 知 , G1、Gs、G3 三 点 共 线 . 
又 Hi、H\Hs 分 别 为 全 ABC 全 AKL、 个 AMN 的 重心 ,由 Euler 定理 
( 例 6.2.1),O1、.G1.Hi 三 点 共 线 ,0;、Gs;、H 三 点 共 线 ,03、G3、H 三 点 共 线 
OGi ee - O2C， 


(图 7.4.17)， 且 志 元 = 已 记 =- (= = 方 ). 帮 再 由 推论 2. 5.5 即 知 Hi、 HH、 
三 点 共 线 . 


CL NANMAM: 4 C 


图 7.4. 16 
7.5 三 角形 的 连接 与 位 似 旋 转变 换 之 积 


第 2 章 的 定理 2.3.5 告 诉 我 们 ,如 果 知 于 个 位 似 旋转 变换 (包括 位 似 变换 与 
旋转 变换 ) 的 位 似 系数 之 积 等 于 1, 且 其 旋转 角 之 和 是 2x 的 整数 倍 , 则 这 些 位 似 
旋转 变换 之 积 是 一 个 平移 变换 ; 否则, 这些 位 似 旋 转变 换 之 积 仍 是 一 个 位 似 旋 
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转变 换 , 且 积 的 位 似 系数 等 于 各 因子 的 位 似 系数 之 积 , 积 的 旋转 角 等 于 各 因子 
的 旋转 角 之 和 . 

在 4.6 中 ,我 们 介绍 了 怎样 利用 旋转 变换 之 积 处 理 等 腰 三 角形 的 连接 问 
题 . 丁 将 说 明 ,利用 位 似 旋转 变换 之 积 则 可 以 方便 地 处 理 一 般 三 角形 的 连接 
问题 . 

对 于 结论 是 与 平行 有 关 的 三 角形 的 连接 问题 ,往往 涉及 若干 个 位 似 旋转 变 
换 之 积 是 平移 变换 的 情形 . 

例 7.5.1 设 D.E、F 是 全 4BC 所 在 平面 上 的 三 点 , 且 人 4EC 与 人 BF4 同 
问 相 似 . 证 明 : 人 入 BPC 也 与 人 BFA 同 向 相似 的 充分 必要 条 件 是 D、E、4、F 四 点 
构成 一 个 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 或 线段 FD 与 4E 同 向 共 线 且 相 等 . (必要 性 ;第 
37 届 西 班 牙 数学 奥林匹克 ,2001) 

证 明 如 图 7.5.1,7.5.2 所 示 , 设 AC = kk: AE, CE = 09, 则 BF = 


S(A,k,-0 S(B,k-!,0 
ki1.BA， 姑 CAE = 90， 所 以 ,4 4 人 4 80 pp 即 


S(B,k-!,0)S(A,k, ~ 0) 


4 一 一 一 一 一 一 一 > F. 注意 到 k-!.k = 1,0-0=0, 因 此 ,存在 向 量 v», 使 


人 < S(A,k, -0 
得 S(B,k-1,0)S(4,h,- 9) = 7(v) 为 一 个 平移 变换 .又 一 > C, 于 
是 ,人 BPC 与 人 BFh 同 向 相似 CC 一 DAE 9)S(4,k 一 0) 


T(yp) 一 一 入 一 、 
FDoAE ?> FD FD = AED、E、A4、F 四 点 构成 一 个 平行 四 边 形 的 四 个 顶 


点 或 线段 FD 与 4E 同 向 共 线 上 且 相 等 . 
无 疑 , 例 7.5.1 是 例 4.3.3 的 更 为 一 般 的 情形 . 


gh " ， 


图 7.5.1 图 7.5.2 
例 7.5.2 设 P.0 分 别 为 四 边 形 4BCD(4D 六 BC) 的 边 4B 和 DC 上 的 点 ， 


有 ge = .再 分 别 以 AD、BC 为 一 边 在 形 外 作 人 DE4 全 BFC, 使 人 DAE =- 
人 0PA, 人 FBC = 人 BPQ. 证 明 : 如 果 4 .8L - 人 5 , 则 EF // AB. 
证 有 明 如 图 7.5.3 所 示 , 设 人 FBC = 人 BPQ = a, 人 DAE = OP4 = 9， 
县 BC= 说 BF,DO = k,， OC,AE = 和 .4D, 则 由 条 件 所 设 ,有 
4P = k». PB,a+B = 180°, kl k2 ks = 1 
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、 H(Q, - k,) S(A, ks,B) 、、 SCB,k,a) 
设 8 一 一 一 > B' 一 一 > Pr, 注意 8B 一 一 > B,H(0, 有) = 


S(O, ks,180), kikyky = 1,a + 180 + 8 = 360 ,由 定理 2.3.5, 有 
S(A,k3,a)H(O, - ka)S(A,khs,a) = T(BF) 


图 7.5.3 


S(B,ki,a) H(Q1, — k2) S(A, ks,B) T(BP 
另 一 方面 , 因 严 - 一 一 CD DL FP 


FE. 但 AD 六 BC, 所 以 PO 六 BC, 于 是 a + CBP 180 ,从 而 下 不 在 直线 4B 
上 ,因此 必 有 EF 1 2 


又 由 有 全 和 0 大、 QB. 因 AP = ky* PB, 所 以 4B' // PO. 
再 由 A 知 + B'4B"” = 8B8 = x 0P4, 于 是 Br 在 直线 4P 上 . 故 


EF /AB. 

对 于 其 他 的 一 些 三 角形 的 连接 问题 , 则 常常 涉及 若干 个 位 似 旋转 变换 之 积 
仍 是 位 似 旋 转变 换 ( 包 括 位 似 变换 和 旋转 变换 ) 的 情形 . 

例 7.5.3 在 人 4BC 的 形 外 作 全 DBC 个 ECh、 公 FF4B ,使 得 FA4 = FB， 
EC = EA,BFA = 2 BCD,AEC = 2 了 DBC. 求 证 :4D | EF .再 设 DD 在 BC 


上 的 射影 为 K, 则 有 4% = 公公 (第 17 届 伊朗 数学 奥林匹克 ,2000) 
证 阴 如 图 7.$ 4 所 东 , 设 4C - kI* AE, 

大 E4C = 01, 作 位 似 旋 转变 换 S(4 ,i ,01), 则 

E>C. 设 F>F, 则 全 AFF’' A 人 AEC,FL 

LAFF' = /AEC, 且 由 kA = EC 有 ,FA = Fr 

FF'. 叉 FB = Fh4, 因 此 ,FF 为 全 BF'A 的 外 心 ， 

从 而 


/ABF' = LAFF' = FLAEC = 一 DBC 


BMA = 7 LAFB = BCD 
所 以 ,全 AF4' 全 4EC. 于 是 , 设 x CBD = 09,, BD = kk, BC ,再 作 位 似 旋 转变 
S(A,k2,0)S(B, ki,0.,) 
换 S(B, 忆 ;0,), 则 有 CD, 扬 一 4, 从 而 EF 一 一 一 一 一 一 一 一 > 
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另 一 方面 ,由 到 = EC 知 9, + 6，= 90pP. 因 而 存在 点 0O ,使 得 
S(B,k,0,)S(A, ki,01) = S(O, kik,,90) 


S(O, kik,,%) 
这 样 便 有 D4 一 一 一 一 一 > EF. 故 4D | 三, 且 
4D _,, ,4c.BD 
EF ~ "127 AE BC 


再 设 MM 是 4C 的 中 点 . 因 4 = EC, 所 以 EM | AM, 有 日 人 AEC = 2 AEM,， 


因此 AEM = /DBK, 从 而 RI AEM cn Rt 人 DBK, 于 是 人 - 2 方 . 故 有 


4D AC BD 24M BD 2 

EF ~ AE BC ~ AE BC ~ BC 
例 7.5.4 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B .CD 为 腰 ,B 、C 为 直角 顶点 向 形 外 
作 等 腰 直 角 人 4B 有 、 和 CDF ,再 以 BC 为 斜 边 问 形 外 作 等 腰 直 和 角 人 BKC ,1M 为 边 


AD 上 一 点 .求证 :M 是 4D 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 MK | FEF, 且 MK = EF. 


本 题 即 命题 4.4.2. 那 里 是 作为 等 腰 直 角 三 角形 问题 用 旋转 变换 证 明 的 ,但 
其 间 实 际 上 还 是 用 到 了 位 似 旋 转变 换 . 这 里 用 位 似 旋转 变换 之 积 并 结合 命题 
4.6.3 给 出 它 的 一 个 季 短 的 证 明 . 
V2 


证 明 如 图 7.5.5 所 示 , 今 8 = -显然 
S{A,k,45°) S{C,k,45°) 
E> BK 


S(C,k,45°)S{A,k,45°) 
oC KK 


有 E 


因 尼 = 方 ,45 + 45 = 90, 所 以 存在 点 0, 使 得 
S(C,k,45)S(A,k,45) = S(0,90)， 所 以 ， 

Ss( 0, ,90) ， 图 7.5.5 
E 2 K. 设 和 pr 则 入 prAF 
是 以 下 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 . 


由 命题 4.6.3,1 为 4D 的 中 点 当 且 仅 当 全 FMC 是 以 M 为 直角 顶点 的 等 腰 


1 
S( 0, 7 ,907) 


S(C,k,45°) 
-一 


直角 三 角形 .于 是 , MK | EF,H MK = EFesF MorF 
Mo 全 FMC 是 以 M 为 直角 顶点 的 等 腰 三 角形 >M 为 4D 的 中 点 . 
比较 第 4 章 对 命题 4.4.2 的 证 明 ,我 们 看 到 ,从 位 似 旋 转变 换 之 积 的 角度 来 
讲 , 这 里 的 思路 要 自然 得 多 . 
例 7.5.5 在 全 4BC 的 外 部 作 公 P4B 与 人 04C, 使 得 AP = 4B,A0 = 4C， 
且 P4B = C40Q. 设 BQ 与 CP 交 于 R, 全 BCR 的 外 心 为 0. 求 证 :40 | PQ. 
(中 国 国 家 队 培 训 ,2006) 
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与 几何 证 题 


证 法 1 如 图 7.5.6 所 示 , 易 知 人 4PC 安 
全 4BQ ,所 以 ,一 4PR = 人 A4BR. 因 此 4、P、.B、R 四 
忆 共 圆 , 从 而 人 PRB = PA4B. 于 是 人 CO0B = 
2 了 PRB = 2 了 PA4B. 设 BC = kk， BO , 作 位 似 旋转 
变换 S(B,k, x 0BC), 则 0 一 C. 设 4 一 4', 则 ““ 
LA'BA = ACOB = 2 PAB, 所 以 ,4'4P = 
了 P48 = 一 C40. 又 由 0C = 08, 有 44' = 4B. 于 
是 ,再 作 旋 转变 换 R(4, x P4B), 则 C- 一 0,4' 一 图 7.5.6 
P, 从 而 40 R(A, « PAB)S(B,k, 0O8C) Pp 


万 一 方面 ,由 08 = 0C, 人 BOC = 2 了 Ph4B 知 PAB + 了 0BC = 90, 因 此 ， 
存在 点 01, 使 得 R(4, + P4B)S(B,k, 区 0BC) = S(O;,k,90). 这 说 明 在 位 
似 旋转 变换 S(O01,k,90P) 下 ,有 40 -> PO. 故 40 | Po. 

证 法 2 如 图 7.5.7 所 示 , 同 证 法 1， 有 
BOC =2 了 PRB = 2 P4B. 设 叶 为 BC 的 中 点 , 
则 OM _| BC ,再 分 别 过 B、C 作 4P、40 的 垂 线 , 重 
足 分 别 为 五、 下, 则 

人 人 CFA ACMO LQ ABMO 和 BE4 
于 是 , 设 CF = .CO FCA = MCO = 
+ OBM = + ABE = 9, 则 

S(C,k,0) 0 S(B,k-!,0) M 


M 


所 以 ,SC(B,k ,0)S(C,k,0) = S(M,1,20) = R(M,20). 而 下 
A S$S(B,k-!, 


2 E, 因此 ,在 旋转 变换 R(M,20) 下 ,FE, 所 以 ME = MF, 有 HH. 
学 FME = 260. 因 04 与 等 腰 和 人 MEE 的 两 腰 ME 、MF 的 交角 都 等 于 0 ,所 以 04 | 
EF. 


S(C,k,0) 
一 一- 一 一 


另 一 方面 ,由 人 CF4d cm 和 BE4 有 ,4 = 人 = 人 = 40 ,所 以 EF // PO, 
故 04 | PO. 

因为 除了 恒 等 变换 外 ,位 似 旋转 变换 只 有 唯一 的 一 个 不 动 点 位 似 旋 
转 中 心 , 所 以 ,如 果 若 干 个 位 似 旋转 变换 之 积 仍 是 一 个 位 似 旋 转变 换 , 则 我 们 只 
要 找到 了 这 些 变换 之 积 的 一 个 不 动 点 ,就 确定 了 它 的 位 似 旋 转 中 心 .证 法 2 正 
是 基于 这 一 点 . 

例 7.5.6 设 0 是 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 ,分 别 以 4B、CD 为 一 边 向 形 外 作 
两 个 三 角形 4EB、CFD ,使 得 人 EA4B = /0AD, 人 ABE = 了 人 CB0O ,CDF = 
过 4DO, 了 FCD = 0CB. 求 证 
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(1)L EOF = 180 -1 一 BOC -了 DO4 1 


(2) OF sin DFC 
OF ~ sin 了 BF4- 
证 明 如 图 7.5.8 所 示 , 设 CD = kl CF,04 = 1 0D,BE = ks3: Bh, 


S(C,k),0) S(O,k,,0,) 
bi = FCD,0, = + DOA,03 = + ABE,0——— > 0 一 一 人 0, 则 0/ 


在 直线 BC 上 , 且 上 C0'0 = CDF = yx 4DO, 所 以 ,0" 仍 在 直线 BC 上 , 且 


SCB, ks,03) 
上 00"0' = +z 04D = E464B. 又 了 六 CBO = ,因此 ,0 一 一 一 > 0, 即 点 0 


通过 这 三 个 位 似 旋转 变换 之 积 不 变 .于 是 
S(B,k3,03)S(O,k,02)S(C, ki,0) = S(B, kikak3,01 + 0 + 03) 
SC(C,k],01) S(O,k2,0;) S(B, ks,03 


另 一 方面 , 因 所以， 


S(O, kkska, OU + DO + 03) 
Fo Ep, 于是, < FOE = O01 + 0,+0,8 OF = kikks: 


OF. 
又 因 0 二 DOA, 0! + 03 = 180° 一 BOLC, 所 以 ， 大 EOF = 180 + 
DOA - x BOC 或 之 EOF = 180 + BOC - DOo4. 即 
EOF = 180 -| LBOC - LDOA | 


这 就 证 明了 (1). 
再 设 了 EM4B = 人 04D = a, 人 人 CDF = 人 4DO = 8, 则 由 正弦 定理 ,有 
OF _ p11, 2- Sin DEC snB. sing  _ sin LDFC 
OF 1 sin 有 sna sin LBEA sin BEA 
(2) 也 得 证 . 


特别 地 ,如 果 一 BOC = 了 DO04, 则 E、0O、FF 三 点 共 线 .反之 亦 真 .进一步 ,如 
果 了 BOC = DOA, 了 DFC = BEA, 则 EOF 三 点 共 线 ,日 0 为 EF 的 中 
操 . 

当 个 EBA、 全 0D4、 全 CFD、 人 C0B 都 是 以 第 一 个 顶点 为 直角 顶点 的 同 辐 
等 腰 直 角 三 角形 时 , 则 有 人 EOF = 135°,H OF = V20FE. 

这 便 是 上 海 市 1994 年 高 三 数学 竞赛 试题 (图 7.5.9). 
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我 们 从 以 上 这 些 例子 可 以 看 到 ,用 位 似 旋转 变换 之 积 处 理 三 角形 的 连接 
问题 确实 是 非常 方便 的 ,而 且 有 的 还 从 某 种 意义 上 来 说 ,展示 了 问题 的 源头 (如 
例 7.5.4). 

下 面 利 用 位 似 旋转 变换 之 积 给 出 关于 三 角形 的 连接 的 几 个 一 般 性 结果 . 

定理 7.5.1 在 任意 人 4BC 的 三 边 上 作 全 BDC、 公 CEAh 、 全 AFB. 若 


(2 咸 : 俩 = 
(2) +¢ CDB + + AEC + + BFA = 360. 
则 有 关 EDF = ECA +¢ ABF, ¢ FED = + FAB + BCD, +¢ DFE =- 
+ DBC + + CAE,H 
ED _ EC AB FE FA BC DF DB CA 


DF ~ CA BF'ED ~Y AB CD’'FE ~ BC AB 
其 中 三 角形 可 以 是 退化 的 . 
证 明 ”如 图 7.5.10,7.5.11 所 示 , 令 
0 = 4 ECA,0, = + ABF,AC = kl* CE,BF = ks. AB 


SCC,h,01) CE 
和 ! | + 
设 D D Mpp’ ~ BA * 0 - + CEA. 


BD .CE.AF ,DC _ AF 
由 于 DC E4 FB = bpp = i ,所 以 名 六 广 
< CDB + 4 AEC + 4 BFA - sp 这 Cp - ££ CDD’ 


+ BDA + CDD’' +¢ D'DB = 360 


SCB, k,,0,) 
所 以 文 DDB = 4FB, 因 此 和信 D'DB 中 从 4FB. 于 是 D' 一 一 一 >D. 从 而 有 


S(B,k,0)S(C,ki,0) = SDH 0 + 0,) 
S(C,k,0) S(B,k,,0,) SCD, kiks, 0 + 0») 
但 世 一 一 一 > 4 一 一 一 和 > 户 , 所 以 玉 一 一 一 > , 故 
EDF ~ 90140 ECA + + ABF, LE -hp - A .BL 
1 二 V2 三 二 十 拓 ”FD 一 2 一 EC AB 


同 理 可 以 得 出 其 余 几 个 关系 式 . 
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Geometric transformations and their applications 


我 们 也 可 以 用 第 2 章 的 三 相似 定理 (定理 2.5.6) 予以 定理 7.5.1 的 证 明 . 

事实 上 如 图 7.5.12,7.5.13 所 示 , 作 和 公 AES 中 人 和信 BDC, 公 TFh 几 全 BDC, 则 
AES = x BDC, 于 是 由 x CDB + AEC + + BFA = 360, + SEA + + AEC+ 
类 CES = 360 知 , ¢ CES = 大 BFA. 


又 由 氏 人 夭 有 2 . CE SE AE CE SE BD CE AF 


DC = 而: 月 DC EA EC ES EA'EC 1- pC EA FB: 


因此 2 = 全 ,所 以 ， ASFC 中公 4FB. 同 理 , 信 BFT 中 全 CEA. 于 是 人 CShA 峭 


人 BAT. 
又 全 AES 内 全 BDC 内 全 TFAh. 由 三 相似 定理 ,个 DEF 内 全 CS4, 所 以 
££ EDF = + SCA = + SCE + ECA = + ECA + ABF 


v0 DE Co CS _ CE CS CE AB 
再 注意 多 即 得 BE = 全 全 = 5 ， 人. 同 理 可 证 其 余 几 


图 7.5.12 图 7.5.13 


1999 年 举行 的 第 50 必 波兰 数学 奥林匹克 和 第 16 届 伊 朗 数学 奥林匹克 同时 
出 现 了 下 面 一 道 平 面 几何 题 : 
AB .CD EF 


在 是 六 边 形 4BCDEF 中 ,A+ 人 C+ 人 人 E = 360 SH BBE" = 1 


4B FD EC 
求证 :pF "jE “CA=1 


显然 ,这 是 定理 7.5.1 的 部 分 结果 . 

推论 7.5.1 已 知人 4BC 和 点 P, 对 任意 三 点 D、.E、F, 作 三 点 A1、Bi、C1， 
使 人 A1FE hh 人 PBC,ABIDF hh APCA,ACIEDD APAB, 则 人 A1BiC 沙 
人 ABC. 

证 明 ”如 图 7.5.14 ~ 7.5.17 所 示 , 由 假设 可 知 


EA FB! DC! POCO PA .£8 _) 
AIF BD CE™ PB PC PA- 


FAIE + DBIF + ECID = + BPC + CPA + APB = 360 
于 是 由 定理 7.5.1 即 得 
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文 DI41C1 = BIFD + DEC! = 4 PAC + ABP - 大 BAC 
同 理 , 区 C1Bj4! = CBA, z A1C1B1 = 六 4CB. 故 人 4BiCi 中 人 4ABC. 


图 7.5.16 图 7.5.17 


上 述 证 明 对 点 P 在 全 4BC 的 外 部 同样 适用 . 并且 当 4 .B.C 在 一 直线 上 时 
也 同样 适用 , 即 有 (图 7.5.18,7.5. 19) 如 下 推论 . 


图 7.5.18 图 7.5.19 


推论 7.5.2 设 4、B8、C 是 一 直线 上 三 点 ,P 是 直线 外 任意 一 点 ,对 任意 三 
RDEF, 作 全 41FE 中 人 PBC, 人 BDF 人 人 PCA, 人 CiED th 人 人 PAB, 则 


_ NB 
AlI、BI\CI 二 尽 检 线 , 且 去 二 BE 

推论 7.5.1 尽 由 上 海 叶 中 豪 先 生 首先 提出 的 , 它 揭 示 了 一 种 对 三 角形 的 形 
状 的 还 原 功 能 . 


如 采取 一 些 特殊 形状 的 三 角形 及 三 角形 中 的 特殊 点 , 则 由 推论 7.5.1 就 能 
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由 任意 三 角形 得 到 一 个 相应 的 特殊 形状 的 三 角形 . 如: 

(1) 取 公 A4BC 为 正三 角形 ,PP 为 其 中 心 , 则 由 推论 7.5.1 即 得 Napoleon 定理 
(推论 4.3.1). 

(2) 取 全 4BC 是 以 顶点 4 为 直角 顶点 的 等 采 直 角 三 角形 ,P 为 其 内 部 一 点 ， 
使 得 CBP = 和 人 PCB = 15°, 则 有 PBA = 人 AhCP = 30, 人 BAP = PAC = 
45° ,于 是 ,由 推论 7.5.1 即 得 第 17 届 IMO 的 那 道 平面 几何 题 (命题 4.5.1) 

(3) 取 了 为 等 采 直 角 三 角形 的 斜 边 的 中 点 , 则 得 到 1987 年 全 国 高 中 数学 联 
赛 那 道 平面 几何 题 ( 例 4.4.13). 

一 般 地 , 取 人 4BC 是 项 角 为 2a 的 等 采 三 角形 ,P 为 其 底 边 BC 的 垂直 平分 
线 上 一点, 区 PB4 = 8, x CBP = >, 则 由 推论 7.5.1 便 可 立即 得 到 例 4.5.9. 

例 7.5.7 已 知 凸 五 边 形 ABCDE 中 ,CD = DE, 人 DCB = 人 人 DEA = 90?， 
点 下 是 线段 48 上 一点, 旦 .求证 :BCF = ED4, EC = 人 BDC.( 第 48 届 
波兰 数学 奥林匹克 ,1997) 

证 明 ”如 图 7.5.20 所 示 , 因 CD = DER, 所 以 挟 


D 
EG = 1. 又 人 DCB = 人 DE4 = 90, 而 \> NANN 
F 是 线段 4B 上 ,因此 有 人 BFh + DCB + 人 AED = \> C 
180P + 9 + 90 = 369. 于 是 由 定理 7.5.1 即 知 VA 
LECF = /EDA + /ABF = /EDA 4 一 
FEC = LFAB + /BDC = /BDC 
例 7.5.8 设 4BCD 是 一 个 凸 四 边 形 ,45 的 
垂直 平分 线 与 CD 的 垂直 平分 线 交 于 YY,X 是 四 边 形 内 部 一 点 , 自 人 ADX = 
了 XCB < 90, 人 XA4D = CBX < 90. 证 明 : 了 AYB = 2 ADX.( 第 41 届 IMO 
预选 ,2000) 
证 了 明 如 图 7.5.21 所 示 , 因 4BCD 是 一 个 凸 
四 边 形 , 旦 二 到 D = 了 CBX < 590 ,所 以 ,在 四 边 形 
ABCD 内 部 存在 点 了 ,使 ~CYD = 2 一 X4D, 县 
YC = YD. 
由 条 件 可 知 ,个 AXD 全 BXC. 而 YC = YD. 


JCY DA AB _ | 
所 以 去 Ar "BC = 1. 又 由 CYD = 2 XAD,， 


XAD = /CBY HLDYC + /XAD + /CBX = 
360P ,其 中 DYC 取 优 角 中 ( 即 人 DYC = 36P - CYD). 于 是 由 定理 2 即 知 


AY AD AC _ _ 
vB = DE" EF = 1, 即 Y4 = YB. 也 


图 7.5.20 


< 更 


图 7.5.21 


LAYB = AADX + XCB = 2 ADX,H 


QD 大 于 平角 而 小 于 局 角 的 角 称 为 优 角 . 
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就 是 说 ,点 了 在 48 的 垂直 平分 线 上 , 且 一 4 了 = 2 一 4DX. 

在 本 题 中 ,如 果 角 的 条 件 是 “4DX = XCB, 人 XAD = 一 CB7Z2” 则 点 马 、 
Y 有 可 能 在 四 边 形 4BCD 外 部 .但 结论 照样 成 立 . 实际 上 ,我 们 有 如 下 更 一 般 的 
结果 (证 明 完 全 相仿 ): 

命题 7.5.1 设 公 048B 与 人 OCD 反 向 相似 ,4C 的 垂直 平分 线 与 CD 的 垂 
直 平 分 线 交 于 P, 则 有 x CPA = 2 x BA0,  BPD = 2 x 0BP. 

例 7.5.9 在 公 4BC 的 周围 任意 作 三 个 三 角形 DBC、ECA 、F4B ,其 顶点 DD、 
EF 两 两 不 重合 . 再 作 信 A'FE 由 人 DBC, 人 BP'DF 出 人 ECA, 人 CC'ED 屠 
全 FAB. 求 证: 公 A'B'C' 中 个 ABC. 

证 明 ”如 图 7.5.22 所 示 , 作 人 DBC 中 
全 DCE ,再 作 信 EFH 内 全 GFB, 则 易 知 


CE .HF .BD 
EH FB DC 


天 HEC + BEFH + 4 CDB = 360P 
于 是 ,由 定理 7.5.1, 有 
DE BH DC 


< EFD = BCD + FHB, FF = py pe 


因此 ,由 全 4'FE 内 人 DBC ,有 
+ AED = + FED -+ FEA = FED -+ BCD = ¢ FHB 
AE AE EF DC.FH BC FH 
DE ~ EF DE ~ BC BH DC ~ BH 
所 以 ,全 4'ED 由 全 FHB, 从 而 x HBF = x EDA4' .再 由 公 C'ED 内 全 F4B 即 得 
广 4 = + HBF -+ ABF = + EDA’ -4 EDC’ = ¢ C'DA’ 
AD AD.PDPE FB BA BA 


DC'’ ~ DE DC' ~ BH BF ~ BH 
所 以 ,人 4DC' 出 信 ABH, 蔗 D4A'C' -= 了 BAH. 同 理 , x B4D = x HAC. 于 是 
BAC = BAD+Y DA'C' = + BAH+Y HAC = BAC. 
同 理 , 6CB8'4 = CBA, x 4CB = ACB. 故 和信 4'B'C’' 中 和信 ABC. 

这 个 优美 的 结果 是 叶 中 豪 先 生 提 供给 (数学 
通讯 》 的 一 道 征 解 题 , 刊 登 在 该 刊 1992 年 第 12 期 
上 .这 里 巧妙 地 运用 了 定理 7.5.1, 使 得 整个 证 明 
显得 非常 流畅 . 

特别 地 , 当 全 4BC 退化 成 三 个 顶点 在 一 条 直 4 
线 上 时 (图 7.5.23) ,我 们 有 

命题 7.5.3 设 A4、B、C 是 共 线 三 点 ,任意 作 
三 个 三 角形 DBC 、ECA 、F4B ,其 顶点 D.E、F 两 两 
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不 重合 .再 作 人 4'FE 中 A 人 DBC, 人 BP'DF 中信 ECA, 人 CED (全 FAB. 则 Ah'、 
′、 (二 点 外 A'B’ 一 AB 
B' 、C 三 扩 亦 共 线 , 且 条 万 = 元 
下 面 的 定理 7.5.2 也 是 叶 中 豪 先生 首先 提出 的 . 
定理 7.5.2 设 0 为 平行 四 边 形 KLMN 所 在 平面 上 一 点 ,A、B、C、D 是 平 
面 上 任意 四 点 . 作 人 PhB 中 人 ONM ,全 0CD 中 信 O0LK, 人 RBC 中公 OKN，, 


人 SDA 内 人 OML. 则 有 x (PO,RS) = 之 MLK, 有 fe - 和 
证 明 ”如 图 7.5.24,7.5.25 所 示 , 作 人 FEc4 未 人 OMK, 易 知人 . 2 . 
2 -1, 上 且 x 4EC+x BPA + CRB = 360p. 于 是 ,由 定理 2, 有 
LR RC AB 
x PER = + PAB +# BCR, EE = PE 


又 因 个 P4B 内 个 ONM ,人 RBC 内 人 OKN, 所 以 


RC _ ON AB _ MN 


x PAB = * ONM, « BCD = # KNO, BE = KN AP = DN 


因此 

ER ON MN MN MN 

EP kN ON KN IM 
且 

PER = + ONM + KNO = + KNM = MLK 
sy ES MN 、 MN 
同 理 ,0 = 了 ,大 QES = < MLK. 于 是 在 位 似 旋转 变换 S(E,Ty’, * MLK) 
RS MN 

下 ,有 PO 一 RS. 故 (PO,RS) = WA ,号 Po = yy 


图 7.5.24 图 7.5.25 


如 果 取 一 些 特殊 的 平行 四 边 形 KLMN 及 与 平行 四 边 形 有 关 的 一 些 特殊 点 
0, 则 四 个 三 角形 ONM 、OLK、OKN .OML 的 形状 就 相应 的 确定 , 于 是 由 定理 
7.5.2 就 能 得 到 一 个 相应 的 命题 . 如 : 

(1) 到 平行 四 边 形 KLMN 为 正方 形 , 0 是 正方 形 的 中 心 , 则 由 定理 7.5.2 有 即 
得 Von Aubel 定理 ( 例 4.6.4). 
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(2) 取 平 行 四 边 形 KLMN 为 矩形 ,使 LM = 2KL, 0 为 边 LM 的 中 点 , 则 由 定 
理 7.5.2 即 得 例 4.6. 10, 亦 即 命题 4.4.2 与 例 7.5.5 的 必要 性 部 分 . 

例 7.5.10 分别 以 任意 四 边 形 4BCD 的 边 4B、CD 为 边 长 向 形 外 作 正 三 角 
形 PAB、QCD ,再 分 别 以 边 BC、D4 为 底 边 向 形 外 作 顶 角 为 120 的 等 腰 三 角形 
RBC、SD4 .证 明 :PO | RS, 且 PO = V3RS. 

证 明 如 图 7.5.26,7.5.27 所 示 ,作为 矩形 KLMN ,使 LM =Y3KL, 设 0 为 
矩形 的 中 心 , 则 全 OMN、 公 OLK 缘 为 正三 角形 ,上 且 和 OKV、 和 OF 都 是 以 0 为 
顶点 的 、 顶 角 为 120* 的 等 腰 三 角形 ,所 以 人 PAB 中 信 ONM ,个 0CD 中信 OLK,， 
全 RBC 中 全 OKN, 人 SDA 由 人 OML. 由 定理 7.5.2 即 得 Po | RS, 且 PQ = 
V3 RS. 


图 7.5.26 图 7.5.27 


7.6 “位 似 轴 反射 变换 与 几何 证 题 


就 目前 的 情况 来 看 , 位 似 轴 反射 变换 的 应 用 似乎 尚 不 及 其 他 几 种 几何 恋 
换 . 但 作为 一 种 不 可 或 缺 的 几何 变换 ,应 该 有 其 广 谤 的 用 武之 地 . 实际 上 ,对 于 
梯形 、 圆 内 接 四 边 形 、 等 角 线 等 问题 都 有 可 能 用 得 上 位 似 轴 反射 变换 . 

下 面 的 讨论 中 , 凡 位 似 轴 反 射 变 换 的 反射 轴 均 指 内 反射 轴 . 且 所 施 位 似 轴 
反射 变换 一 般 只 指明 位 似 中 心 和 一 对 对 应 点 (此 时 反射 轴 已 随 之 确定 ). 

定理 2.4.1 说 明 ,在 位 似 轴 反 射 变换 下 , 当 过 位 似 中 心 的 直线 ( 非 反 射 轴 ) 
上 的 两 点 A4、B 变 为 4'、B' 时 ,44' // BB' .此 时 ,四 边 形 4B88'4' 是 梯形 .因而 有 
些 梯 形 问 题 也 可 以 考虑 用 位 似 轴 反射 变换 处 理 . 

例 7.6.1 已 知 凸 四 边 形 4BCD 中 ,直线 CD 与 以 4B 为 直径 的 圆 相 切 . 求 
证 : 当 且 仅 当 BC // 4D 时 ,直线 48 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 , (第 25 届 IMO， 
1984) 

证 上 明 若 4B / CD( 图 7.6.1), 则 显然 有 : 

以 CD 为 直径 的 圆 与 4 有 相 切 CD = A4Bes4BCD 为 平行 四 边 形 BC // 
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AD:; 

若 48 六 CD, 则 四 边 形 4BCD 是 梯形 . 设 48 与 CD 相交 于 点 P( 图 7.6.2)， 
以 PP 为 位 似 中 心 作为 轴 反 射 变换 ,使 4 一 D, 则 直线 4D 一 直线 CD ,直线 CD 一 
直线 4B. 于 是 , BC // 4DesB 一 Ce 以 4B 为 直径 的 圆 一 以 CD 为 直径 的 圆 全 
以 48 为 直径 的 圆 的 切线 CD 一 以 CD 为 直径 的 圆 的 切线 4B 以 CD 为 直径 的 
圆 与 直线 48B 相 切 . 


DD C 人 
八 VY “BN 
Le 
.一 一 
4 8 P | B 


图 7.6.1 图 7.6.2 


例 7.6.2 在 凸 四边形 4BCD 中 ,0 过 4、B 且 与 边 CD 相 切 于 P,@ 0， 
过 C 也 且 与 边 4B8 相 切 于 0,@0 与 0, 相交 于 EF 两 点 .求证 :如 果 BC // 
4D , 则 EF 平分 线段 PQ. 

证 明 如果 4B // CD , 则 四 边 形 4BCD 是 平行 四 边 形 .由 于 平行 四 边 形 是 
中 心 对 称 图 形 , 因 而 此 时 结论 显然 成 立 . 

如 果 4B 炎 CD , 则 四 边 形 4BCD 是 梯形 
(图 7.6.3). 设 4B 与 CD 交 于 点 0. 以 点 O 为 
位 似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 4 一 万 , 则 
B 一 CC, 直线 4B 一 直线 CD ,直线 CD 一 直 
线 4B. 从 而 过 4、B 两 点 且 与 CD 相 切 的 圆 
过 CD 两 点 且 与 4B 相 切 的 圆 , 即 @0| 一 
QO,. 因 此 ,0 与 CD 的 切 点 一 @0, 与 
4B 的 切 点 , 即 PP 一 0. 所 以 A、0、P.D 四 点 图 7.6.3 
共 圆 , P.O、B、C 四 点 共 圆 .于 是 人 DPA = Do4 ,但 一 Do4 = 了 DCO ,所 以 
PDP4 = DCO. 这 说 明 P4 // C0. 同 理 , PB // Do. 因 三 圆 两 两 相交 时 ,三 公 
共 弦 共 点 或 互相 平行 ,而 Ph 与 QD 相交 ,PB 与 QC 相交. 于是, 设 PA、0QD、EF 共 
点 于 R, PB、QOC、EF 共 点 于 S, 则 四 边 形 PROS 为 平行 四 边 形 ,因此 Po 与 RSN 
互相 平分 . 故 EF 平分 PQ. 

本 题 是 1992 年 举行 的 第 5 届 中 国 数学 奥林匹克 第 1 题 的 充分 性 . 

例 7.6.3 梯形 4BCD 中 ,4B // CD ,在 两 采 4D 和 BC 上 分 别 存 在 点 已 和 
0 ,使 得 APB = 一 CPPD ,40B = 一 COD. 证 明 :梯形 的 两 对 角 线 的 交点 到 
P、O 的 距离 相等 . (第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994 ) 
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本 题 曾 作 为 角 平 分 线 问题 用 轴 反 射 变换 证 明 过 ( 见 例 5.2.6), 这 里 将 其 作 
为 榜 形 问题 再 用 位 似 轴 反 射 变 换 并 结合 两 圆 的 位 似 给 出 另 一 个 证 明 . 

证 明 如 图 7.6.4 所 示 , 设 梯形 两 腰 的 
延长 交 于 点 $. 以 5 为 位 似 中 心 , 作 位 似 轴 > 
反射 变换 ,使 A 一 B,D -> C, 则 直线 4D 一 / 
直线 BC， 直 线 BC 一 直线 4D, 由 于 \ 
人 APB = 人 CPD, 人 4AQB = 人 CQD ,因而 必 、、 
有 0 一 P, 于 是 4、8、0、P 四 点 共 圆 ,P.O0O、3 
C、D 四 点 共 圆 . 设 这 两 圆 的 半径 分 别 为 ri、 

r, 则 由 一 4PB = CPD 及 正弦 定理 可 知 图 7.6.4 

= 2 .因此 ,对 角 线 4C 与 BD 的 交点 0 即 为 这 两 圆 的 内 位 似 中 心 .但 两 贺 的 
位 似 中 心 一 定 在 两 圆 的 连 心 线 上 ,而 当 两 圆 相 交 时 , 连 心 线 是 两 圆 的 公共 弦 的 
垂直 平分 线 , 故 OP = 00. 

将 圆 内 接 四 边 形 的 对 边 延 长 相交 ,或 连接 其 对 角 线 , 即 产生 反 向 相似 三 角 
形 .而 对 于 两 个 相似 比 不 等 于 1 的 反 回 相似 图 形 来 说 ,总 存在 一 个 位 似 轴 反 射 
变换 ,使 其 中 一 个 图 形变 为 男 一 个 图 形 . 因此 ,对 于 圆 内 接 四 边 形 问 题 ,考虑 用 
位 似 轴 反射 变换 处 理 就 很 自然 了 . 

例 7.6.4 已 知 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,E、FF 分别 为 边 4B、CD 上 的 一 点 ， 
且 满 足 人 2 = 个. 再 设 P 是 线段 EF 上 满足 ps = 人 的 点 .证 明 :入 4PD 与 
人 入 BPC 的 面积 之 比 不 依赖 于 E、F 的 选择 . (第 39 届 IMO 预选 ,1998) 

本 题 曾 在 第 3 章 给 出 过 一 个 证 明 ( 命 题 3.4.4) ,这 是 再 作为 圆 内 接 四 边 形 
问题 用 位 似 轴 反 射 变 换 给 出 它 的 一 个 新 的 证 明 . 

证 明 如果 4D // BC( 图 7.6.5) , 则 4BCD 为 等 
腰 梯 形 , 且 4B = CD, 从 而 由 人 = 全 知 BE = DF. 


PE AB ， ， 
又 FF = CD ,所 以 P 为 EF 的 中 点 . 设 MN 分 别 为 


4B、CD 的 中 点 , 则 ME = NF, 且 EF 到 MN 的 距离 相 
等 .于 是 EF 的 中 点 P 在 MN 上 ,从 而 点 P 到 AD、BC 的 


距离 相等 .故人 4D 不 依赖 严正 的 选择 . 


图 7.6.5 

如 果 4D 类 BC, 设 4D 与 BC 交 于 点 0Q( 图 7.6.6), 因 EF 分别 在 4B、CD 
上 ,4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 ,全 04B 与 人 0CD 反 向 相似 .于 是 ,以 0 为 位 
似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 4 一 C, 则 B->D, 邑 有 4B 一 CD. 而 EF 分 别 


~ BC 
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在 上 , 且 缀 = 人 ,所 以 一 F. 由 此 即 知 


詹 - 然 - 铝 - 饰 , 人 而 op 为 人 p0 
的 平分 线 .又 了 DOF = 人 人 BOE, 所 以 0P 也 
为 人 40QB 的 平分 线 .既然 点 P 在 人 4Q0B 的 、 
平分 线 上 ,因而 点 P 到 4D、BC 的 距离 相等 . 
故 


S Aapp AD 


一 一 -一 


Sappe ™ BC 
仍 与 5、F 的 选择 无 关 、 
例 7.6.5 已 知 圆 内 接 凸 四 边 形 4BCD , 严 是 4C 与 DE 交点 ,E 是 4D 与 BC 


的 交点 ,M、N 分 别 是 4B 和 CD 的 中 点 .求证 :4 = 二 | 咎 - 如 | . (第 46 届 保 
加 利 亚 数 学 奥林匹克 (第 3 轮 ) ,1997) 

证 明 如 图 7.6.7 所 示 , 设 4B = 4 
hk CD, 以 FE 为 位 似 中 心 ,k 为 位 似 比 作 , 
位 似 轴 反射 变换 ,使 C -> A,D 一 B. 设 ^《 
户 一 让, 则 EF = kk EF. 同样 ,如 果 以 
~ 为 位 似 比 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 4 一 
C,B 一 D. 设 FF, 则 EF, = k-!-. 
EF ,是 让、F 都 在 EF 关于 AEB 的 平 
分 线 对 称 的 直线 上 ,所 以 

FiF, =| EF EFyj=|1k- kl]. EF 

另 一 方面 ,由 个 ABF 人 DCF, 舍 BAF1 人 DCF 知 公 ABF 人 BAF), 从 

而 会 4BF 综合 BAFi, 所 以 ,四 边 形 4F1BF 是 一 个 平行 四 边 形 ,因此 ,M 是 FF 


的 中 点 . 同 理 ,N 是 FF, 的 中 点 .于 是 , MN = LFF, ~ 六 | 天 一 -11 EF. 故 


MN _ 1， LI4B CD 
EF 2 ”2|1CD 4 


例 7.6.6 过 和 全 4BC 的 项 点 BC 的 一 圆 与 边 4B 、4C 分 别 交 于 Bi 、Ci， 
和 人 48C 与 人 4B1Ci 的 垂 心 分 别 为 已 .总 .求证 : BB CC、EE 三 线 共 点 .( 第 36 
届 IMO 预选 ,1997 ) 

证 明 如 图 7.6.8,7.6.9 所 示 , 设 8 与 CC 交 于 已, 以 点 4 为 位 似 中 心 
作 位 似 轴 反 射 变换 ,使 B 一 B, 则 Ci 一 C,Hi 一 H. 设 P 一 P', 则 公 P'BC cm 
全 PB1C1. 显 然 人 PB1C1 必 全 PCB, 所 以 公 P'BC 全 PCB, 因 此 个 P'BC 安 
和信 PCB ,从 而 四 边 形 PBP'C 是 一 个 平行 四 边 形 . 


图 7.6.7 
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图 7.6.8 图 7.6.9 


为 一 方面 ,因为 H 是 全 4BC 的 垂 心 ,所 以 人 ACH = HBA, 而 人 A4CP = 
了 PHB4 ,因此 ,PCH = 人 HBP. 从 而 由 例 3.1.1 及 习题 3 第 3 题 , 有 人 BPH = 
了 HP'B( 图 7.6.8 的 情形 ), 或 人 人 PHC = BHP'( 图 7.6.9 的 情形 ). 但 
人 和信 BP'HOWABIPH, 所 以 人 人 HP'B = 人 BIPHI, 了 BHP' = /PHIiBi, 于 是 
了 BPH = 人 BI1PHi( 图 7.6.8 的 情形 ), 或 人 人 PHC = 人 人 PHIBI( 图 7.6.9 的 情 
形 ). 在 前 一 种 情形 , 显然 有 、P、H 三 点 共 线 ;在 后 一 种 情形 , 注意 B/W/ 
FC( 都 垂直 于 4B), 因 而 Hi、P、H 三 点 也 共 线 , 故 BB1、CC1、HH 三 线 共 点 . 

如 果 以 一 个 已 知 角 的 平分 线 为 反射 轴 作 位 似 轴 反射 变换 , 则 角 的 两 边 ( 所 
在 直线 ) 互 换 , 过 角 的 顶点 的 任意 一 条 直线 变 为 这 条 直线 关于 已 知 角 的 等 角 
线 .因此 ,对 于 等 角 线 问题 ,除了 可 以 考虑 位 似 旋转 变换 处 理 外 ,还 可 以 考虑 位 
似 轴 反射 变换 . 

例 7.6.7 设 DE 为 个 4BC 的 边 BC 上 两 点 , 且 ABh4D = 人 ChE. 求证 

AB’ BD. BE 
4C2 ”CD .CE 

本 题 即 Steiner 定理 .在 前 面 我 们 曾 分 别 用 位 似 变 换 ( 例 6.1.6) 和 位 似 旋转 
变换 ( 例 7.4.4) 给 出 了 它 的 两 个 不 同 的 证 明 . 这 里 再 用 位 似 轴 反 射 变换 给 出 它 
的 一 个 简洁 的 证 明 . 

证 明 如 图 7.6.10 所 示 , 设 AC = :AB. 以 4 
一 B4C 的 平分 线 为 反射 轴 ,k 为 位 似 系 数 ,4 为 位 
似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 , 则 B 一 C. 设 万 一 阿 ， 
EE 一 EF', 则 D' 在 直线 A4E 上 ,E' 在 直线 4D 上 , 且 
C、D’' 、E' 在 一 直线 上 ,CD' = 上. BD,CE = kk: 
有 BF. 所 以 CD CE = 上 有， BD . BE. 叉 由 定理 
2.4.2 知 E'、D、E、D' 四 点 共 圆 , 由 圆 备 定理 ， 
CD' .CBE = CD CE, 所 以 图 7.6. 10 

CD. CE = k*. BD. BE 


Geometric transformations and their applications 


AB’ 1 BD » BE 


4C2 fk2 CD. CE 

例 7.6.8 设计 为 人 4BC 的 边 BC 的 中 点 ,全 4ABD 与 全 ACM 反 向 相似 . 求 
证 :PDM / AC. 

本 题 曾 在 第 3 章 ( 例 3.2.5) 作为 中 点 问题 用 平移 变换 给 出 了 一 个 证 明 . 我 
们 也 可 以 作为 中 点 问题 或 等 角 线 问题 分 别 用 中 心 反 射 变换 和 位 似 旋 转变 换 给 
出 它 的 证 明 ( 读 者 可 自己 为 之 ). 而 用 位 似 轴 反 射 变 换 证 明 则 十 分 简单 . 

证 明 ”如 图 7.6.11 所 示 , 以 4 为 位 似 中 心 ， 
BA4C 的 平分 线 为 反射 轴 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 
C 一 B, 则 M ->D. 设 B 一 B', 则 B' 在 4C 上 , 且 
B、D、B' 三 点 共 线 .由 于 CB 一 BB',M->D, 而 M 有 
为 BC 的 中 点 ,所 以 D 为 BB' 的 中 点 ,从 而 DM / 
BC, 即 DM / AC. 

例 7.6.9 设 四 边 形 4BCD 内 部 存在 一 点 己 ， 
使 4BPD 为 平行 四 边 形 . 证 明 : 如 果 人 CBP = 图 7.6.11 
了 PDC ,那么 人 人 ACD = 人 BCP.( 第 12 届 原 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978) 

本 题 作为 一 个 平行 四 边 形 问 题 是 可 以 用 平移 变换 处 理 的 (习题 3 第 4 题 ). 
因 其 结论 是 要 证 明 C4 关于 一 DCB 的 等 角 线 为 CP, 故 我们 也 可 以 考虑 用 位 似 
轴 反 射 变换 处 理 . 

证 明 如 图 7.6.12 所 示 , 设 4B 与 CD 交 于 E， C 


BC 与 DA 交 于 下 ,PB 与 CD 交 于 六 PD 与 BC 交 于 
J. 因 BE / PD, AB DF // PB, PL AF = 
人 CBP = 人 PDC = 人 E. 于 是 ,以 C 为 位 似 中 心 作 。 人 . 


| 
位 似 轴 反 射 变换 ,使 EE 一 B, 则 B 一 1,F -> DD， ,全 和 


一 一- ~ ~ 


D >J. 即 有 EB BI, FD Dj, 从 而 EB 与 DF 的 一 4 -~ 
交点 4 一 BI 与 DJ 的 交点 P. 所 以 ,Ch 关于 人 DCB 
的 等 角 线 为 CP, 故 人 ACD = BCP. 图 7.6.12 

当 问 题 涉 及 一 个 三 角形 的 两 个 角 的 等 角 线 时 ,就 隐 含 了 三 角形 的 第 三 个 角 
的 两 条 等 角 线 ( 见 例 7.4.1 或 例 5.8.7). 因此 ,对 有 些 涉及 不 同 角 的 等 角 线 问 
题 , 当 我 们 以 这 些 已 知 的 等 角 线 为 特征 作 位 似 轴 反射 变换 而 遇 到 困难 时 ,我 们 
应 考虑 以 隐 含 的 等 角 线 为 特征 实施 位 似 轴 反 射 变换 进行 尝试 ， 

例 7.6.10 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 既 不 是 平分 了 人 BAD ,也 不 平 
分 BCD ,点 己 在 四 边 形 的 内 部 ,上 且 B4P = 人 CCAD, 人 PCB = 人 DC4.01、0， 
分 别 为 人 4B8C、 人 4DC 的 外 心 . 求 证 :和 Po;B 中 全 PO,D. (中国 国家 队 培 训 ， 
2006 ) 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


证 明 如 图 7.6.13 所 示 , 因 为 4B、AD 
是 人 PAC 的 两 条 等 角 线 , CB、CD 是 人 ACP 
的 两 条 等 角 线 ,所 以 ,由 例 7.4.1( 亦 即 例 5. 
8.7), PB、PD 是 人 CPh 的 两 条 等 角 线 ( 即 
B、D 是 全 hPC 的 两 个 等 角 共 轧 点 ), 于 是 ， 
以 PP 为 位 似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 B 一 
D, 并 设 A4 一 4',C 一 C', 则 A'’、P、C 三 点 共 
线 ,A、P.C' 三 点 共 线 ,所 以 ,人 C4'D = 图 7.6.13 
芝 P4'D = 了 人 BAP = 人 C4D, 这 说 明 点 4' 在 全 4DC 的 外 接 圆 上 . 同 理 ,点 C' 也 
在 全 4DC 的 外 接 圆 上 .因而 全 4DC 的 外 心 0, 也 是 全 4'DC' 的 外 心 .这样 , 因 
个 4ABC 一 全 4'DC' ,O01、0; 分 别 为 人 4BC 、 全 4'DC' 的 外 心 ,所 以 ,O01 -> 0,. 故 
人 POIB cn 人 PO,D. 

本 题 当 属 典型 的 等 角 线 问题 ,但 当 我 们 以 4 或 C 为 位 似 中心 作 位 似 轴 反 射 
变换 时 , 我 们 会 发 现 这 个 问题 似乎 坚 如 般 石 . 而 一 旦 注意 到 了 PB、PD 是 
一 CP4 的 两 条 等 角 线 ,并 以 P 为 位 似 中 心 作 位 似 轴 反 射 变换 使 B、D 为 对 应 点 
时 ,问题 又 显得 那么 不 堪 一 击 . 

因为 相交 两 圆 的 交点 也 是 两 圆 的 一 个 首相 似 中 心 . 所 以 ,对 于 有 些 相 交 两 
圆 问题 来 说 ,除了 考虑 用 位 似 旋 转变 换 处 理 以 外 ,不 要 忘 了 还 可 以 使 用 位 似 轴 
反射 变换 这 一 工具 . 

例 7.6.11 设 相 交 两 圆 卫 与 的 圆心 分 别 为 0、 0 ,点 4 是 它们 的 一 个 
交点 ,点 Ti、T 分别 在 圆 T 和 本 上 ,上 且 所 T1014 = 几 40;7T,, 圆 T 厂 在 点 Tl 处 
的 切线 与 圆 刀 在 点 4 处 的 切线 交 于 P, 圆 T, 在 点 7 处 的 切线 与 圆 PP) 在 点 4 
处 的 切线 交 于 0. 求 证 :线段 Po 的 中 点 在 一 条 固定 直线 上 . 

证 明 ”如 图 7.6.14 所 示 , 以 4 为 位 似 中 心 作 op 
位 似 轴 反射 变换 ,使 圆 太一 圆 三 , 则 1 一 > 0,, 直 
线 401 一 直线 A0;,, 直线 402 一 直线 401. 因 
了 了 7104 = 了 40,T,, 所 以 TT 一 7T, 圆 厂 在 点 了 TI 
处 的 切线 一 圆 ,在 点 7 处 的 切线 . 另 一 方面 , 因 
直线 40, 一 直线 401, 所 以 ,过 点 4 日 与 40,; 垂直 
的 直线 一 过 点 4 且 与 401 垂直 的 直线 , 即 圆 三 在 
点 4 处 的 切线 一 圆 忆 在 点 4 处 的 切线 .这 样 便 有 图 7.6. 14 


P 一 0. 于 是 , 设 圆 P 与 记 的 半径 分 别 为 mm, 则 有 45 = 也 为 常数 .由 于 已、 


0 是 在 两 条 固定 的 直线 上 变化 ,因而 所 有 这 样 的 线段 PQ 都 是 平行 的 , 故 其 中 
点 在 过 点 4 的 一 条 定 直 线 上 . 
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Geometric transformations and their applications 


例 7.6.12 已 知 4 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 0 与 0; 的 一 个 交点 ,两 
圆 的 两 条 外 公 切 线 分 别 为 P1P,、0102, 切 点 分 别 为 Pl 、P，、Q1、Q2, 放 1、M; 分 别 
是 P101、P;Q2 的 中 点 .求证 :人 0140， = 人 M1AM2.( 第 24 届 IMO,1983) 

本 题 曾 在 第 5 章 和 第 6 章 先 后 用 轴 反 射 变换 与 位 似 变 换 给 出 过 两 个 不 同 的 
证 明 ( 例 5.1.6, 例 6.4.5). 作 为 一 个 典型 的 相交 圆 问题 ,如 果 以 交点 4 为 相似 中 
心 作 位 似 旋 转变 换 , 使 @0Oi 变 为 所 0 ,尽管 也 可 以 得 到 绪论 ,但 其 中 还 有 一 段 
比较 曲折 的 路 要 走 .这 里 用 位 似 轴 反 射 变换 给 出 一 个 简洁 而 巧妙 的 证 明 . 

证 肯 如 图 7.6.15 所 示 , 设 40， = :A01， 
则 由 0 与 0, 不 相等 可 知 上 1. 由 条 件 可 知 
人 PIMIOIN A PM0,,PRM M0, = hk: MO) 
于 是 , 以 4 为 位 似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 , 使 
O01 一 0;. 设 Mi 一 Mi', 则 O09My = MIO1 = 
M0;, 是 AMI1'0, = 人 O01MiA4. 又 容易 知道 线段 
4B 与 MiM, 互相 垂直 平分 ,因此 4HM = 4M;, 所 以 
OMA = LAM,M', 从 而 /AM'O; = 
了 4M,Mi, 这 样 便 有 A、M,、0，、Mi' 四 点 共 圆 ,于 是 由 M,0，。= 02M1” 即 知 
MAO0;, = LO0AM' .但 人 OAM = 人 140 所 以 一 MD40，= /MAO. 
故 二 040，= MiAM;. 

由 定理 2.4.11, 对 平面 上 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 不 相等 线段 ,存在 平面 
的 一 个 位 似 轴 反射 变换 ,使 得 其 中 一 条 线段 变 为 男 一 条 线段 .根据 这 一 事实 可 
以 简捷 地 处 理 某 些 问题 . 

例 7.6.13 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B > CD ,MN 分 别 为 边 BC、4D 上 的 点 ， 
P、0 分 别 为 BC 、AD 延长 线 上 的 点 , 昌 


BM _AN_BP 40 _ 4 
MC ™ ND YY PC 7 0D 7 CD 


图 7.6. 15 


求证 : PO | MN. 

证 明 ”如 图 7.6.16 所 示 , 攻 4B x CD ， 
由 定理 2.4.9, 存 在 一 个 位 似 轴 反 射 变 换 ,使 
得 4B 一 DC ,因而 由 定理 2.4.3 知 ,MN 两 
点 在 其 内 反射 轴 上 ,而 已 .O 两 点 则 在 其 外 
反射 轴 上 .但 位 似 轴 反射 变换 的 两 条 反射 轴 
是 互相 垂直 的 , 故 PO | MN. 

本 题 即 例 7.4.9. 那里 的 证 明 可 以 说 有 
曲 径 通 幽 之 感 , 而 这 里 的 证 明 则 是 出 奇 的 简 
单 .其实 , 奇 就 奇 在 这 个 证 明 揭 示 了 问题 的 本 质 与 来 源 . 
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如 果 设 直线 Po 与 MN 交 于 点 0( 图 7.6.16), 则 点 0 为 其 首相 似 中 心 .因而 
进一步 有 更 深刻 的 结论 ;个 048B 与 人 ODC 是 镜像 相似 的 . 

对 于 任意 三 角形 ,我们 同样 可 以 以 它 的 一 个 顶点 为 位 似 中 心 作 位 似 轴 反射 
变换 ,使 第 二 个 顶点 变 到 第 三 个 顶点 ,因此 ,对 于 三 角形 问题 来 说 , 当 其 他 一 些 
几何 变换 丝 失 效 而 处 于 “ 山 重水 复 疑 无 路 ”的 时 候 , 不妨 再 考虑 使 用 位 似 轴 反 
射 变换 一 试 ,也 许 会 “柳暗花明 又 一 村 ”. 


例 7.6.14 设 EF 分 别 为 全 4BC 的 边 4B、4C 上 的 点 ， 目 4 


AB+AC AE+ AF 
BC 全 EF 


敌 = 损 ， 4 :求证 


并 求 出 等 式 成 立 的 条 件 . 
证 明 如 图 7.6.17,7.6.18 所 示 , 以 4 为 位 似 中 心 作 位 似 轴 反 射 变换 ,使 
有 一 C, 并 设 下 一 已 ,下 一 忆 , 则 及 在 4C 上 ,到 在 48 上 ,5E // BC, 且 


AC pp, Fp ~ AL .BC,EF' = AE. Bc 


EF = 要 AB AB 


ji ， , gusaAC . AFE AF 
由 EF + EF -> EE' + FF 即 得 a * EF + EF > 8 BC + 48“ BC. 故 


AB+AC AE + AF 
BC 这 EF 
等 式 成 立 吕 及 = 『, 且 = EF 分 别 为 4B、AC 的 中 点 . 
对 于 本 题 来 说 ,根据 问题 的 条 件 ,通常 会 作 位 似 旋转 变换 ,使 C4 一 4B 或 
AhB 一 C4 ,这 样 就 会 有 一 下 或 一 忆 . 但 往 后 就 会 令 人 百 思 不 得 其 解 , 难 有 下 
文 .用 其 他 的 几何 变换 也 难以 奏效 . 


图 7.6.17 图 7.6.18 
局 题 7 
1. 设 D 是 全 4BC 内 一 点 ,使 得 4B = ab,AC = ac,4D = ad,BC = be， 
BD = bd ,CD = cd. 求 证 :一 48D + ACD = 60P. (新 加 坡 国家 队 选 拔 考 试 ,2004) 
2. 设 已 是 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 .证 明 : 点 
P 到 直线 4B、CD 的 距离 之 积 等 于 点 PP 到 直线 4C 、BD 的 距离 之 积 . 


几何 变换 
与 几何 证 是 3 


Geometric transformations and their applications 


3 在 和 4Bc 中 ,AD 是 BC 边 上 的 高 ,点 在 AD 上 ,满足 人 = 绍 , 过 点 D 
作 BE 的 垂 线 , 垂 足 为 下. 证明 :一 4AFC = 90.( 锐 角 三 角形 情形 :波罗的海 地 区 数 
学 奥林匹克 ,1998) 


| F 4 
fA SN 
"一 一 
B D 人 B C D E “ 
(a) (b) (c) 


3 题 图 
4. 设 PP 是 个 4BC 内 部 一 点 ,PAC = 了 PBA = PCB .求证 :直线 BP 平 


分 4AC 的 充分 必要 条 件 是 4B = 4C. 

5. 设 PP 是 半圆 直径 4B 延长 线 上 一 点 ,4B = 2PB. 过 P 作 半圆 的 切线 P7， 
7 为 切 点 ,过 4 作 4C 垂直 PT 于 C , 交 半 圆 于 也 . 连 PD 交 半 圆 于 另 一 点 五 ,直线 
AE 交 PT 于 玉 , 青 设 反 C 在 4B 上 的 射影 为 日 .求证 :DH | HF. 
C 


4 题 图 5 题 图 
6. 设 人 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 边 BC 、C4 、48 于 DE、F, 点 玉 为 点 DD 关于 
全 ABC 的 内 心 的 对 称 点 ,直线 EK 与 DF 交 于 上 .求证 :4L = 4F, 且 4 ] BC. 
7. 在 矩形 4BCD 的 外 接 圆 的 48 上 取 一 不 同 于 顶点 4、B 的 点 M,MN 在 直线 
AD、4B、BC、CD 上 的 射影 分 别 为 P.O、R、S. 证 明 ;PO | RS ,并 且 PO、RS 与 盾 
形 的 一 条 对 角 线 交 于 一 点 ， ( 原 南 斯 拉夫 数学 奥林匹克 ,1983) 
4 
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8. 分 别 以 全 4BC 的 两 边 4B、4C 为 一 直角 边 ,B 、C 为 直角 顶点 作 两 个 反 向 
相似 三 角形 4BF 和 ACE ,再 设 BE 与 CF 交 于 P. 求 证 :4AP | BC. (第 4 届 澳 大 利 
亚 数 学 奥林匹克 ,1983; 当 4B = BF 时 ,本 题 称 为 Vuibuit 定理 ) 

9. 设 四 边 形 4BCD 为 矩形 ,AEF 、BGF 、DEH 均 是 以 第 一 个 顶点 为 直角 顶点 
的 相似 直角 三 角形 , 且 两 直角 边 之 比 等 于 和 矩形 的 两 邻 边 之 比 .求证 :CG、C.H 三 
上 尽 共 线 的 充分 必要 条 件 是 EF = 2BD. 


ZN 


8 题 图 9 题 图 
10. 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 DCB ,上 且 Bh4C = /4DC. 过 
个 ABC 的 内 心 与 全 4CD 的 内 心 的 直线 分 别 与 直线 4B、AD 交 于 EF. 记 四 边 形 


ABCD 的 面积 与 人 AEF 的 面积 分 别 为 $、T. 求 证 :S > 27. 并 求 其 等 式 成 立 的 条 
件 . 


(a) 


10 题 图 
11. 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 0, 直 线 4B 与 CD 交 于 E, 直 线 BC 与 4D 交 于 
,全 ABF 与 人 AED 的 外 心 分 别 为 01、0;. 求 证 :全 0010s 全 CEF. 
12. 设 D 为 全 4BC 的 边 BC 上 一 点 ,O01,0; 分 别 为 全 4BD 与 人 4DC 的 外 心 ， 
证 明 ; 公 4BC 的 中 线 4M 的 中 垂 线 平分 线段 0 0. (中国 国 家 集训 队 培 训 ,2003) 
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11 题 图 12 题 图 
13. 设 作 4ABC 的 顶 角 4 的 平分 线 交 BC 边 于 D, 全 ABC、 公 ABD、 信 ADC 的 外 
心 分 别 为 0O、O1、02. 证 明 ;: 001 二 00,. 
14. 设 锐角 入 4BC 的 三 条 高 4D、BE、CF 的 中 点 分 别 为 L.M、N, 试 求 
了 NDM LEN、 WE 之 和 .( 第 21 属 俄 罗斯 数学 奥 林 匹 死 ,1995 ) 


4 


13 题 图 14 题 图 
15. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B 了 CD .分别 以 4D、BC 为 边 任 作 全 FEBC 与 
人 FAD ,使 得 人 EBC 路 人 FAD, 且 嫩 = op = 人 .求证 :直线 EF 过 定点 . 
16. 设 0.Q、.O， 分 别 为 人 48C 的 外 心 .第 一 Brocard 点 和 第 二 Brocard 扩 . 
求证 : 0Q1 = 002. 


才 A 


15 题 图 16 题 图 
17. 设 四 边 形 4BCD 内 四 边 形 4B'C'D' .求证 : BB'、CC' .DD' 三 线 共 点 的 充 
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分 必要 条 件 是 四 边 形 48CD 内 接 于 圆 . 

18. 设 PA、PB 是 从 点 尸 到 圆 卫 的 两 条 切线 (4、 有 为 切 点 ),O 是 P4 的 延长 
线 上 一 点 ,C 是 圆 卫 与 人 PBQ 的 外 接 圆 的 另 一 交点 .由 点 4 作 B0 的 垂 线 , 垂 足 
为 D. 求 证 :QCD = 2 一 PoOB. (第 15 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,1998) 


17 题 贸 18 题 图 


19. 设 圆 内 接 四 边 形 48CD 的 两 条 对 角 线 相交 于 点 0. 全 4B80 和 人 CDO 的 
外 接 圆 六 和 本, 交 于 O 和 天 .过 点 0 分 别 作 4B 和 CD 的 平行 线 与 圆 和 圆 刀 
分 别 交 于 点 E 和 .在 线段 0E 和 OF 上 分 别 取 点 忆 和 0 ,使 得 中 = 00 .证 明 : 
0、K、P、Q 四 点 共 圆 . (第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2003) 

20. 三 个 固定 的 圆 共 一 条 公共 弦 4B8 ,过 点 4 任 作 一 条 不 同 于 48 的 直线 与 
第 一 个 圆 交 于 X, 与 另 两 圆 分 别 交 于 Y 和 Z(Y 在 X 和 Z 之 间 ). 求 证 :比值 区 是 
定 值 ,与 所 作 直 线 的 位 置 无 关 . (第 35 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,2003) 


GY OO 


19 题 图 
21. 设 点 P 是 人 ABC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 ,01、0, 分 别 为 
全 4BP 与 人 4PC 的 A. 劳 心 .证 明 : 和 PoO02 的 外 接 圆通 过 全 4BC 的 外 接 圆 上 
一 个 定点 . 
22. 设 01 与 @0, 相 交 于 4、B 两 点 ,过 交点 4 任 作 一 条 割 线 分 别 与 两 圆 
交 于 P、0, 两 圆 在 P、0 处 的 切线 交 于 RRR, 直线 BR 交合 010,8B 的 外 接 圆 于 另 一 
点 $. 求 证 :RS 等 于 和 0028 的 外 接 圆 的 直径 . 
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21 题 图 


23. 设 人 4BC 的 三 个 劳 切 圆 分 别 与 相应 边 BC、CA、4B 切 于 点 4'、B'、C'. 
人 4B8'C 和 ABC4 AcC4 的 外 接 圆 分 别 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 点 41( 关 4)、 
Bi( 关 8)、CIC 关 0C). 证 明 : 人 41B Ci cn 和 人 42B2C2， 其 中 42、B、C; 分 别 是 
全 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4 、 48 的 切 点 . (第 31 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2005) 

24. 设 1/、O 分别 为 全 4BC 的 内 心 和 外 心 , 公 ABC 的 A. 旁 切 圆 分 别 与 直线 
BC、C4、4B 切 干 D、E、F. 求 证 :大 线段 EF 的 中 点 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 , 则 广 
OD 三 点 共 线 . 


23 题 图 


25. 设 p 为 人 4BC 的 半 周 长 ,在 射线 84 、C4 上 分 别 取 点 P、0, 使 BP = 
CQ = p, 再 设 点 下 为 点 4 关于 全 ABC 的 外 心 的 对 称 点 ,7 了 为 人 4BC 的 内 心 . 求 
证 : 妈 | PQ.( 第 2 届 丝 绸 之 路 国际 数学 竞赛 ,2003) 

26. 设 全 4' 有 BC' 只 全 ABC, 且 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 不 平行 . 证明: 44'、 
BB' CC' 三 线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 这 三 条 线段 的 垂直 平分 线 共 点 . 
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25 题 图 26 题 图 


27. 在 锐角 公 4BC 中 ,4B z A4C,H 为 全 4BC 的 重心 ,1 为 BC 的 中 点 ,也 、 
EE 分别 为 4B、4C 上 的 点 , 且 4D = 4E,D、HE 三 点 共 线 ,求证 :个 4BC 的 外 接 
圆 与 个 4DE 的 外 接 圆 的 公共 弱 垂 直 于 HM. (瑞士 国家 队 选 拔 考试 ,2006) 

28. 设 D 是 个 4BC 的 边 4B 上 一 点 .已 是 人 4BC 的 内 部 一 点 , 且 PD = DC， 
BAP = LDAC = LCBP,/ BPC + 一 4CB = 180 .求证 :4P | PC. 


27 题 图 28 题 图 


29. 设 DE 为 人 ABC 的 边 BC 上 的 两 点 , 且 BA4D = 人 EAC. 求 证 
AB AE .BD 
AC ~ AD EC 
30. 设 全 4BC 的 顶 角 4 的 外 角 平 分 线 与 直线 BC 交 于 DD. 求 证 
AD* = BD. DC - AB.: AC 

31. 设 全 4BC 的 内 切 圆 与 边 4B、BC 分 别 切 于 万 下 ,一 B4C 的 平分 线 交 DE 
于 .求证 :AF | FC.( 第 9 届 印 度数 学 奥林匹克 ,1994) 

32. 设 EF 分 别 为 中 四 边 形 48CD 的 对 角 线 4C 与 BD 上 的 点 , 且 伟 = 全， 
直线 EF 分 别 与 4B、CD 交 于 K、L. 求 证 : 公 KBF 的 外 接 圆 与 人 ECL 的 外 接 圆 的 
一 个 交点 ,在 直线 BC 上 .( 当 EF 分 别 为 4C 与 BD 的 中 点 时 ,本 题 为 2004 年 新 
加 坡 数 学 奥林匹克 试题 ) 
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31 题 图 32 题 图 
33. 在 四 边 形 4BCP 中 ,P、0 分 别 为 边 BC 、4D 上 的 点 , 且 2 = pr. 直线 
PQ 分 别 与 48, CD 交 于 EF 两 点 , 记 全 E40、 全 EBP、 全 FPC、 全 FOD 的 外 心 分 
别 为 01、02、03、04. 证 明 :四 边 形 010，0;04 cn 四边形 4BCD. 
34. 在 公 ABC 的 形 外 作 全 DBC、 公 ECA、 全 FF4B, 使 得 人 CAE = FAB = 
30 ,A EDA = /LABF = 人 DBC = 4$ ,BCD = 60. 求 证 : CF 上 DE. 


E 


33 题 图 34 题 图 


35. 设 人 048 与 和 人 OCD 是 两 个 反 向 相似 三 角形 ,再 以 4C 为 底 边 作 等 腰 三 
角形 Ph4C ,使 x 4PC = 2 x 408. 求 证 :OP | BD. 

36. 已 知 全 ABC 内 人 DEC 内 全 FEG (内 人 DBC. 求证 :4、D、F 三 点 共 线 ,日 
D 为 4F 的 中 点 . 


37. 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B8 、CD 为 一 直角 
边 ,4、D 为 直角 顶点 向 形 外 作 两 个 反 向 相似 的 直角 三 £ 一 -一 二 -一 到 
角形 4BE、DCF ,再 以 4D 为 一 边 向 形 外 作 人 G4D ,使 
了 DAG = 人 GDA = ABE .求证 :6 为 EF 的 中 点 的 充 
分 必要 条 件 是 4D // BC, 且 BC = 24D. 

38. 在 等 边 凸 六 边 形 4BCDEF 中 ,人 A+ 人 Ct+ B C 
AE=AB+AD+ 人 人 F. 证 明 :AA4 = -DB = 
人 人 E, 了 LC = 人 F. (第 54 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ， 37 题 图 
1953) 

39. 平 面 上 两 圆 相交 ,4 为 其 中 的 一 个 交点 .有 两 个 动 点 同时 从 点 4 出 发 ， 
各 以 恒 速 以 相反 的 方向 沿 其 中 的 一 个 圆 绕 行 一 周 后 同时 回 到 出 发 点 4. 证明: 
在 平面 上 存在 一 点 已 ,在 任何 时 刻 , 点 P 到 两 个 动 点 的 距离 都 相等 . 

40. 设 点 已 在 人 48BC 的 边 BC 所 在 的 直线 上 , 点 D、.E、F 满足 条 件 : 


和 人 DBP 由 人 EAC, 信 DPC 内 和信 FBA. 证 明 :D.E、F 三 点 共 线 , 且 fE - Pr. 
41. 设 全 4BC 与 全 CDE 为 两 个 转向 相同 的 正三 角形 ,M 为 BD 的 中 点 ,NN 为 
AE 的 中 点 ,0 为 人 4BC 的 中 心 .求证 :全 OME 四 和 OND.( 第 28 届 保加利亚 数 


学 奥林匹克 ,1979) 


40 题 图 41 题 图 
42. 设 0 为 四 边 形 4BCD 所 在 平面 上 一 点 ,在 任意 四 边 形 EFGH 的 四 周作 
人 EKF th 人 DOC,AFLG th 人 AO0D, 人 CMH th 人 BOA, 人 HNE 全 C0B. 证 
明 :存在 点 P, 使 得 人 NPM 中 全 ABC, 公 LPK 小 全 CD4. 
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43. 在 人 4BC 的 三 边 上 作 三 角形 BDC .CE4 4FB ,使 得 7 。 Ce A = 1, 
昌 BDC+ CE4+ 4FB = 360F .再 设 4、B、C 分别 关于 EF、FD、DE 的 对 
称 点 为 4'、B'、C' .求证 :全 4’'B'C' 与 人 4BC 反 向 相似 . 
44. 分 别 以 四 边 形 48CD 的 顶点 B、C 为 直角 顶点 ,4B 、CD 为 一 直角 边 在 形 
外 作 直 和 角 三 角形 4PB、CQD ,再 以 BC 为 一 边 在 形 外 作 公 BRC ,使 
LBPA = LBCR = 30,/A DOC = LRBC = 45° 


设 $ 是 边 4D 上 一 点 , 且 SD = Y345. 求 证 : PO | RS ,上 且 PO = (1 +43)RS. 


43 题 图 44 题 图 


45. 分 别 以 全 48BC 的 边 4C、4B 为 一 直角 边 ,4 为 直角 顶点 向 形 内 方向 作 两 
个 直角 三 角形 AEC, 4BF ,使 人 CE4 = 30P, 了 AFB = 4$ .为 BC 边 上 一 点 , 且 
BD = V3DC. 求 证 :AD | EF, 且 AD = > (3 _ 1) EF. 

46. 在 任意 四 边 形 4BCD 外 作 四 个 相似 菱形 441B,B、BBI1C;C、CC1D,D、 
DDi4)4, 使 人 D44，= 414B = BCC; = 一 CCD ,4BB，= /BBC = 
了 CDD, = 人 D1D4 ,再 设 K、L、M、N 分 别 为 414,、B1B8。、Ci1C2、D1D; 的 中 点 . 求 
让 :KM | IN. 


45 题 图 46 题 图 


47. 在 人 4BC 中 ,4B > AC,D、E 为 边 BC 上 的 两 点 , 且 人 BAD = EAC. 
求证 :4B . AE > 4C .4D. 
48. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC,P、O 分 别 为 腰 DPC、 4B8 上 的 点 .证 明 : 若 
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= 0C ,网 人 PAB cn 人 0DC. 


49 中 .在 梯形 4BCD 中 ,4B ] CD ,对 角 线 4C 与 BD 交 于 点 0,4B 和 CD 的 
垂直 平分 线 分 别 与 人 408 的 平分 线 交 于 点 E、F, 点 EE 在 BC 上 的 射影 为 P, 点 下 
在 4D 上 的 射影 为 0. 求 证 :4 、B8、P、0 四 点 共 圆 . 


4 D 


48 题 图 49 题 图 


50. 用 位 似 轴 反射 变换 证 明 习 题 5 第 17 题 . 

习题 5 第 17 题 : 设 D、E 分 别 是 全 4BC 的 边 4B、4C 上 的 点 , 且 DE // BC， 
在 线段 BE 和 CD 上 分 别 存在 一 点 P 和 0, 使 得 PE 平分 人 CPD,CD 平分 
了 EQB .求证 :4P = 40. 

51. 设 全 048B 与 人 0CD 是 两 个 反 向 相似 直角 三 角形 ,分 别 以 4、C 为 直角 
顶点 .过 B 作 OC 的 垂 线 ,和 王 足 为 ;过 DD 作 04 的 重 线 , 垂 足 为 .4AE 与 CF 交 
于 P. 求 证 : OP | BD. (中国 国家 队 培 训 ,2005) 

52. 过 全 4BC 的 顶点 BC 的 一 个 圆 分 别 与 4C、4B 交 于 男 一 点 E、F.P、Q 
两 点 使 得 PC = PF,0O0FE = 08, CPF = 2 4CB, EF0B = 2 4 CBA4. 求 证 : 
A、P、0 三 点 共 线 . 


51 题 图 52 题 图 


$3. 设 圆 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 延长 后 分 别 交 于 E、F ,对 角 线 4B 
和 CD 的 中 点 分 别 是 M 和 六 .求证 


中 本 题 是 上 海 网 友 frankvista( 初 中 学 生 ) 提供 给 作者 的 . 
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MN _ 二 | 下 BD 
EF ~ 2|BD ~ AC 
54. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 .4C 与 BD 交 于 E,4D 与 BC 交 于 F.LM、N 
分 别 为 4B、CD、EF 的 中 点 .求证 :MEN = 人 NLE. 


53 题 图 
ss . 设 圆 内 接 四 边 形 48CD 的 两 对 角 线 4C 与 BD 
区 于 点 P, 公 PBC 与 全 PAD 的 季 心 分 别 为 Hi、HH. 求 
证 :4B、CD、HiH 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
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及 总 变换 


-tt 


平面 几何 中 的 另 一 个 重要 的 几何 变换 是 反 演 变换 .在 反 演 
变换 下 ,平面 上 的 圆 可 以 魔术 般 地 变 为 直线 ,直线 也 可 以 变 为 
圆 ( 圆 也 可 以 仍然 变 为 圆 , 直线 也 可 以 仍 变 为 直线 ). 而 一 个 简 
单 的 命题 通过 反 演 变换 则 可 以 得 出 一 个 面目 全 非 的 魏 新 的 命 
题 .可 以 说 , 反 演变 换 是 平面 几何 中 的 一 件 赏 心 悦 目 、 极 具 魅 力 
的 瑰宝 . 


8.1 反 演 变换 及 其 性 质 


定义 8.1.1 设 0 是 平面 x 上 的 一 个 定点 ,是 一 个 非 零 
常数 .如 果 平 面 x 的 一 个 变换 ,使 得 对 于 平面 x 上 任意 异 于 0 
的 点 4 与 其 像 点 4', 恒 有 

(1)A’、0、A4 三 点 共 线 ; 

(2) 04’ . 04 = 大 
则 这 个 变换 称 为 平面 x 的 一 个 反 演 变换 , 记 作 1(O0,%). 其 中 
定点 0 称 为 反 演 中 心 ,常数 大 称 为 反 演 宕 ,点 4' 称 为 4 的 反 
点 . 

当 反 演 知 上 > 0 时 , 反 演 变换 1( 0 ,有 ) 称 为 双 曲 型 反 演 变 
换 ; 当 上 < 0 时 , 反 演 变换 上 0O ,Ek) 称 为 椭圆 型 反 演 变换 ， 

显然 , 当 点 4' 是 点 4 的 反 点 时 ,点 4 也 是 点 4' 的 反 点 , 因 
而 点 4 与 4' 互 为 反 点 .由 此 可 见 , 反 演变 换 是 可 逆 的 ,日 其 道 
变换 就 是 自身 . 
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从 反 演 变换 的 定义 可 以 看 出 , 反 演 中 心 在 普通 平面 上 不 存在 反 点 . 除 此 之 
外 ,平面 上 其 他 的 任意 一 点 都 存在 唯一 的 一 个 反 点 . 因此 ,严格 地 讲 ,“ 反 演变 
换 ” 不 是 平面 x 的 一 个 变换 ,而 只 是 平面 x 的 一 个 “ 拟 变 换 ”( 因 为 有 一 个 点 没 
有 像 ). 但 如 果 将 平面 x 去 掉 反 演 中 心 , 则 “ 反 演 变换 ” 仍 是 这 个 有 “ 润 ” 的 残缺 
平面 的 一 个 一 一 变换 . 

定义 8.1.2 在 反 演 变换 I(O0,k) 下, 如果 平面 x 的 图 形 下 的 像 为 图 形 F， 
则 图 形 严 称 为 图 形 F 关于 反 演 变换 1(O0,%) 的 上 反 形 .简称 图 形 严 是 图 形 F 的 
反 形 . 

显然 ,在 反 演 变换 下 ,如 果 图 形 Fr 是 图 形 F 的 反 形 , 则 图 形 F 是 图 形 Fr 的 
反 形 . 因 而 图 形 FF 与 图 形 Fr" 互 为 反 形 . 

反 演变 换 的 不 动 点 称 为 自 反 点 ;而 反 演变 换 的 不 变 图 形 则 称 为 自 反 图 形 . 

如 果 反 演变 换 1(0,k) 是 一 个 双 曲 型 反 演变 换 , 即 反 演 罕有 > 0. 令 r = 
Vk, 则 以 反 演 中 心 0 为 圆心 、r 为 半径 的 圆 称 为 反 演 变换 7(0,) 的 反 演 圆 , 而 
r 则 称 为 反 演 半径 . 

如 果 反 演变 换 1( 0,k) 是 一 个 椭圆 型 反 演 变换 , 即 反 演 寡 上 < 0. 令 r = 
V -天 , 则 以 反 演 中 心 0 为 圆心 .r 为 半径 的 圆 也 称 为 反 演 变换 

I(O,k) = TO，- 产 ) 

的 反 演 圆 ,r 则 称 为 反 演 半径 . 

无 论 是 双 曲 型 反 演 变换 ,还 是 椭圆 型 反 演 变换 ,它们 都 有 一 个 反 演 圆 ,圆心 
为 反 演 中 心 . 当 反 演 宕 为 天 时 , 反 演 半径 为 > = V1k1. 且 由 反 演 变换 的 定义 
知 , 反 演 圆 是 反 演 变换 的 自 反 圆 ; 双 曲 型 反 演 变换 的 反 演 圆 上 任意 一 点 都 是 自 
反 点 ;椭圆 型 反 演 变换 的 反 演 圆 上 任意 一 点 都 变 为 这 一 点 的 对 径 点 (以 这 一 点 
为 一 端点 的 直径 的 另 一 端点 ); 椭 圆 型 反 演 变换 没有 自 反 点 ; 反 演 圆 内 的 点 ( 除 
圆心 外 ) 的 反 点 在 反 演 圆 外 , 而 反 演 圆 外 的 点 的 反 点 则 在 反 演 圆 内 (图 8.1.1， 
8.1.2). 


(K>0) (K<0) 


图 8.1.1 图 8.1.2 


如 果 给 定 了 一 个 圆心 为 O .半径 为 了 的 GCCO,r), 则 它 即 可 唯一 确定 一 个 
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双 曲 型 反 演 变换 I(0 ,rm) ,也 可 唯一 确定 一 个 椭圆 型 反 演变 换 1( 0，- 己 ), 它 
们 都 以 ©@(0,7) 为 反 演 圆 .那么 ,怎样 作出 一 个 已 知 点 的 反 点 呢 ? 由 于 当 4' 是 
态 4 关于 反 演 变换 1( 0,r7) 的 反 点 时 ,4' 关于 反 演 中 心 0 的 对 称 点 即 点 4 关于 
反 演 变换 1( 0, =- 局) 的 反 点 .因此 ,我 们 只 需 讨论 已 知 点 4 关于 双 曲 型 反 演变 
换 1( O00,”) 的 反 点 4' 的 作法 即 可 ,而 这 个 作法 是 非常 简单 的 : 

如 果 点 4 在 反 演 圆 ©@(0,r) 外 ,由 4 作 (0,r) 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 
P、O, 则 04 与 PQ 的 交点 4'( 亦 即 PQ 的 中 点 ) 即 为 点 4 关于 反 演 变换 1( 0 , 7?) 
的 反 点 (图 8.1.3). 这 是 因为 由 作法 知 OP | PA4,04 | Ph4' .于 是 由 直角 三 角 
形 的 性 质 , 有 04'. 04 = 产 . 

如 果 点 4 在 反 演 圆 ©@(0,r) 内 , 则 过 点 4 且 与 04 的 垂直 的 直线 必 与 
(0,r) 相交 , 设 PP 为 其 交点 之 一 ,过 P 作 (0,r) 的 切线 与 直线 04 交 于 4' ， 
则 4' 即 为 点 4 关于 反 演变 换 1( 0 ,r”) 的 反 点 (图 8.1.4). 


C 
图 8.1.3 图 8.1.4 
如 果 点 4 在 反 演 圆 上 , 则 4 的 反 点 为 其 自身 . 
现在 讨论 反 演 变换 的 性 质 . 
定理 8.1.1 在 反 演 变换 下 ,不 共 线 的 两 对 互 反 点 是 共 圆 的 四 点 . 


、 _、 1(0,k I(O,k) ， ， 
证 了 明 如 图 8.1.5,8.1.6 所 示 , 设 4 企 0ee 4 有人 Ce 及 , 且 A4、B、A’、 


B' 不 共 线 . 则 由 反 演 变换 的 定义 ,有 04' . 04 = k= 08' .0B. 故 A、B、A’'、B 
四 点 共 圆 . 
由 证 明 可 以 看 出 ,全 04B 与 人 08'4' 是 反 向 相似 的 . 


图 8.1.5 图 8.1.6 
推论 8.1.1 设 4、4',B、B',P、P' 是 关于 有 反 演 变换 1(O0,k) 的 三 对 互 肥 
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点 ,上 且 尼 4、 有 三 点 不 共 线 .如 果 O0 4、 有 三 点 共 线 , 则 一 4'PB = 一 4PB ,上 且 两 


角 的 方向 相反 . 
证 明 ”如 图 8.1.7,8.1.8 所 示 , 由 定理 8.1.1,B8、B8'、P、P' 四 点 共 圆 ,所 
以 , x 0P'B' = x PBO, x 0P'4' = x P40. 于 是 
x A'P'B' = z+ OP'B'’ -¢ OP'A’ = PBO -+ PAO = BPA 
故 4'PB' = A4PB , 且 两 角 的 方向 相反 . 


图 8.1.7 图 8.1.8 
定理 8.1.2 设 4. 有 两 点 关于 反 演 变换 1(O,5) 的 反 点 分 别 为 4'、B', 则 


,kl 
48 =04.08° 2 


证 明 ”车 0、4、B 三 点 共 线 , 则 由 04’ . 04 = ,0B' .0B = k, 有 


k k  k(04-08) kk.:BA 


A'B' = 0B' - 04' = 


0B' 04 ~ 04.08 ~ 04.08 
若 0G、.4、B 三 点 不 共 线 , 则 由 全 0B'h' 从 04B( 图 8.1.5,8.1.6), 有 
A'B'’ 04 04:04 1ki 


AB ~ 0B 04.08 ~ 04.:0B 
由 此 可 见 ,无 论 哪 种 情形 ,结论 都 成 立 . 
定理 8.1.3 设 1(0,ki) 与 1(0,k;) 是 平面 x 上 具有 同一 反 演 中 心 的 两 
个 反 演 变换 , 则 
1(0,1) = H(O, ks: ki1)I(O, ki) 
证 明 ”对 平面 x 上 任 一 异 于 反 演 中 心 0 的 点 4, 设 4 一 > 
4 0 4 , 则 A'、O、4 三 点 共 线 ,是 04 . 04 = 后 ,4 0、 4 三 点 共 
线 , 04”= kk。 kr! 04' ,所 以 4"、.0、4 三 点 共 线 , 且 
OA” . O04 = ky ki!l O04’ . O04 = ky kilky = k 
故 由 反 演 变换 的 定义 即 得 
H(O, kkil)I(O,k) = 1(0,k,) 
由 于 位 似 变 换 不 改变 图 形 的 形状 ,因而 定理 8.1.3 说 明 , 在 反 演 变换 下 , 反 
演 中 心 一 旦 确定 , 则 一 个 图 形 的 反 形 的 形状 便 随 之 确定 ,与 反 演 项 的 大 小 无 关 . 
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基于 这 个 原因 , 往 后 讨论 图 形 在 反 演 变换 下 的 反 形 的 性 质 时 ,我 们 只 需 对 
双 曲 型 反 演 变换 进行 讨论 即 可 . 

定理 8.1.4 在 反 演变 换 下 ,过 反 演 中 心 的 直线 不 变 .不 过 反 演 中 心 的 直 
线 的 反 形 是 过 反 演 中 心 的 圆 ;过 反 演 中 心 的 圆 的 反 形 是 不 过 反 演 中 心 的 直线 . 
不 过 反 演 中 心 的 圆 的 反 形 仍 是 不 过 反 演 中 心 的 圆 . 

证 明 过 反 演 中 心 的 直线 显然 是 不 变 的 ，; 

如 图 8.1.9 所 示 , 设 ! 是 不 过 反 演 中 心 0 的 一 
条 直线 ,过 点 0 作 i 的 垂 线 , 垂 足 为 4,4 的 反 点 是 
4' .再 设 B 是 1 上 任意 一 异 于 4 的 点 ,B 的 反 点 是 
B'. 由 定理 8.1.1,4、4'、8、B' 四 点 共 圆 , 所 以 o 
了 0B'h4' = 了 BAA' = 90. 因 此 ,点 B' 在 以 04' 为 
直径 的 圆 卫 上 .反之 ,对 圆 下 上 的 任 一 异 于 0 .4: 
的 点 B', 设 直 线 0B' 交 !/ 于 有 ,由 于 一 08'4 = 
90? = 一 B44' ,所 以 ,A4、4'、B、B' 四 点 共 圆 .因此 ， 图 8.1.9 
0B'. 0B = 04' .04 =〖, 其 中 上 为 反 演 短 ,从 而 B' 是 点 8B 的 反 点 , 即 贺 厂 上 
腊 于 0 的 任意 一 点 都 是 直线 ! 上 的 某 一 点 的 反 点 , 故 圆 卫 是 直线 ; 的 反 形 中 . 因 
此 ,不 过 反 演 中 心 的 直线 的 反 形 是 过 反 演 中 心 的 圆 . 

由 互 反 性 即 知 ,过 反 演 中 心 的 圆 的 反 形 是 不 过 反 演 中 心 的 直线 . 

设 圆 醋 不 过 反 演 中 心 . 若 加 本 的 
圆心 0 就 是 反 演 中 心 , 圆 T 的 反 形 显 
然 是 械 的 一 个 同心 圆 , 车 圆 古 的 圆心 
0 不 同 于 反 演 中 心 0. 如 图 8.1.10 所 5 


示 , 设 直线 001 交 圆 于 4 、B 两 点 ， NU 
它们 的 反 点 分 别 为 4'、B', 则 和 i、P' 


是 直线 00, 上 的 两 个 定点 .对 圆 厂 上 
任 一 异 于 4、B 的 点 P, 设 其 反 点 为 图 8.1.10 
P' , 则 由 推论 8.1.1, 一 4'PB = 了 人 4PB = 90 ,所 以 ,已 在 以 4'B' 为 直径 的 圆 
刀 上 ;反之 ,对 圆 下 上 的 任 一 异 于 4 、8 的 点 P', 设 P' 的 反 点 为 P. 再 由 推论 
8.1.1 知 ,4PB = 一 4'PB = 90, 所 以 ,点 PP 在 以 4B 为 直径 的 圆 上 , 即 点 P 
在 圆 卫 上 .因此 , 圆 卫 的 反 形 是 圆 六 . 且 因 圆 玉 不 过 反 演 中 心 0 ,所 以 4、 有 异 于 
0 ,当然 4'、B' 也 不 同 于 0 ,所 以 圆 也 不 会 过 反 演 中 心 0 . 故 不 过 反 演 中 心 的 圆 
的 反 形 仍 是 不 过 反 演 中 心 的 圆 

如 果 将 直线 视 为 半径 为 无 穷 大 的 圆 , 则 定理 8.1.5 表明 ,在 反 演 变换 下 , 圆 


中 ”严格 地 讲 , 贺 矿 除 掉 反 演 中 心 才 是 直线 1 的 反 形 .以 后 凡是 过 反 演 中 心 的 图 形 都 这 样 理 解 
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的 反 形 仍然 是 圆 . 这 是 反 演 变换 的 一 个 极为 重要 的 不 变性 质 , 称 为 反 演 变换 的 
保 圆 性. 

应 该 指出 ,在 反 演 变换 下 , 当 圆 卫 与 圆 甩 是 一 对 互 反 形 时 , 圆 卫 与 圆 症 的 
圆心 并 非 两 个 互 反 点 .但 由 定理 8.1.4 的 证 明 可 知 , 互 为 反 形 的 两 圆 的 两 个 圆 
心 与 反 演 中 心 总 是 在 一 条 直线 上 . 

反 演变 换 的 男 一 个 重要 的 不 变性 质 涉及 两 条 相交 曲线 在 交点 处 的 交角 的 

定义 8.1.3 设 两 条 有 曲线 go 相交 于 点 4 ,Lm 分 别 是 曲线 wv 在 点 4 处 
的 切线 (如 果 存 在 的 话 ), 则 1 与 m 的 交角 称 为 曲线 wv 在 点 4 处 的 交角 ;如 果 两 
切线 重合 , 则 曲线 uw、w 在 点 4 处 的 交角 为 0. 

特别 地 ,如 果 两 圆 O01 与 0, 交 于 点 4 ,那么 过 点 4 作 两 圆 的 切线 , 则 两 
切线 的 交角 称 为 两 圆 的 交角 . 易 知 这 个 交角 就 是 人 0140, 或 180 - 
人 040:( 图 8.1.11,8.1.12). 当 两 圆 的 交角 等 于 9%p? 时 , 称 两 圆 正 交 . 


图 8.1.11 图 8.1.12 


显然 ,两 圆 正 交 的 充分 必要 条 件 是 :在 交点 处 两 圆 的 半径 互相 垂直 . 

如 采 两 圆 相 切 , 则 两 圆 的 交角 为 0. 

如 果 直 线 和 图 相交 ,过 交点 作 贺 的 切线 , 则 切线 与 直线 的 交角 就 是 直线 与 
圆 的 交角 . 当 这 个 交角 为 90? 时, 称 直线 与 圆 正 交 . 显然 ,一 条 直线 与 圆 正 交 的 充 
分 必要 条 件 是 这 条 直线 过 圆心 . 

如 果 下 线 与 圆 相 切 , 则 直线 与 圆 的 交角 是 0. 

定理 8.1.5 在 反 演 变换 下 ,两 条 相交 曲线 在 交点 处 的 交角 大 小 不 变 , 方 
向 相反 . 

证 明 ”如 图 8.1.13 所 示 , 设 曲线 、v 交 于 点 P, 在 反 演 变换 1( 0,k) 下 ,uw、 
2 的 反 形 是 曲线 ww 、v' ,点 P 的 反 点 为 P'. 则 P' 必 是 曲线 ww 、v' 的 一 个 交点 , 且 
0、P、P' 在 同一 直线 上 . 

过 及 演 中 心 0 作 一 条 不 同 于 OP 的 直线 00 分 别 交 曲线 w、v、u’ 、v' 于 4 、B、 
4A'、B', 则 4'、B' 分 别 是 4、B 的 反 点 .由 推论 ,4P'B = A4PB( 但 方向 相 
反 ). 令 a = 人 QO0P, 则 当 a 趋 于 零 时 ,直线 00 趋 于 直线 OP, 点 4、B 同时 趋 于 
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P, 上 态 4'、B' 同时 趋 于 己 , 割 线 P4 、PB、 
PA’' 、PB' 分 别 趋 于 各 相应 曲线 的 切线 . 
由 于 lim LA'P'B' = lim 4PB , 故 曲 线 
w 、v' 在 交点 4 处 的 交角 等 于 曲线 uw 在 
交点 4 处 的 交角 ,而 方向 则 恰好 相反 . 


反 演 变换 的 这 一 性 质 称 为 反 演变 换 0 7 SSI, 4 八 
的 ( 反 向 ) 保 角 性 . 

由 反 演 变换 的 保 圆 性 与 保 角 性 立即 图 8.1.13 
可 得 


推论 8.1.2 如 果 两 圆 或 一 圆 一 直线 相 切 于 反 演 中 心 , 则 其 反 形 是 两 条 平 
行 直 线 ; 如 果 两 贺 或 一 圆 一 直线 相 切 于 非 反 演 中 心 , 则 其 反 形 ( 两 圆 或 一 圆 一 直 
线 ) 相 切 . 

推论 8.1.3 如 果 两 直线 平行 , 则 其 反 形 (两 圆 或 一 圆 一 直线 ) 相 切 于 反 演 
中 心 . 

推论 8.1.4 ”如果 两 贺 ,或 一 圆 一 直线 ,或 两 直线 正 交 , 则 其 反 形 亦 正 交 . 

定理 8.1.6 ”如 果 反 演 中 心 对 圆 卫 的 寡 等 于 反 演 千 , 则 圆 卫 是 反 演 变换 的 
自 反 圆 . 

证 明 ” 设 反 演变 换 为 [LO,), 反 演 中 心 对 圆 卫 的 短 等 于 反 演 系 .如 图 
8.1.14,8.1.15 所 示 ,过 反 演 中 心 0 任 作 一 直线 1 交 圆 厂 于 4、4' 两 点 (4 与 4 有 
可 能 重合 ,重合 时 4 为 切 点 ) , 则 由 圆 戎 定理 ,04' . 04 = 8 ,所 以 4 与 4' 互 为 反 
点 , 故 由 直线 1 的 任意 性 即 知 圆 是 反 演变 换 1( 0 ,k) 的 自 反 贺 . 


图 8.1.14 图 8.1.15 


因 反 演 圆 外 (内 ) 的 点 的 反 点 在 反 演 圆 内 (外 ) ,所 以 , 反 演 变换 的 自 反 圆 知 
非 反 演 圆 , 则 一 定 和 反 演 圆 相 交 于 两 点 P、O( 仍 见 图 8.1.14,8.1.15). 对 于 双 
曲 型 反 演 变换, P、O 是 两 个 自 反 点 (图 8.1.14) ;对 于 椭圆 型 反 演 变换 ,P、O 是 
两 个 互 反 点 (图 8.1.15). 

推论 8.1.5 “过 两 个 互 反 点 的 圆 是 自 反 圆 . 
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证 明 ” 设 4、4’' 是 反 演 变换 1(0,) 的 两 个 互 反 点 , 则 O04’. 04 = &. 如果 
圆 卫 过 4、4' 两 点 , 则 上 = 04’，04 恰 为 反 演 中 心 0 对 圆 卫 的 寡 . 由 定理 8.1.7 
即 知 , 圆 及 是 反 滨 变换 10O0,) 的 自 反 圆 . 

定理 8.1.7 “一 个 圆 是 双 曲 型 反 演 变换 的 自 反 圆 , 当 且 仅 当 这 个 圆 是 反 诸 
圆 或 这 个 圆 与 反 演 圆 正 交 . 

证 明 “” 设 圆 疡 是 双 曲 型 反 演 变换 7(O, 斑 ) 的 
自 反 圆 .如 果 圆 政 上 的 每 一 点 都 是 自 反 点 , 则 图 卫 
就 是 反 演 圆 (0,r); 如果 圆 厂 上 存在 一 个 非 自 
反 点 4 , 设 4 的 反 点 为 4', 则 4' 也 在 圆 厂 上 . 因 4 不 
是 自 反 点 ,所 以 4、4' 必然 一 点 在 反 演 圆 内 ,一 点 
在 反 演 圆 外 ,从 而 圆 卫 必 与 反 演 圆 相 交 . 设 己 为 其 
交点 之 一 (图 8.1.16) , 则 

04' .04= 产 = OP 图 8.1.16 

由 此 即 知 OP 与 圆 刁 相 切 于 点 已 , 故 圆 了 与 反 演 圆 正 交 . 

反之 , 反 演 圆 显然 是 反 演 变换 的 自 反 圆 ; 而 当 圆 卫 与 反 演 圆 正 交 时 , 设 其 
中 一 个 交点 为 已 , 圆 的 圆心 为 0 ,半径 为 ri( 仍 见 图 8.1.16). 因 0P | OP, 由 
色 股 定理 ,有 rr = 0P* = 001- 01P” = 001 - rr, 这 正 是 反 演 中 心 0 对 圆 工 
的 宫 . 但 ?为 反 演 适 , 故 由 定理 8.1.7 即 知 , 圆 了 是 一 个 自 反 圆 . 

推论 8.1.6 ”如果 相交 两 贺 丝 与 双 曲 型 反 演变 换 的 反 演 圆 正 交 , 则 相交 两 
圆 的 两 个 交点 是 两 个 互 反 点 . 

证 明 由 定理 8.1.7, 这 两 个 相交 加 都 是 自 反 圆 ,因而 两 个 交点 必 为 两 个 
互 反 点 . 

推论 8.1.7 ”在 双 曲 型 反 滨 变换 下 ,过 两 个 互 反 点 的 圆 必 与 反 演 圆 正 交 ， 

证 明 ”由 推论 8.1.6 与 定理 8.1.7 即 得 . 

我 们 看 到 , 双 曲 型 反 演 变换 的 许多 性 质 与 轴 反 射 变换 的 性 质 是 类 似 的 . 如: 
反 演 变换 的 反 向 保 角 性 与 轴 反 射 变换 的 反 向 保 角 性 ; 反 演变 换 的 自 反 圆 ( 包 括 
直线 ) 或 是 反 演 圆 ,或 与 反 演 圆 正 交 ; 轴 反射 变换 的 不 变 直 线 ( 包 括 圆 ) 或 是 反 
射 轴 ,或 与 反射 轴 正 交 . 等 等 .其 原因 在 于 :如 果 将 直线 视 作 半径 为 无 穷 大 的 圆 ， 
则 轴 反 射 变 换 即 可 视 作 反 演 圆 的 半径 为 无 穷 大 的 双 曲 型 反 演 变换 ,反射 轴 即 反 
演 圆 . 

事实 上 ,如 图 8.1.17 所 示 , 设 PP' 是 双 曲 型 反 演变 换 1( 0,r) 的 两 个 互 反 
点 ,射线 OP 交 反 演 圆 于 M, 则 有 (r - PM)(r + MP') = 0P. 0P' = ,于 是 

r* > PM 
-~ Ph Hh 

如 果 固 定 P.M 两 点 , 则 当 rr 一 + om 时 , 反 演 圆 QO0 趋 于 过 点 履 且 和 王 直 于 


MP = ph - 


411 


几何 变换 
与 几何 证 题 


PM 的 直线 1 ,而 MP' 的 长 度 则 趋 于 PM , 即 点 PP 
趋 于 点 P 关于 直线 1 的 对 称 点 . 故 反 演变 换 
7(0 ,一 ) 趋 于 轴 反 射 变换 S(7). 


正 因为 双 曲 型 反 演 变换 与 轴 反 射 变换 之 间 M P' 
有 这 人 么 一 个 亲缘 关系 ,所 以 , 双 曲 型 反 演 变换 也 
称 为 圆 反射 变换 . | 

为 了 给 出 反 演 变换 的 男 一 个 重要 的 不 变 
量 ,我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 图 8.1.17 


引 理 8.6.1 设 圆 卫 与 也 的 连 心 线 与 圆 记 交 于 4、B 两 点 ,与 圆 厂 , 交 于 

C.D 两 点 ,EF 为 两 圆 的 外 (内 ) 公 切 线 (E、F 为 切 点 ), 则 
AC : BD = EF’*(AD. BC = EF’) 

证 明 仅 证 外 公 切 线 的 情形 . 当 贺 
站 与 也 相等 时 ,结论 显然 成 立 . 如 果 圆 
也 与 刀 不 等 ,不 失 一 般 性 , 设 圆 局 大 于 
圆 忆 , 圆 卫 与 卫 的 圆心 分 别 为 01、0O;. 
如 图 8.1.18 所 示 , 以 两 圆 半径 之 差 为 半 
径 作 圆 卫 , 的 同心 圆 卫 与 4B8 交 于 KK、L, 与 
0 无 交 于 7 了 7, 则 4K = LB = CO ,所 以 
4C = KO;,BD = 50 又 由 ET | EF, 图 8.1.18 
FO; | EF,ET = FO 可知 70, 与 圆 矿 相 切 于 TT, 日 70，。 = EF. 故 由 圆 罕 定 理 
即 得 


AC . BD = KD， 10，= TO? = EF 
定理 8.1.8 设 半径 分 别 为 rr 的 两 圆 卫 | 与 三 在 某 个 反 演 变换 下 的 反 
形 Ti 与 Ty’ 仍然 是 两 个 圆 ,其 半径 分 别 为 R Ra .如 果 圆 症 与 一 的 外 (内 ) 公 
切线 长 为 1, 圆 Pr 与 Ty 的 外 (内 ) 公 切 线 长 为 L, 则 韦 - -六 . 即 两 圆 外 


让 172 
(内 ) 公 切 线 的 平方 与 两 圆 半 径 的 积 之 比 在 反 演变 换 下 保持 不 变 . 
证 明 同样 仪 证 外 公 切 线 的 情形 .如 图 8.1.19 所 示 , 设 圆 症 与 TT, 的 连 心 
线 与 圆 六 交 于 4 、B 两 点 ,与 贺 T, 交 于 C.D 两 点 ,在 反 演变 换 1(O0 ,kk) 下 ,加 
厂 与 卫 的 反 形 分 别 为 圆 与 . 设 点 症 的 有 反 点 为 XY , 则 由 定理 8.1.2 可 得 
A'C'.:BD' AC.:BD 
A'B'.C'D’ ~ AB.:.CD 
另 一 方面 , 因 A、B8、C、D 在 一 直线 上 ,所 以 A'、B'、C'.D' 四 点 共 圆 或 共 线 . 
如 果 4'、B'、C'、D’' 四 点 共 圆 , 记 这 个 圆 为 卫 , 因 直线 4BCD 与 圆 忆 2 都 
正 交 ,所 以 , 圆 了 与 圆 古 、P> 都 正 交 .如 图 8.1.20 所 示 , 设 圆 有 与 有 2 的 连 心 
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线 与 圆 让" 交 于 P、0 两 点 ,与 圆 有 2 交 于 
R、S 两 点 , 且 圆 PP 和 本 ,的 根 轴 与 圆 栈 已 
的 一 个 交点 为 01. 以 01 为 反 演 中 心 .点 
01 对 圆 T 的 帘 为 反 演 容 作 反 演 变换 ,由 4 B © ? 
定理 8.1.7, 圆 六 和 了 均 为 自 反 圆 ,而 
圆 厂 的 反 形 则 是 与 圆 T' 和 并 > 均 正 交 的 
直线 ,这 条 直线 不 是 别 的 , 正 是 圆 厂 ” 和 
F2 的 连 心 线 PORS ,因此 4’'、B'、C'、D" 图 8.1.19 
的 反 点 分 别 为 P.O、R、S, 或 OP.\S.R， 
从 而 由 定理 8.1.2, 有 
PR:0S A'C'.B'D 
PO. RS 48 .CD 
于 是 


PR:0S AC.:BD 
PO.RS™ AB.: CD 


如 果 4'、B'、C'、D' 四 点 共 线 , 则 反 
演 中 心 0 就 在 圆 忆 和 疡 的 连 心 线 上 ,此 
时 ,直线 4'B8'C'D' 就 是 圆 P 和 了 2 的 连 心 线 PORS ,因而 上 式 也 成 立 . 

由 引 理 8.6.1,PR: QS = [2,AC :BD = [2.0X PO =2R,RS = 2R,, 
AB =27r,CD = 27,, 故 


图 8.1.20 


8.2 线段 度量 关系 与 反 演变 换 


从 反 演 变换 的 定义 上 来 看 ,实际 上 是 揭示 了 反 演 中 心 0 到 一 对 互 反 点 4、 
4' 之 间 的 一 个 度量 关系 ;04 . 04 = k(k 为 反 演 短 ) ,因而 O47 - 地 .于 是 , 凡 


涉及 和 欲 证 绪论 是 儿 条 具有 公共 端点 的 线段 的 倒数 的 几何 等 式 或 不 等 式 问题 ,我 
们 即 可 以 考虑 用 反 演 变换 转化 为 不 含 线段 倒数 的 等 式 或 不 等 式 问题 . 反 演 中 心 
是 这 些 线段 的 公共 端点 ,而 反 演 寡 可 以 任意 选取 , 也 可 以 就 方便 而 取 某 个 特殊 
的 反 演 大 . 

例 8.2.1 如 图 8.2.1 所 示 , 设 4.B、C、D 为 正七 边 形 的 相 邻 四 个 顶点 . 求 
证 
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1 1 1 
AB ~ AC™Y AD 

(第 21 届 原 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987) 

证 明 “” 作 反 演变 换 I(4 ,4C?), 则 点 C 不 变 , 因 4、B、C.D 四 点 共 贺 ,而 过 
反 滨 中 心 的 圆 的 反 形 是 直线 ,所 以 , 设 B.D 的 反 点 分 别 为 B.D', 则 BY、C、D 
在 一 直线 上 ,4C 为 一 B'4D' 的 和 角 平 分 线 , 人 B' = BCA = 人 C4B = 一 C4B' 
因 4、B8、C、D 为 正七 边 形 的 相 令 四 个 顶点 ,所 以 ACB = 了 ,由 于 

AB' . AB = AD’ . AD = 4C? 

于 是 问题 转化 为 : 

如 图 8.2.2 所 示 , 在 人 4B'D' 中 ,BAD' = 28B = 笠 ,4C 为 人 B'AD' 的 
平分 线 .求证 : 4B’ = 4C + 4D'. 

这 是 一 个 简单 的 问题 . 


事实 上 ,在 4B' 上 取 点 五 ,使 A4E = 4C , 则 容易 得 到 公 B'CE 综 个 4CD' ,所 
以 BE= AD'. 故 AB’ = 4+EB' = 4C+4D'. 


图 8.2.1 图 8.2.2 
例 8.2.2 已 知 4 和 一 4 内 的 定点 已 ,过 点 已 作 一 直线 分 别 交 一 4 的 两 


边 于 B.C, 使 Bs + Pc 为 最 大 . (第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979) 


解 ”如 图 8.2.3 所 示 , 作 反 演 变换 (P,P47), 则 点 4 是 自 反 点 ,直线 4B、 
AC 的 反 形 分 别 过 点 4、P 的 两 圆 . 设 B、C 的 反 点 分 别 为 B、C' , 则 B'C' 为 过 两 
圆 的 交点 P 的 一 条 割 线 .由 于 PB' . PB = PC' .PC = P47?, 所 以 
1 1 B’'C’ 
PBYPC ~ PA? 


1 
4_ (PB’ + PC') = 
pA‘ PB + PC ) 


于 是 问题 转化 为 : 

如 图 8.2.4 所 示 , 设 两 圆 相交 于 P、4 两 点 ,过 交点 已 作 一 条 割 线 ,分 别 与 两 
圆 交 于 点 B'、C' ,使 线段 B'C' 为 最 长 . 

这 是 一 个 我 们 非常 熟悉 的 问题 .答案 是 : 当 BC' 与 两 贺 的 连 心 线 平行 时 ， 
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B'C' 最 长 .此 时 B'C' | P4. 故 原 问 题 的 答案 是 : 当 BC | P4 时 ,5 + Pe 为 最 大 . 


图 8.2.3 图 8.2.4 
例 8.2.3 设 四 边 形 4BCD 的 对 边 48 与 CD 交 于 E, BC 与 4D 交 于 F. 求 证 : 
4C 平分 一 Ph4D 的 充分 必要 条 件 是 


] ] ] 
AB 4 一 4D+ 大 

证 明 如 图 8.2.5 所 示 , 作 反 演 变换 1(4,4C*), 则 点 C 是 自 反 点 ,直线 
ABE、ADF 不 变 , 直 线 BCF 与 直线 ECD 的 反 形 为 相交 于 4 、C 两 点 的 两 个 圆 六 、 
七 . 设 点 镁 的 反 点 为 XY , 则 了 、 天 在 贺 上 ,E'、D' 在 圆 , 上 ,而 4B'. AB = 
4H .AF = AD’' .AD = AE'’ .AE = 4C2, 于 是 

让 + 太 - 市 + 在 
AB’ -~ AFE’ = 41D - AF'oE'B'’ = F'D' 

这 样 ,问题 转化 为 : 

设 圆 万 与 性 交 于 4、C 两 点 ,在 公共 弦 4C 的 两 边 过 点 4 作 两 条 射线 ,分 
别 交 图 于 B'、F' , 交 圆 刀 于 有 到、 及 .求证 :4C 平 分 一 B4D' 的 充分 必要 条 件 
是 FFB' = F'D'. 

这 是 我 国 早期 (1979 年 ) 的 一 道 全 国 高 中 数学 联赛 试题 .证 明 是 简单 的 . 

事实 上 , 如 图 8.2.6 所 示 , 不 难 知 道 , 全 EB'C 人 DFC. 于 是 ,E'B' = 
FD'esSAFBC LL ADFCOBC = CF'oABAC = ACAF' oAC 平分 
LB'AD'. 


十 4R = AD' 十 AF' 


图 8.2.5 图 8.2.6 
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例 8.2.4 过 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 的 交点 0 任 作 一 直线 分 别 交 直线 
AB、BC、CD、Dh4 于 P.O、R、S. 求 证 
1 1 1 1 
OP 00~™ OR™W OS 
证 明 ”如 图 8.2.7 所 示 , 以 0 为 反 演 中 心 , 任 取 一 正 数 作 反 演变 换 1(0， 
5), 则 直线 4B、BC、CD、DA 的 反 形 分 别 是 过 点 0 的 四 个 圆 :© 01、@ 0,、© 0;、 
O04. 设 点 于 的 反 点 为 点 六 , 则 4'、B'、C'、D’' 分 别 为 @O GO GO GO 
前 后 循环 相交 的 、 异 于 点 0 的 交点 ,而 已 .0 、R'、S' 分 别 在 这 四 个 圆 上 . 因为 
过 反 演 中 心 0 的 直线 不 变 , 日 OP’ .OP = 00’ .00 = 0O0R'. OR = 08S' . 
OS = 上 ,所 以 
D5 - D6 = Di -OP - 00 = OR' - 09'»P'Q0' = RS 
于 是 问题 转化 为 : 
如 图 8.2.8 所 示 , 设 四 边 形 4'B'C'D’' 的 两 对 对 角 线 于 点 0, 公 04'B'、 
全 0B'C'、 合 0C'D'、 公 0D'4' 的 外 接 圆 分 别 为 口 0 OO GO GO 过 点 0 
任 作 一 直线 分 别 与 这 四 个 圆 交 于 另 一 点 P'、0'、R'、S' .求证 : P'Q0’ = R'S'. 


图 8.2.7 


这 个 问题 的 证 明 不 难 . 

事实 上 , 易 知 四 边 形 0 0:03 04 是 一 个 平行 四 边 形 . 设 01、0，、03、04 在 直 
线 0'S' 上 的 射影 分 别 为 KL、M、N, 则 有 KK = MN( 平 行 四 边 形 的 一 组 对 边 到 
定 直 线 上 的 射影 相等 ). 又 KL、M、N 分别 为 纺 OP' 、00' 、OR’ 、0S' 的 中 点 ,所 
以 PO' = 2KL,R'S' = 2MN. 故 P'0’ = R'S'. 

通常 都 用 反 演 变换 将 与 圆 有 关 的 问题 化 为 直线 型 问题 .而 上 面 三 个 例子 则 
表明 ,有 时 对 直线 型 问题 通过 反 演 变换 化 为 与 圆 有 关 的 问题 后 ,可 能 更 容易 得 
到 解决 . 

其 实 ,不 仅仅 只 是 具有 公共 端点 的 线段 的 倒数 的 几何 等 式 或 不 等 式 问题 可 
以 用 反 演 变换 进行 转化 ,对 任意 只 涉及 线段 的 几何 等 式 或 不 等 式 问 题 都 可 以 考 
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虑 用 反 演变 换 进行 转化 .因为 定理 8.1.2 已 经 揭示 了 两 点 之 间 的 距离 与 它们 的 
两 个 反 点 之 间 的 距离 的 关系 . 
例 8.2.5 设 P 为 全 4BC 内 一 点 ,a = 人 人 BPC -4,8 = 人 人 CPA - 一， 
”> = 一 4PB - 一 C. 求 证 
PA.BC PB:C4 PC.48 


sina snp sny 

证 有 明 如 图 8.2.9 所 示 , 作 反 演 变换 1(P,1), 设 jg 
点 五 的 反 点 为 KX . 因 点 P 在 人 4BC 内 ,所 以 ,点 PP 也 作 
在 人 A4'B'C' 内 . 由 定理 8.1.1, 一 4BP = PBA， iA 
LPA'C' = LACP, 所 以 ALBA'C' = /PBA + HS 
A4CP = LBPC - 4 = a. 同 理 ,AC'B4 = 8， AAS 
了 4'C'B' = 7Y. 又 由 定理 8.1.2, 有 有 > 
BC = ph PE'Ch = pC PA'4B' = PA FB 图 8.2.9 

对 人 A'B'C' 用 正弦 定理 并 将 上 面 三 式 代入 即 得 


例 8.2.6 证 明 Ptolemy 不 等 式 : 对 平面 上 任意 不 共 线 的 四 点 4、.B8、C、D， 
恒 有 
AB: CD+ BC:AD 2» AC. BD 
等 式 成 立 当 且 仅 当 四 边 形 4BCD 为 圆 内 接 凸 四 边 形 . 
证 明 ”如 图 8.2.10 所 示 , 作 反 演变 换 1( 4 ,1), 设 
BC 


':， 见 'C' = 'D = 
点 下 的 反 点 为 站, 则 有 再 C = 本 .rr CD = 
CD :NN! BD a :nr 2 

Ac . ap’BD 二 A4B: AD: 于 是 ,由 BC 十 人 及 之 /< 2 

和 “ (, 一 一 一 
B'D:’ 即 得 Bp' 和 = 二 二 二 一 一 

BC CD BD Cr 
AB. AC + AC. AD 宇 AB. AD 

化 简 即 得 欲 证 不 等 式 . 等 式 成 立 当 上 且 仅 当 B8’、C’'、D’ 图 8.2.10 


三 点 共 线 , 且 C' 在 及 、D' 之 间 , 当 且 仪 当 四 边 形 4BCD 为 圆 内 接 凸 四 边 形 . 

上 面 两 个 例子 在 第 7 章 都 曾 用 位 似 旋 转变 换 给 出 过 证 明 ( 见 例 7.1.1, 例 
7.1.2 后 的 说 明 ). 从 反 演 变换 给 出 的 证 明 来 看 , 例 8.2.5 等 价 于 正弦 定理 ,而 
Ptolmey 不 等 式 则 等 价 于 简单 得 不 能 再 简单 的 不 等 式 命 题 : 对 平面 上 的 任意 三 
点 4、B、C, 恒 有 4B + BC > 4C. 

例 8.2.7 证 明 Klamkin 不 等 式 : 设 PP 是 公 4BC 的 内 部 一 点 , 则 有 

BC PA*+ CA.: PB*+ AB.: PC’* :>> BBC. CA.: AB 

等 式 成 立 当 有 旦 仅 当 P 为 全 4BC 的 内 心 . 
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本 题 实际 上 也 在 第 7 章 曾 用 位 似 旋转 变换 证 明 过 ,因为 Klamkin 不 等 式 是 
例 7.1.4 的 特例 .而 用 反 演 变换 则 可 发 现 Klamkin 不 等 式 与 我 们 前 面 已 证 的 一 


个 不 等 式 有 着 密切 的 联系 . 

证 明 ”如 图 8.2.11 所 示 , 以 PP 为 反 演 中 心 作 反 A 
演变 换 1(P,1) , 设 点 X 的 反 点 为 六 , 则 有 P4' PA = 八 
PB' . PB = PC'. PC = 1, 且 

B'C’ CD A'B' 
BC = pp'. PC’ CD = pe’. PD''AB = pa' . PB’ 


代入 欲 证 不 等 式 , 则 问题 转化 为 : 
设 P 为 人 4B'C' 内 一 点 , 则 有 
PB’. PC'’. B'C'’+ PC'’. PA’'.C'A'+ 图 8.2.11 
PA’ . PB’. A'’B'’ > BC C'A’. A'B’ 

这 是 在 第 3 章 已 经 证 明了 的 一 个 不 等 式 ( 即 例 3.5.11). 其 等 式 成 立 当 且 仅 
当 人 4'B'C' 是 一 个 锐角 三 角形 , 且 点 P 为 人 4'B'C' 的 垂 心 . 

由 一 Ph4B = PB'A', 了 CAP = 一 CC4 等 ,可 知 公 4'B'C' 为 锐角 三 角形 ， 
且 点 已 为 人 4'BC' 的 重心 , 当 且 仅 当 点 已 为 人 4BC 的 内 心 . 因 而 原 不 等 式 得 
证 . 且 等 式 成 立 当 有 目 仅 当 点 已 为 人 4B5C 的 内 心 . 

例 8.2.8 设 边 长 分 别 为 a、b、c、d 的 四 边 形 
ABCD 外 切 于 中 0O. 求 证 

O04 . OC + 0B: OD = vabcd 
(中 国 国家 集训 队 测 试 ,2003) 

证 明 如 图 8.2.12 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 的 
内 切 圆 与 边 D4 、4B、BC 、CD 分 别 切 于 P.O、R、S， 
以 四 边 形 4BCD 的 内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 则 
A、B.C.D 的 反 点 4'、B'、C'、D' 分 别 为 切 点 四 边 图 8.2.12 
形 PORS 的 边 PO、QR、RS、SP 的 中 点 ,因而 4'B'C'D' 是 一 个 平行 四 边 形 . 又 
了 08'4' = 人 BA0 = 04D = 4'D'O0, 由 习题 3 第 2 题 ,有 

04' . OC’ + 0B’ . OD’ = 45 .BC' = 
AB'. BC’. CD’.D’'A 
男 一 方面 , 设 四 边 形 4BCD 的 内 切 圆 半径 为 r, 则 有 


， r2 ， -2 ， r2 ， r2 
04' = 04’08 = 08’:0¢ = oc'0 = op 
:Di 六 AB Ar r+:» BC 
AB = 4 0B = 08. OC 
门 / 了 了 CD ,47 _ I DA 
CD =Dc 0D24 = 0D. O04 
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将 这 些 关 系 式 代 人 前 面 的 等 式 , 整 理 即 得 
0A: OC+ OB: 0D=vVAB. BC. CD.D4 = abcd 

例 8.2.9 如 图 8.2.13 所 示 , 在 四 个 不 同 的 圆 TT、T3、\T4 中 ,站 与 Ts 
外 切 于 己 , 刀 与 有 也 外 切 于 已. 设 贺 六 与 六 与 六 与 有 与 局 分 
别 交 于 异 于 的 点 4、B8、C.D. 求 证 :他 B25;.( 第 44 届 IMO 预 选 ,2003) 

证 明 ” 作 反 演变 换 1({ PP,1), 设 点 针 的 反 点 为 庆 . 因 本 与 T 攻 外 切 于 P,T， 
与 刀 也 外 切 于 P, 所 以 4'B'C'D' 是 一 个 平行 四 边 形 (图 8.2.14). 又 

48 BC ,pp CD D4 

42 = pia. ph’ PB. PC'C? = Pe. PD’ Pp. PA 

于 是 ,将 这 些 关系 式 代 人 显然 的 等 式 4'B' .BC = 4'D'. D'C' ,整理 即 得 欲 证 . 


BC = D'A’ = 


站 
可 
人 
BB! 
图 8.2.13 8.2.14 


例 8.2.10 设 六 个 圆 都 在 一 个 定 圆 内 ,每 一 个 都 与 定 圆 内 切 ,并 且 与 相 邻 
的 两 个 小 圆 外 切 . 若 六 个 小 圆 与 大 圆 的 切 点 依次 为 A1、4，、43、44、4s、A6. 证 明 
AiA>* A3As .446 = 4743 Ashs* AeAI 

(第 29 届 IMO 预选 ,1988) 

证 明 ”如 图 8.2.15 所 示 , 设 圆 夏 、T、…、T6 丝 与 圆 矿 内 切 , 且 圆 ;与 TD,_) 
和 Tii 尼 外 切合 = 1,2,…,6, 了 7 = Ti 了 = 了 5). 以 hs 为 反 演 中 心 作 反 演变 
换 545,1) , 则 圆 卫 与 圆 有 Fe 的 反 形 为 两 条 平行 线 , 其 余 5 个 圆 的 反 形 是 与 两 平 
行 线 中 的 一 条 直线 均 相 切 的 圆 , 且 反 形 中 第 一 个 圆 与 第 五 个 圆 均 与 两 平行 线 相 
切 ,而 甚 余 三 圆 均 与 相 邻 的 两 圆 外 切 ( 图 8.2.16). 


DOA 


4 A A 


图 8.2.15 图 8.2.16 
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设 点 于 的 反 点 为 X , 则 其 反 形 中 的 五 个 圆 与 两 平行 线 中 的 一 条 ( 即 圆 卫 的 
反 形 ) 依次 切 于 41'、42、43> 、44 、 43 .再 设 这 五 个 圆 的 半径 依次 为 rj、r;、……、 
rs; 则 由 勾 股 定理 可 得 A414y = W(r+nrpi-(r-rp)2 =- 2V7Pm. 同 理 ， 
4243 = 2V mm,43 4 = 2V rr,444 = 2Vrrs. 显然 ,ri = rs, 于 是 ， 
4147 4344 = 4747 444: 而 


7 4 442 7 4 ! .4344 
4 4 4541 ” 4 43 44 一 4543 ” 4544 
4243 AsAs 
A 4 一 ， | ‘A fF 一 
2 AcA, “ 4543 4 46544 ” 46545 
所 以 
AlA, “ 434， A,A; " 4445 


4641， 464?， 4643 4644 ”464 .4543，4644， AeAhs 
稍 加 整理 即 得 欲 证 . 

同样 的 方法 可 以 证 明 其 一 般 情 形 :; 

设 2n(n 之 2 ) 个 圆 TT Ty 丝 与 加 六 内 切 , 切 点 依次 为 41、42、…、 
42_1、42， 如 果 圆 玉 与 天 和 局 篆 外 切 ( 人 = 1,2,…,2n7 = 站 ,六 = 
,1) , 则 

4142. A3A4 * :Asn_1A2, = 4243 4445 :+ AsnAl 

从 例 8.2.10 的 证 明 还 可 以 看 出 , 当 圆 请 、……、T 丝 与 圆 厂 外 切 时 ,结论 
同样 成 立 . 

有 些 问题 含有 明显 可 实施 其 他 几何 变换 的 特征 ,在 实施 相应 的 几何 变换 后 
再 考虑 反 演 变换 , 则 可 能 立马 使 问题 得 到 解决 . 

例 8.2.11 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 卫 ,点 S 在 圆 卫 内 , 且 B4S = 
DCS,SB4 = SDC .平分 了 BSC 的 直线 交 圆 卫 于 PoO 两 点 .求证 : PS = 
SO. (第 57 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,2006) 

证 了 明 ”如 图 8.2.17 所 示 , 因 PO 是 BSC 
与 人 DS4 的 公共 平分 线 , 于 是 ,以 PQ 为 反射 轴 
作 轴 反射 变换 , 设 A 一 A,B 一 B,C 一 C'， 
D 一 D', 圆 一 圆 刻 , 则 S、D'、4,S、D、A',S、 
B、C',S、B'、C 为 四 个 三 点 共 线 组 , SA4' = 54， 
SB’ = $B, SC’ = $C, SD’ = SD,H A’.B'C'.、 
D'、P、O 六 点 在 加 上 .又 人 SA4B = 一 SCD， 
5BA = LSDC,LASB = 一 CSD. 所 以 和 人 84 < 图 8.2.17 
全 SCD, 从 而 SA4 .SD = SB， SC. 因 此 ,SA4 :SD’ = 9 .SC' = SC. SB’ = 
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SD . S4' .于 是 ,考虑 以 $ 为 反 演 中 心 、S4 . SD' 为 反 演 寡 的 反 演 变换 , 则 4 、B、 
C.D 的 反 点 分 别 为 D'、C'、B'、4' .这 样 , 圆 本 的 反 形 为 圆 广 ,因而 癌 古 与 加 六 
的 公共 点 P、0 为 反 演变 换 的 两 个 自 反 点 ,这 样 便 有 SP* = S4. SD' = SQ*. 故 
SP = S50. 

用 反 演 变换 处 理 一 些 与 距离 有 关 的 轨迹 问题 有 时 十 分 简单 . 

例 8.2.12 证 明 : 到 两 点 的 距离 之 比 等 于 定 比 (不 等 于 1) 的 点 的 轨迹 是 一 
个 圆 . 
这 个 轨迹 是 著名 的 阿 氏 圆 . 我 们 在 第 2 章 曾 给 出 过 一 个 证 明 ( 引 理 2.3.1)， 
而 用 反 演 变换 则 可 以 迅速 得 到 结论 . 

证 明 如 图 8.2.18 所 示 , 设 两 定点 为 4、 


B, 定 比 * 1, 点 满足 条 件 54 = ). 作 反 演 变 


换 1(4,4B”), 则 点 B 不 变 . 设 点 P 的 反 点 为 
P', 则 


Bp2_AB .pp AB 
PB= .AB PB= 人 1 
为 常数 ,所 以 ,点 已 的 轨迹 是 以 8 为 中 心 、 芝 图 8.2.18 


为 半径 的 一 个 圆 . 因 4 zz 1, 于 是 ,其 反 演 中 心 4 不 在 这 个 圆 上 ,从 而 其 反 形 也 
是 一 个 圆 , 故 点 P 的 轨迹 是 一 个 圆 . 


8.3 ” 圆 与 反 演 变换 


由 于 反 演 变换 具有 保 圆 性 和 保 角 性 的 良好 性 质 , 且 两 圆 互 为 反 形 时 ,两 圆 
的 圆心 与 反 演 中 心 在 同一 直线 上 :; 圆 的 反 形 可 以 是 直线 : 相 切 圆 的 反 形 仍 相 切 . 
因而 一 些 与 圆 有 关 的 相 切 垂直 .平行 ,点 共 线 、 线 共 点 、 点 共 圆 、 圆 共 点 等 问题 
都 可 以 考虑 用 反 演 变换 来 实现 . 

如 果 问 题 是 要 证 明 两 圆 相 切 ,我 们 可 以 根据 问题 的 特点 作 一 个 恰当 的 反 演 
变换 ,说明 或 证 明 两 圆 的 反 形 相 切 . 

例 8.3.1 设 公 4BC 的 半 周 长 为 p,E 和 F 是 直线 BC 上 的 两 点 , 且 4E = 
AF = p. 求 证 :全 4BC 的 A. 旁 切 圆 与 人 EFC 的 外 接 圆 相 切 . (第 4 届 保 加 利 亚 
数学 奥林匹克 (第 3 轮 ) ,1995) 

证 明 如 图 8.3.1 所 示 , 设 P、0 分 别 为 全 4BC 的 A. 旁 切 圆 T 厂 与 直线 4B、 
AC 的 切 点 , 则 有 4P = 40 =p. 又 AE = AF = p, 所 以 EE、P、0、F 在 以 4 为 圆 
心 .p 为 半 和 欠 的 圆 上 . 作 反 演变 换 1(4,p’”), 则 EE、P、0O、F 丝 为 自 反 点 , 圆 厂 为 自 
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反 贺 ,人 4FF 的 外 接 圆 与 直线 EF 互 为 反 形 .由 于 圆 卫 4 
与 直线 EF 相 切 ,因此 ,它们 的 反 形 也 相 切 , 即 圆 六 与 
公 AEF 的 外 接 圆 相 切 . 

例 8.3.2 设 公 4BC 的 内 切 圆 与 其 边 BC 、C4、 
4B 分 别 切 于 D、E、F,BF、BD、CD 、CE 的 中 点 分 别 为 
K、L、M、N, 直 线 KL 与 MN 交 于 P. 求 证 :全 PBC 的 外 
接 圆 与 全 4BC 的 内 切 圆 相 切 . 

证 法 1 如 图 8.3.2 所 示 , 设 人 4B8C 的 内 心 为 1 
内 切 圆 为 w,DF 、DE 的 中 点 分 别 为 由, 以 图 w 为 反 
演 贺 作 反 演变 换 , 则 U、V 的 反 点 分 别 为 B.C, 所 以 ， 
U、B、C、V 四 点 共 圆 ,由 推论 8.1.5, 这 个 圆 与 圆 w 正 
交 . 又 不 难 知 道 , 直线 三 与 MN 分 别 为 BU 、CY 的 垂直 
平分 线 , 所 以 ,点 PP 为 (UBCVY) 的 圆心 .于 是 ,以 己 
为 反 演 中 心 , (UBCVY) 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 则 B、 
C 为 两 个 自 反 点 ,直线 BC 与 全 PBC 的 外 接 圆 互 为 反 
形 . 因 QD(UBCV) 与 圆 w 正 交 ,由 定理 8.1.7, 圆 w 为 
自 反 圆 ,而 圆 w 与 BC 相 切 ,所 以 圆 w 与 BC 的 反 形 也 
相 切 , 即 APBC 的 外 接 圆 与 全 4BC 的 内 切 圆 相 切 . 图 8.3.2 

证 法 2 仍 见 图 8.3.2, 将 点 8 视 为 点 圆 , 因 天 并 分 别 为 BF 、BD 的 中 点 ,所 
以 ,点 K.L 丝 在 全 4BC 的 内 切 圆 。 与 点 图 如 的 根 轴 上 , 即 直线 古 为 人 4BC 的 
内 切 圆 w 与 点 圆 有 的 根 轴 ,而 点 P 在 直线 KL 上 ,所 以 点 PP 到 点 B 的 距离 等 于 
点 了 到 圆 w 的 切线 长 ; 同 理 , 点 P 到 点 C 的 距离 也 等 于 点 P 到 圆 w 的 切线 长 ,所 
以 ,PB = PC ,它们 都 是 点 P 到 圆 w 的 切线 长 . 

以 尸 为 反 演 中 心 , PB 为 反 演 半径 作 反 演 变换 , 则 8B、C 为 两 个 自 反 点 ,直线 
BC 与 人 PBC 的 外 接 圆 TT 互 为 反 形 , 因 P 到 圆 w 的 切线 长 等 于 反 演 半径 ,所 以 ， 
圆 w 为 自 肥 圆 ,而 圆 w 与 BC 相 切 ,于 是 它们 的 反 形 也 相 切 , 即 全 PBC 的 外 接 圆 
厂 与 全 4BC 的 内 切 圆 相 切 

例 8.3.3 证 明 Feuerbach 定理 :三 角形 的 九 点 圆 与 其 内 切 圆 和 旁 切 圆 均 相 
切 . 

证 明 如 图 8.3.3 所 示 , 设 和合 46C 的 边 BC 、C4 的 中 点 分 别 为 工 .M ,顶点 4 
在 直线 BC 上 的 射影 为 D, 公 ABC 的 内 切 圆 OI 及 A. 旁 切 圆 OL 分 别 与 边 BC 
切 于 TU,I 和 1L 的 男 一 条 内 公 切 线 与 直线 LM、A4B 以 及 BC 分 别 交 于 五 、 
FS, CF 的 中 点 为 N, 则 WN 在 直线 LM 上 ,4、S5、.N 三 点 在 一 直线 上 ,AN | Cr. 
因 AN | CN,A4D CD, 所 以 ,DN 都 在 以 4C 为 直径 的 圆 上 ,而 M 为 4C 的 中 
点 ,因此 ,MNA4 = NAC = 了 NDC, 即 人 LNS = 人 NDL, 这 说 明 人 LSN cm 


422 


Geometric transformations and their lications 


和信 LND, 所 以 ,IS .1D = LV?. 又 SDM = 全 MCB, 由 对 称 性 和 平行 性 , 有 
了 MCB = EFB = SEM ,因而 $S.D、E、M 四 点 共 圆 ,所 以 
IM-. LE = LS.1D = LN’ 


图 8.3.3 
另 一 方面 , 因 T、U 分 别 为 全 4BC 的 内 切 圆 和 A. 旁 切 圆 与 BC 的 切 点 ,所 
以 ,BT = UC, 因 此 工 也 为 TU 的 中 点 , 且 不 难得 到 BF = TU .而 上 、N 分 别 为 CB、 


CF 的 中 点 ,所 以 LN = 7 BF = 27U = LT. 这 样 便 有 


IM:.LE = LS.: 1D = ST 
于 是 ,以 工 为 反 演 中 心 ,ST 为 反 演 半 径 作 反 演 变换 , 则 I 各 1 都 是 自 
反 圆 ,S$、D 互 为 反 点 , M、E 互 为 反 点 ,所 以 直线 SE 的 反 形 为 过 L、M、D 三 点 的 
一 一 即 全 4BC 的 九 点 圆 .由 于 直线 SE 是 I 与 ©L 的 一 内 条 公 切 线 , I 
和 1 都 是 自 反 圆 , 故 全 4BC 的 九 点 圆 与 QI 和 1 都 相 切 . 
显然 ,正三 角形 的 九 点 圆 与 内 切 圆 重合 . 除 正 三 角形 以 外 ,三 角形 的 九 点 圆 
与 内 切 圆 的 切 点 称 为 三 角形 的 Feuerbach 点 . 
如 果 问 题 本 身 是 有 相 切 圆 条 件 的 问题 , 则 我 们 可 以 选择 其 中 的 一 个 切 点 为 
反 演 中 心 作 一 个 适当 的 反 演 变换 ,使 之 成 为 直线 与 贺 相 切 的 问题 ,以 方便 处 理 . 
引 理 8.3.1(Euler) 设 4、B、C、D 是 一 直线 上 依次 四 点 , 则 
AB. CD+ BC.AD = AC.: BD 
证 明 甚 简 . 事 实 上 (图 略 ), 设 48 = a,BC = ,CD = c, 则 有 
4B. CD+ BC:AD = ac+pa+p+c) = 
(a+b)(b+e)= AC. BD 
例 8.3.4 证 明 Casey 定理 : 设 四 圆 PT 、 记 3 、 均 与 圆 卫 相 切 , 圆 卫 与 
太 的 公 切 线 记 为 1, 其 中 i,j = 1,2,3,4,i 兰 j, 则 
Li， lat+ la la = 103 la 
其 中 太古 六、\T 中 任意 一 个 圆 都 可 以 退化 为 一 个 点 .如 果 圆 蔗 \T 与 圆 厂 均 
内 切 ,或 均 外 切 , 则 忆 为 外 公 切 线 ; 如 果 圆 也、 也 与 圆 了 一 内 切 一 外 切 , 则 4; 为 
内 会 切线 . 
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证 明 如 图 8.3.4 ~ 8.3.9 所 示 , 设 圆 六 PP 与 圆 了 分别 切 于 4、 
B、C、D. 以 圆 卫 的 4D( 不 含 点 B) 上 任意 - -点 (z 4、D) 为 反 演 中 心 任 作 一 个 反 
演变 换 , 则 圆 la 的 反 形 六 是 一 条 直线 , 圆 1 > A 的 反 形 了 A EY 、 
I 为 四 个 均 与 直线 Tm 相 切 的 加 . 设 点 的 反 点 为 X', 则 圆 TT PT 与 
直线 卫 分 别 切 于 4'、B'、C'.D'( 图 8.3.10 ~ 8.3.13). 


几何 变换 
与 几何 证 题 
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图 8.3.12 图 8.3.13 


设 圆 TTL2T3、 4 的 半径 分 别 为 RI、R,、R;、R4, 辐 Dy AY Ts AY 的 半 
径 分 别 为 ri、ro、r3、r4. 由 引 理 8.3.2,A'’B' .CD’+BC' .AD’ =A'C.B'D'’, 
所 以 


7172 7374 7273 Vrira - V rlr3 V rar4 
但 由 定理 8.1.8, 有 
AB lz CD lx BC ja 
Vriry VRiRs Vrrse WV RR rr3 ~ RR 
A'D' la AC /13 B'D’ [24 


于 是 


V RiR, v RR V RR3s Vv RR wv RR v RRa 
破 [2 ly+ la ly = 103 la. 
当 贺 让、T、T3、T 了 和 丝 退 化 为 一 个 点 时 ,Casey 定 理 即 为 Ptolemy 定理 ,因此 ， 
Casey 定理 是 Ptolemy 定理 的 一 个 推广 . 
利用 反 演 变换 的 保 角 性 可 以 方便 地 处 理 一 些 与 圆 有 关 的 牌 直 和 平行 问题 . 
例 8.3.5 设 MM 为 人 4BC 的 边 BC 的 中 点 ,点 P 了 为 人 4BM 的 外 接 圆 上 


AB( 不 含 点 村 ) 的 中 点 ,点 0 为 人 4MC 的 外 接 圆 上 4C( 不 含 点 1) 的 中 点 .求证 : 
AM | PO.( 第 57 届 波兰 数学 奥林匹克 ,2006) 
证 明 如 图 8.3.14 所 示 , 以 M 为 反 演 中 心 、 
MB 为 反 演 半径 作 反 演变 换 , 则 B、C 皆 为 自 反 点 ， 
直线 AM 为 自 反 直线 . 设 4 的 反 点 为 4 , 则 4' 在 直 
线 4M 上 ,是 全 ABM 的 外 接 圆 的 反 形 为 直线 4'B， 
全 AMC 的 外 接 圆 的 反 形 为 直线 4'C, 点 PP 的 反 点 
P' 为 直线 PM 与 4'B 的 交点 ,点 Q 的 反 点 8 为 直线 
OM 与 4'C 的 交点 ,直线 PQ 的 反 形 为 人 MP'O’ 的 
外 接 圆 . 因 MP、MQ 分别 平分 人 4MB 和 一 CHM4 ,所 图 8.3.14 
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以 ,MP | MHO' , 且 


4P MA’ 1h4 40 


一 


PB ”HB MC =- 0OC 


从 而 P'Q' /BC. 设 和 4'M 与 PQ' 交 于 N. 因 村 是 BC 的 中 点 ,所 以 ,N 是 P'0' 的 
中 点 . 再 注意 MP' 1 HO' 即 知 WN 为 人 MP'Q' 的 外 心 , 这 说 明 直 线 4'M 与 
全 MP'Q" 的 外 接 圆 正 交 ,因此 ,直线 4M 与 Po 正 交 , 即 4M | P0. 

例 8.3.6 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 ©@0, 对 角 线 4C 与 BD 相交 于 点 己 ， 
全 PAB 会 PBC\ 公 PCD、 合 PDA 的 外 心 分 别 为 01、0，、03、04. 求 证 : OP、0103、 


0204 二 线 共 点 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1990) 

证 明 如 图 8.3.15 所 示 , 作 反 演变 换 
1(P,PC， PA), 则 4、C 互 为 反 点 ,B.D 互 为 反 
所 ,QO 不 变 ,直线 PO| 不 变 ,人 PA4B 的 外 接 圆 的 
反 形 为 直线 CD .由 于 直线 PO 过 人 P48B 的 外 心 ， 
因而 直线 Po 与 全 P48 的 外 接 圆 正 交 ,于 是 , PO， 
与 4B 正 交 , 即 有 PO | 4B. 又 030 | 48B, 所 以 
PO / 030. 同 理 , PO; / 010, 所 以 四 边 形 
P01003 是 一 个 平行 四 边 形 , 从 而 010; 过 OP 的 


终 8.3.15 


中 点 . 同 理 , 0;04 也 过 OP 的 中 点 . 故 OP、0103、0;04 三 线 共 点 . 
本 题 尽 管 属于 三 线 共 点 问题 ,但 解决 问题 的 关键 则 是 依赖 于 一 个 两 线 垂直 


的 关系 . 


因为 互 为 反 形 的 两 圆 的 圆心 与 反 演 中 心 在 一 直线 上 , 且 过 反 演 中 心 的 圆 的 
肥 形 是 一 条 直线 .因而 一 些 与 圆 有 关 的 三 点 共 线 问题 可 以 考虑 用 反 演 变换 处 


理 . 


例 8.3.7 设 公 4BC 的 内 切 圆 与 边 8C、C4、4B 分 别 相 切 于 点 D、E、F. 求 
证 :全 4BC 的 外 心 、 内 心 以 及 全 DEF 的 垂 心 ,三 点 共 线 . (第 13 届 伊 朗 数学 奥 林 
匹克 ,1995; 第 97 届 人 匈牙利 数学 奥林匹克 ,1997; 第 51 届 保 加 利 亚 数 学 奥 林 匹 


克 ,2002) 

本 题 曾 在 第 6 章 利 用 位 似 变换 给 出 了 两 个 不 
同 的 证 明 ( 例 6.2.2). 这 里 再 用 反 演 变换 给 出 一 个 
新 的 证 明 . 

证 明 如 图 8.3.16 所 示 , 设 LL.M、N 分 别 为 
EF、FD、DE 的 中 点 ,全 4BC 的 内 心 为 1, 内 切 圆 半 
径 为 7. 以 内 心 1 为 反 演 中 心 、 内 切 圆 为 反 演 圆 作 


反 演变 换 I(1, 7 让), 则 4、B.C 的 反 点 分 别 为 L.M、“ 


N ,因而 全 4BC 的 外 接 圆 的 反 形 是 人 LMN 的 外 接 
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圆 . 所 以 全 4BC 的 外 心 0、 内 心 1 和 全 LMN 的 外 心 三 点 共 线 .但 人 4BC 的 内 心 
即 人 DEF 的 外 心 ,会 LMN 的 外 心 即 全 DEF 的 九 点 加 圆心 ,它们 都 在 全 DEF 的 
Euler 线 上 ,而 全 DEF 的 重心 豆 也 在 全 DEF 的 Euler 线 上 , 故 全 ABC 的 外 心 0、 
内 心 人 和 人 DEF 的 重心 囊 三 点 共 线 . 

例 8.3.8 双 心 四 边 形 是 指 既 有 内 切 圆 又 有 
外 接 圆 的 四 边 形 . 证明; 双 心 四 边 形 的 两 个 圆心 与 
对 角 线 的 交点 共 线 . (第 30 届 IMO 预选 ,1989) 

证 明 ”如 图 8.3.17 所 示 , 设 四 边 形 4BCP 内 
接 于 0, 外 切 于 1, 且 OI 与 四 边 形 的 边 4B、 
BC、CD、DA 分 别 切 于 P、Q、R、S, 对 角 线 4C 与 BD 
交 于 了 .由 Newton 定理 ( 例 6.2.7) 知 , PR 与 SO 也 
交 于 了 . 

设 I 半径 为 r, 以 ©1 为 反 演 圆 作 反 演变 换 图 8.3.17 
1(I1, 下 ), 则 4、B、C、D 的 反 点 4'、B'、C'、D' 分 别 是 SP、PO、OR、RS 的 中 点 ,所 
以 四 边 形 4'B'C'D’' 是 一 个 平行 四 边 形 . 但 4、.B、C、D 四 点 共 圆 ,日 反 演 中 心 7 
不 在 这 个 图 上 ,所 以 ,4'、B'、C'、D' 四 点 也 共 圆 .而 圆 内 接 平 行 四 边 形 是 矩形 ， 
因此 , 四边形 4'B'C'D’' 是 一 个 矩形 ,于 是 由 4'B // SQ,B'C’ / PR 知 ,PR | 
05 ,所 以 QR 的 中 点 C' 是 全 TOR 的 外 心 , 于 是 ,由 例 8.3.5 的 证 明 过 程 知 , C'T 
| PS. 但 4' |] PS, 所 以 C'T/ 14'. 同 理 4'T /IC'. 故 四 边 形 4'1C'T 是 一 个 
平行 四 边 形 ,从 而 开 与 4'C' 互相 平分 ,这 说 明和 矩形 4'B'C'D' 的 中 心 是 7 的 中 
点 MM. 

由 于 0 的 反 形 是 矩形 4'8'C'D' 的 外 接 圆 ,而 矩形 的 外 接 圆 圆心 为 内 ,所 
以 0、 人 1 三 点 共 线 .再 由 凡是 好 的 中 点 即 知 ,0O、 人 了 三 点 共 线 . 

例 8.3.9 设 浅 分 别 为 全 4BC 的 内 心 和 A. 旁 心 ,1 与 BC 交 于 D, 与 
入 ABC 的 外 接 圆 交 于 1. 设 N 是 4M 的 中 点 ,全 4BC 的 外 接 圆 分 别 与 NI、NL 再 
次 交 于 S、T. 求 证 :S$、D、T 三 点 共 线 . (第 18 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,2001) 

证 明 ”如 图 8.3.18 所 示 , 不 妨 设 N 在 4BM 上 .显然 1.B8、L、C 四 点 共 贺 


(以 友 为 直径 的 圆 ). 设 直线 ND 与 人 48C 的 外 接 圆 再 次 交 于 点 D' , 则 由 圆 寡 定 
理 , 有 


DN.DD' -DB.Dpc=D.D1 
所 以 太太 LN 四 点 共 圆 .以 WN 为 反 演 中 心 ,N4 为 反 演 宕 作 反 演变 换 , 则 由 
NM = NA( 因 WN 是 4M 的 中 点 ) 知 ,直线 4M 与 人 4BC 的 外 接 圆 互 为 反 形 . 因 广 
D、1L 都 在 直线 AM 上 ,所 以 I、D' 的 反 点 分 别 为 S$、.D、T. 于 是 由 TD'、LWN 
四 点 共 圆 即 知 $S、.D、T 三 点 共 线 . 
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处 理 条 件 与 圆 有 关 的 四 点 共 圆 或 三 圆 共 点 的 
问题 ,更 是 反 演 变换 的 拿手 好 戏 . 

例 8.3.10 ”证明 六 连环 定理 :四 圆 循环 相交 . 
如 采 其 中 有 四 个 交点 共 圆 或 共 线 , 则 另外 四 个 交 
点 也 共 圆 或 共 线 . 

证 明 ”如 图 8.3.19 ~ 8.3.21 所 示 , 设 四 个 圆 
PT 循环 相交 于 点 41、4,, Bi、B;, Ci、 
C2,DI、D2, 且 4、 Bi CD 四 点 在 圆 ( 直 线 ) 
上 .以 D1 为 反 演 中 心 任 作 一 反 演 变换 I( Di ,F) , 设 
点 症 的 反 点 为 生 , 则 械 /\ 厂 、 的 反 形 分 别 为 直线 D,h1'、A1'C1'、C1'D>, 且 
Az、B>、C> 分 别 在 直线 D2 4 47C CD 上 ,4 、41'、B1'、B> 四 点 共 圆 ， 
BC 、 CC 、B2 四 点 共 圆 (图 8.3.22). 于 是 有 一 DC2B = 人 C1B1'B, - 
了 了 414 By .因此 ,4 、 BC 、D2 四 点 共 贺 ,从 而 它们 的 有 反 点 4，、B;、C2、D， 
四 点 共 圆 或 共 线 ， 


图 8.3.18 


~\ 
~ 一 中 ~ 


图 8.3.21 图 8.3.22 
利用 六 连环 定理 极 多 证 明 下 面 的 Miquel 定理 . 
五 角 星 的 五 边 交 成 一 个 凸 五 边 形 和 五 个 三 角形 , 则 五 个 三 角形 的 五 个 外 接 
圆 的 异 于 五 边 形 的 顶点 的 五 个 交点 在 一 个 加 上. 
事实 上 ,如 图 8.3.23 所 示 , 设 五 角 星 的 五 个 顶点 分 别 为 HK、L、M.、N, 龙 
的 五 边 交 成 凸 五 边 形 4BCDE 和 五 个 三 角形 :从 AHB、 公 BKC、 个 CLD、 公 DME、 
全 ENA .这 五 个 三 角形 的 五 个 外 接 圆 异 于 4、8、C、D、E 的 五 个 交点 为 P、Q、R、 
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ST. 易 知 ,点 P、S 都 在 全 HLE 的 外 接 图 
上 ， 在 @(4HB)、©O(BKC)、O(CLD). 
(HLE) 循环 相交 的 八 个 交点 中 ,有 四 个 交 
点 全.B、C、L 共 线 , 由 六 连环 定理 ,为 外 四 
个 交点 P.0、R、S 共 圆 (不 可 能 共 线 ,因为 * 
P 在 人 人 NAH 内 ,R 在 人 人 KCL 内 ,S 在 和 LDM 
内 , P、.R、S 三 点 不 会 共 线 ). 同 理 , 0 、R.、5、 
了 四 点 共 圆 . 故 P、0、R、S、T 五 点 共 圆 . 图 8.3.23 

例 8.3.11 设 41B、AB,、43B3 是 平面 rx 上 三 条 线段 , 旦 直线 A1Bi、 
A;Bs、43Bs 交 于 一 点 P, 则 点 P 在 线段 41B81、4,B，、43B3 的 相似 圆 上 . 

证 明 ”如 图 8.3.24 所 示 , 设 0 .0，、0; 分 别 是 线段 4.B, 与 43B3、A3B3 与 
A1B1、41B, 与 41B, 的 ( 顺 ) 相似 中 心 , 则 0 为 (P4343) 与 (PBB;) 寞 于 
P 的 交点 , 0; 为 (P4341) 与 (PB3Bi) 异 于 PP 的 交点 ,03 为 (PAh414;) 与 
(PB1B,) 异 于 PP 的 交点 .以 P 为 反 演 中 心 ,任意 作 一 个 反 演变 换 , 设 上 扣 X 的 反 
点 为 X', 则 0y 为 直线 4243 与 BBy 的 交点 , 02 为 直线 43417 与 B381 的 交 
点 ,O03 为 直线 4V47 与 ByBy 的 交点 ,如 图 8.3.25 所 示 . 考虑 人 4yv4243' 与 
人 和信 B1'ByBy ,因为 它们 的 对 应 顶点 的 连 线 4 有 、4y By 、 43 B3 交 于 一 点 已 ,由 
Desargues 定理 ( 例 6.2.9) ,其 对 应 边 所 在 直线 的 交点 共 线 , 即 0 、02、O3 三 点 
共 线 . 故 P、01、0;、03 四 点 共 圆 . 换 句 话说 ,点 P 在 线段 41B1、42B，、43B3 的 相 
似 贺 上. 


图 8.3.25 

本 题 的 条 件 在 表面 上 似乎 与 圆 无 关 , 但 实际 上 三 线段 的 相似 圆 是 三 个 
( 顺 ) 相似 中 心 所 确定 的 圆 ( 见 2.5) ,而 两 图 形 的 相似 中 心 可 由 两 个 圆 来 确定 ， 
所 以 本 题 实 质 上 还 是 条 件 与 圆 有 关 的 四 点 共 圆 问题 . 

例 8.3.12 设 1 是 全 4BC 的 内 心 , 圆 厂 过.B 两 点 且 与 1.C 相 切 ,图 T， 
过 IC 两 点 且 与 1B 相 切 . 求 证 : 圆 矿 TT 以 及 公 4BC 的 外 接 圆 ,三 圆 共 氮 .( 第 11 
届 韩 国 数学 奥林匹克 ,1998) 
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证 明 ”如 图 8.3.26 所 示 , 设 圆 卫 与 圆 忆 交 于 点 已 ,人 4BC 的 外 接 圆 为 卫 ， 
全 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4 、4B 分 别 切 于 D、E、F. 以 了 为 反 演 中 心 . 全 4BC 的 
内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 则 4 、B、C 的 反 点 4'、B'、C’' 分 别 为 EF 、FD DE 
的 中 点 ,直线 [4 、 古 JJC 篆 为 自 反 直 线 , 圆 卫 的 反 形 六 为 人 4 有 7C' 的 外 接 圆 . 因 
圆 局 与 直线 IC 相 切 于 点 1, 所 以 , 圆 站 的 反 形 为 过 点 B' 且 与 1C' 平行 的 直线 ， 
而 IC' 上 DE, 所 以 贺 本 | 的 反 形 为 过 点 B' 且 垂 直 于 D5E 的 直线 . 同 理 , 圆 的 
反 形 为 过 点 C' 且 垂 直 于 PDF 的 直线 ,这 两 条 直线 的 交点 P' 即 点 P 的 反 点 .如 图 
8.3.27 所 示 ,因为 已 是 人 DC'B 的 垂 心 ,所 以 

LC'P'B' = 180p -一 CDB' = 180p - LAB'A'C’ 

因而 点 P' 在 全 4'B'C' 的 外 接 圆 忆 上 , 故 点 P' 的 反 点 P 在 全 A4'B'C' 的 外 接 圆 
TI" 的 反 形 圆 玉 上 , 即 点 己 在 全 4BC 的 外 接 圆 厂 上 . 换 名 话说 , 圆 TT 以 
及 全 4BC 的 外 接 圆 卫 ,三 圆 共 点 . 


8.4 两 圆 的 互 反 性 


反 演 变换 的 保 圆 性 告诉 我 们 :在 反 演 变换 下 ,平面 上 任意 一 个 圆 或 一 条 直 
线 的 反 形 要 么 是 一 个 圆 ,要 人 么 是 一 条 直线 .那么 ,在 某 个 反 演 变换 下 ,如果 两 贺 
互 为 反 形 , 反 演 中 心 与 这 两 个 圆 的 位 置 关 系 如 何 ? 互 为 反 形 的 两 圆 半径 有 何 关 
系 ? 另 外 ,已 知 两 圆 或 一 直线 一 圆 ,它们 是 否 会 在 某 个 反 演 变换 下 互 为 反 形 ?如 
果 是 , 反 演 中 心 与 反 演 戎 如 何 确定 ?下 面 几 个 定理 将 回答 这 一 系列 问题 . 

定理 8.4.1 在 反 演变 换 下 ,如果 两 圆 互 为 反 形 , 则 反 演 中 心 是 这 两 圆 的 
一 个 位 似 中 心 . 


证 明 ” 设 圆 P; 与 圆 刀 关于 反 演 变换 1( 0,k) 互 为 反 形 , 则 厂 
刀 . 又 设 反 演 中 心 0 对 圆 书 的 帘 为 po ,由 定理 8.1.5,T 是 反 演 变换 1(0,p) 的 


I(O,k) 
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1(0,k)1(0,p) 


昌 反 图 ,所 以 
如 果 定 义 0 


[,. 


0 , 则 由 定理 8.1.3, 有 
I(O,k)1(O0,p) = H(O,k: p-!) 


所 以 ,TI 帮 . 故 反 演 中 心 0 是 加 | 与 圆 了 > 的 一 个 位 似 中 心 . 

定理 8.4.2 ” 除 两 圆 相 等 上 且 相 切 的 情形 外 ,平面 上 任意 两 个 圆 都 可 视 作 互 
为 反 形 . 且 当 两 圆 既 不 相等 又 不 相 切 时 ,有 两 种 方式 视 作 反 形 , 其 反 演 中 心 分 别 
为 两 圆 的 外 位 似 中 心 和 内 位 似 中 心 .如 果 再 设 反 演 中 心 为 0, 点 0 到 两 圆 的 硕 
分 别 为 ol oz, 则 反 演 寡 为 上 =+ 上 w olol, 其 中 +”"“-” 号 按 如 下 规则 选取 : 

若 反 演 中 心 为 外 位 似 中 心 , 则 除了 两 圆 内 含 时 取 “- ”号 外 , 其 余 情 形 都 取 
“+” 号 ; 

若 反 演 中 心 为 内 位 似 中 心 , 则 出 了 两 贺 相 交 时 取 “+” 号 外 ,其 余 情 形 都 取 
< 号， 

证 明 ”如 图 8.4.1 ~ 8.4.3 所 示 , 设 0 与 @0, 是 两 个 半径 分 别 为 ri、 
ra(ri 关 72) 的 圆 , 0 是 它们 的 一 个 非 切 点 的 位 似 中 心 , 则 0 不 在 两 圆 中 的 任何 
一 个 贺 上 . 设 P 是 0 上 任意 一 点 ,0 是 点 P 在 0;， 上 的 位 似 对 应 点 ,P' 是 
直线 OP 与 @ 0, 的 另 一 个 交点 (其 中 有 一 个 交点 为 0), 则 


Bn -0 9 / 21 
O00 r2” r2 加 CO0 O03 — r3 加 CO2 


但 由 圆 震 定理 ,有 00 . OF = ow, 所 以 OP .OP =4Voo. 


1(0,k)1(0,p) 


1(O oo-) 


图 8.4.2 图 8.4.3 
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如 果 0 为 两 圆 的 外 位 似 中 心 , 因 除了 @ 0 与 @0,; 内 禽 外 ,外 位 似 中 心 都 
外 分 线段 PP' ,于 是 取 有 = Vv ooz , 则 在 反 演 变换 1(0,k) 下 , 01 与 @0, 互 
为 反 形 (图 8.4.1); 当 @ 0 与 扎 02 内 仿 时 ,由 于 外 位 似 中 心 位 于 每 一 个 圆 的 内 
部 ,所 以 ,点 0 内 分 线段 PP' ,于 是 , 取 = - v oroz, 则 在 反 演 变换 1(O ,下 ) 下 ， 
O01 与 0; 互 为 反 形 ( 图 8.4.3). 

如 果 0 为 两 圆 的 内 位 似 中 心 , 则 除了 @ 01 与 @ 0, 相交 外 ,内 位 似 中心 都 
内 分 线段 PP' ,于 是 取 = -Vpipz, 则 在 反 演变 换 I(0,k) 下 ,日 0 与 ©O0, 互 
为 反 形 ; 当 O01 与 © 0, 相交 时 ,由 于 内 位 似 中 心 位 于 每 一 个 贺 的 内 部 ,所 以 ， 
点 0 外 分 线段 PP' ,于 是 , 取 有 = v pips,; 则 在 反 演变 换 1(0,k) 下 ,@O， 与 
@ 0, 互 为 反 形 ( 图 8.4.2). 

由 于 除了 两 圆 相 等 且 外 切 的 情形 外 ,在 其 他 任何 情形 ,两 圆 总 有 一 个 位 似 
中 心 不 是 切 点 .因此 ,对 平面 上 的 任意 两 圆 , 除 了 两 圆 相 等 且 外 切 的 情形 外 , 它 
们 都 可 视 作 互 为 反 形 ,而 在 两 圆 不 等 旦 不 相 切 时 , 还 存在 两 种 方式 视 作 互 为 反 
形 . 

值得 注意 的 是 , 当 两 圆 相 切 时 ,尽管 切 点 是 两 圆 的 一 个 位 似 中 心 ,但 却 不 能 

作为 反 演 中 心 使 两 圆 互 为 反 形 . 这 是 因为 过 反 演 中 心 的 圆 的 反 形 已 是 一 条 直 
线 . 

在 图 8.4.1 ~ 8.4.3 中 ,我 们 通常 将 点 已 的 位 似 对 应 点 0 称 为 点 P 的 应 位 
上 尽 , 而 将 点 了 的 反 点 P' 称 为 已 的 反 位 点 . 当 直 线 OP 与 @ O01 相 切 时 ,点 PP 的 应 
位 点 与 反 位 点 重合 .此 时 ,直线 OP 是 0 与 0, 的 一 条 公 切 线 . 

定理 8.4.3 设 半 径 分 别 为 rj、r; 的 两 圆 PP 在 反 演 变换 I(0,k) 下 互 
为 反 形 , 反 演 中 心 0 对 圆 ,TT 的 寡 分 别 为 o .oz, 则 有 

rm =1K prillr,r=|Ik.po lr 


证 明 ”在 定理 8.4.1 的 证 明 中 已 经 得 出 一 一 > .而 两 圆 的 半径 
之 比 等 于 位 似 系 数 的 绝对 值 , 故 有 r = 1 kk， pi! 1 ni. 同 理 ,rl =1 大 .oz 1r. 

定理 8.4.4 设 百 线 /与 圆 矿 在 反 演变 换 1( O00, 上) 下 互 为 反 形 , 反 演 中 心 0 
到 直线 / 的 距离 为 a, 圆 本 的 半径 为 r, 则 2rd =1k1. 

证 明 ”如 图 8.4.4 所 示 , 显 然 , 反 演 中 心 0 在 圆 了 上 . 设 0 在 直线 :上 的 射 
影 为 4, 则 直线 04 与 圆 卫 的 另 一 交点 4'( 有 可 能 与 4 重合 ) 即 为 点 4 的 反 点 . 
由 于 04 上 1, 直线 /与 圆 卫 互 为 反 形 ,因而 04' 与 圆 卫 正 交 ,这 说 明 04' 为 圆 
及 的 一 条 直径 .于 是 由 04' . 04 = k,04' = 2r,04 = d 即 得 2rd = 1 天 |. 

定理 8.4.5 ”平面 上 任意 一 条 直线 和 - -个 圆 都 可 以 视 作 互 为 反 形 . 且 当 直 
线 和 圆 不 相 切 时 ,有 两 种 方式 视 作 互 为 反 形 .如 果 直 线 和 圆 相 交 , 则 两 种 方式 都 
是 双 曲 型 反 演 . 如 果 直 线 和 圆 相 离 , 则 丙种 方式 一 为 双 曲 型 反 演 ,一 为 椭圆 型 反 
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滨 ; 如 果 直 线 和 圆 相 切 , 则 只 能 在 一 个 双 曲 型 反 演 变换 下 视 作 互 为 反 形 . 

证 明 ”如 图 8.4.5 ~ 8.4.9 所 示 , 设 平面 上 一 条 已 知 直 线 为 1 ,已 知 圆 为 
01. 过 圆心 0 作 直 线 ! 的 垂 线 分 别 交 直线 于 4 , 交 @O 于 0.、4' 两 点 . 取 丰 = 
0O4' .04 , 则 在 反 演 变换 1( 0,k) 下 ,直线 1 与 @01 互 为 反 形 . 


4 


图 8.4.8 图 8.4.9 

当 直 线 1 与 @ 0 不 相 切 时 (图 8.4.5 ~ 8.4.8) ,由 于 点 0 .4' 的 位 置 可 以 
互 换 , 因 而 这 样 的 反 演 变换 有 且 仅 有 两 个 .也 就 是 说 ,此 时 有 两 种 方式 将 直线 | 
与 名 0 视 作 互 为 反 形 . 

当 直 线 1 与 0 相 切 时 (图 8.4.9) ,点 4 即 切 点 ,因而 此 时 0、4’ 两 点 中 必 
有 一 点 与 4 重合 .不 妨 设 点 4' 与 4 重合 , 则 反 演 中 心 只 能 选取 点 O ,故此 时 使 直 
线 1 与 0 互 为 反 形 的 反 演变 换 有 晶 仪 有 -个 , 切 点 4 是 自 反 点 . 

利用 两 圆 的 互 反 性 的 以 上 这 些 结果 ,并 结合 反 演 变换 的 保 圆 性 和 保 角 性 以 
及 其 他 性 质 处 理 一 些 两 圆 问 题 或 与 圆 的 半径 有 关 的 问题 有 时 是 非常 方便 的 . 
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例 8.4.1 已 知 4 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 圆 @ O01 与 © 0, 的 交点 ,两 圆 
的 两 条 外 公 切 线 分 别 为 Pi P,、010;, 切 点 分 别 为 Pi、Py、Q1、02, M1、M, 分 别 是 
PiQ1、P202 的 中 点 .求证 :人 0140， = 了 M14M,. (第 24 届 IMO,1983) 

我 们 曾经 分 别 用 轴 反 射 变换 ( 例 5.1.6) .位 似 变换 ( 例 6.4.5) .位 似 轴 反 射 
变换 ( 例 7.6.12) 给 出 了 本 题 的 三 个 不 同 的 证 明 . 实际 上 ,用 反 演 变换 可 以 迅速 
得 出 结论 . 

证 明 ”如 图 8.4.10 所 示 , 由 0 与 
QO0; 不 等 即 知 它 的 两 条 外 公 切 线 PP;、 
0Q10; 交 于 一 点 0, 且 0 是 @0 与 @0， 
的 外 位 似 中 心 . 由 定理 8.4.2, 在 反 演变 
换 1(0,0P1: 0P,) 下 ,01 与 @@0, 互 
为 反 形 , 因而 交点 4 是 一 个 自 反 点 . 又 
0、M1i、M;、01、0; 在 一 直线 上 ,PPO 上 
PipPp,PO | PP,PIMI | HIH，， 图 8.4.10 
PM; | MiM ,所 以 ,Pi .Mi .O01.P; 四 点 共 圆 ,PP 、01、M;、Py 四 点 共 圆 .而 己 、 
PP 互 为 反 加 ,所 以 M1、0; 互 为 反 点 ,Oi1、M 互 为 反 点 .因为 4 是 自 反 点 ,于 是 由 
推论 8.1.1, 人 MiAO01 = M402. 故 人 0140;, = MAM;. 

例 8.4.2 设 0 是 锐角 和 公 4BC 的 外 心 , 点 已 在 人 4BC 的 内 部 ,有 旦 PA4B = 
芝 PBC, 人 人 PAC = 人 PCB. 点 0 在 直线 BC 上 ,上 且 04 = 0P. 求 证 :人 40P = 
2 一 008.( 关 国 国家 队 选 拔 考试 ,2005 ) 

证 明 如 图 8.4.11 所 示 , 设 0,、 
0 分 别 是 人 4PB 与 人 4PC 的 外 接 圆 . 因 
PAB = /PBC,/PAC = PCB ,所 以 
BC 是 01 与 0, 的 外 公 切 线 ,B、C 分 别 
为 切 点 .又 因 h4P 是 @0 与 0; 的 根 轴 , 所 
以 直线 4P 与 BC 的 交点 叶 是 BC 的 中 点 . 因 
此 人 0MOQ = 90?. 再 注意 0 为 所 0 、@OI 的 
连 心 线 与 外 公 切 线 的 交点 ,所 以 0 为 @0， 图 8.4.11 
与 所 0 的 外 位 似 中 心 , 因而 在 反 演 变换 
1(0,042) 下 ,O01 一 0;,,B、C 为 两 个 互 反 点 ,4 为 自 反 点 ,所 以 042 = 0B 
“QC. 这样,04 是 公 4BC 的 外 接 圆 的 切线 ,因而 入 04Q = 90 = 人 0MQ .于 是 
0、4、@、M 四 点 共 圆 ,所 以 人 人 MOO0 = M40. 而 人 P04 = 20,04, 人 0;04 
= 了 MAO. 故 


AQP = 2 一 400，= 2 00B 
例 8.4.3 设 圆 古 与 圆 厂 , 相交 ,另外 两 个 相交 于 已 .O 的 圆 和 组 与 圆 厂 | 内 
切 ,与 圆 T, 外 切 .证 明 :; 直 线 PQ 过 定点 ， 
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证 明 ”如 图 8.4.12 所 示 , 设 0 为 两 圆 的 内 
位 似 的 中 心 ,点 0 对 圆 卫 与 圆 疡 的 医 分 别 为 
po1~62; 取 kk = VY pip2;, 则 由 定理 8.4.2 知 , 在 反 
演变 换 1(0,k) 下, 圆 卫 与 圆 卫 互 为 反 形 . 因 
相交 于 P、0 的 两 圆 与 圆 局 7 均 相 切 ,所 以 它 万 
们 的 反 形 也 均 与 圆 TT、T; 相 切 ,并 且 同 一 圆 上 
的 两 个 切 点 是 互 反 点 ,从 而 相交 于 P、Q 两 点 的 
圆 均 是 自 反 圆 ,其 交点 已 .O 是 两 个 自 反 点 . 故 图 8.4.12 
P、.O、O 三 点 共 线 . 即 直 线 过 圆 刀 与 圆 忆 的 内 位 似 中 心 0 ,这 是 一 个 定点 . 

实际 上 ,我 们 还 同时 证 明了 如 下 事实 : 

如 果 一 个 圆 与 圆 PP 中 -一 个 内 切 、 一 个 外 切 , 则 两 个 切 点 的 连 线 也 过 圆 
六 与 圆 的 内 位 似 中 心 0. 

例 8.4.4 证 明 Chapple 定理 : 设 Rr 分别 是 全 4BC 的 外 接 圆 的 半径 与 内 
切 圆 半径 , d 是 其 外 心 到 内 心 之 间 的 距离 , 则 d? = R? - 2Rr. 

证 明 如 图 8.4.13 所 示 , 设 D.Ek、F 分 别 为 
人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4 、48 的 切 点 ,0、1 分 别 为 
全 ABC 的 外 心 与 内 心 . 作 反 演变 换 I(1,”), 设 4、B、 
C 的 反 点 4'、B'、C' 分 别 为 EF 、FD、DE 的 中 点 ,于 是 
全 ABC 的 外 接 圆 的 反 形 是 全 4'B'C' 的 外 接 圆 . 由 于 


人 4'B'C' cn ADEF, 且 相似 比 为 广 ， 所 以 ,人 A'B'C 
的 外 接 贺 半 径 等 于 r. 又 因 点 1 对 人 4BC 的 外 接 加 图 8.4.13 
的 大 


p= 1I0°-.R =d-R* <0 


2 
于 是 由 定理 8.4.3 得 到 = 万 一 请" R, 故 d= R? -2Rr. 


显然 ,由 Chapple 定理 可 直接 得 到 Euler 不 等 式 ( 例 6.2.8 后 的 说 明 ):R > 
27r. 等 式 成 立 当 且 仅 当 全 4BC 的 外 心 与 内 心 重合 , 当 且 仅 当 全 4BC 为 正三 角 
形 . 
例 8.4.5 设 在 互相 内 切 的 两 圆 间隙 中 ,依次 作 四 个 与 原 两 圆 都 相 切 的 
,其 半径 依次 为 关 rz\r、r4. 证 明 : 知 所 作 四 圆 除 首 末 两 圆 外 各 依次 外 切 , 则 
1 _ 3,3_ 1-0 
六 三 73 74 
证 明 如 图 8.4.14 所 示 , 设 圆 刀 与 ,内 切 于 已. 以 切 点 已 为 反 演 中 心 、 
1 为 反 演 磊 作 反 演 变换 1(P,1), 则 圆 | 与 疡 的 反 形 为 两 条 平行 直线 六 .22 而 
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圆 已 与 己 的 间隙 中 的 四 个 与 圆 | 、P> 都 相 切 的 圆 的 反 形 是 四 个 与 直线 1 、1， 
均 相 切 的 等 加 (图 8.4.15) , 且 除 首 未 两 圆 外 各 依次 外 切 . 设 这 四 个 等 圆 的 半径 
为 r+, 圆心 依次 为 01、0，、03、04. 则 由 点 对 圆 的 香 的 定义 及 定理 8.4.3, 有 = 
P02 一声" 所 以 = = £0 -rr(i = 1,2,3,4). 
设 人 PO104 = 0, 则 出 余弦 定理 ,有 
PO? = PO? + 010? - 201,0,. PoOicos 0 = 
POf + (i — 1) .4r -4(i- 1)r:. POicos 0 
其 中 = 1,2,3,4. 于 是 , PO? . 3PO2 + 3PO? .PO? = 0. 故 
1 3 3 1 


-mtn-m=0 
FSD CEXX 
~y SA pA 
、、 | 
NAN 1 \ | 7 
和 > 


图 8.4.14 图 8.4. 15 


本 题 的 结论 称 为 周 达 定理 . 由 这 个 证 明 可 以 轻松 地 将 周 达 定理 推广 到 一 

在 内 切 两 圆 的 间距 中 ,依次 作 n + 1 个 贺 皆 与 这 两 圆 相 切 ,其 半径 依次 为 
rr mili(P 之 3), 若 所 作 这 n + 1 个 圆 除 首 末 两 圆 外 各 依次 外 切 , 则 有 

2 (- 1)'Girii! = 0 

其 中 C* 为 组 合 数 . 

例 8.4.6 证 明 Pappus 累 圆 定理 :内 切 于 点 已 的 两 圆 直 径 分 别 是 P4 、PB， 
这 两 圆 称 为 原 圆 ;以 4B 为 直径 的 圆 称 为 始 圆 ;然后 作 圆 使 之 与 两 原 圆 及 始 圆 
千 相 切 , 称 为 第 1 圆 ; 再 作 圆 与 两 原 圆 及 第 一 圆 均 相 切 , 称 为 第 2 圆 ;……. ,如 此 
继续 , 则 第 ” 圆 的 圆心 到 直线 48 的 距离 等 于 第 n 圆 的 直径 的 nn 倍 . 

证 明 ”如 图 8.4.16 所 示 ( 对 应 n = 4), 以 PP 为 反 演 中 心 ,点 P 对 第 1 圆 的 
医 为 到 演 攻 作 反 演变 换 , 则 第 1 圆 是 自 反 圆 ,两 个 原 圆 的 反 形 是 第 1 圆 的 两 条 平 
行 切线 a、b, 且 a .5 皆 垂 直 于 4B8. 始 圆 . 第 1 圆 . 第 2 圆 …… 第” 圆 的 反 形 和民 
是 与 直线 c 均 相 切 的 等 圆 , 且 第 1 圆 的 反 形 与 始 圆 的 反 形 相 切 ,第 2 圆 的 反 形 
与 第 1 圆 的 反 形 相 切 ,第 3 圆 的 反 形 与 第 2 圆 的 反 形 相 切 ，……… ,第 n 圆 的 反 形 
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与 第 n - 1 圆 的 反 形 相 切 . 
设 始 圆 的 反 形 的 圆心 为 0 ,第 1 圆 的 半径 为 r， 
第 n 圆 的 圆心 为 0, ,半径 为 7 ,第 n 圆 的 反 形 的 加 
心 为 C, 则 CO = 2mr, 由 定理 8.4.1, 点 乙 是 局 0， 
与 OC 的 位 似 中 心 , 所 以 
PO， 三 


PC 一 r 
过 0, 作 48B 的 垂 线 , 设 垂 足 为 万, 则 
OD PO, , 


CO ~ PC ~ Tr 
于 是 由 CO = 2nr 即 得 0,D = 2nr . 故 第 m” 圆 的 圆 图 8.4.16 
心 到 48B 的 距离 等 于 第 n 圆 的 直径 的 n 售 . 
例 8.4.7 如 图 8.4.17 所 示 ,过 半圆 上 一 点 C 作 半圆 直径 48B 的 垂 线 ,D 为 
垂 足 . 再 分 别 以 4D 、DB 为 直径 作 两 个 小 半圆 . 圆 忆 与 圆 卫 缘 与 CD 及 以 4 为 
直径 的 半圆 相 切 , 且 各 与 一 个 小 半圆 相 切 . 证 明 : 圆 刀 与 圆 P 相等 . 


证 法 1 如 图 8.4.17 所 示 , 记 以 4B 为 直径 的 | 


半圆 为 5, 以 4D 为 直径 的 半圆 为 1, 半径 为 Ri, 以 A 
DB 为 直径 的 半圆 为 5,, 半 径 为 R,, 则 4D = 2R， Cl -有 
DC = 2Rs. 以 4 为 反 演 中 心 作 反 演变 换 1(4， | 


4RI(RI + R;)), 则 BD 互 为 反 点 ,半圆 S1 与 以 B 
为 端点 有 目 与 4B 垂直 的 射线 BE 互 为 反 形 ,半圆 $ 
与 射线 DC 互 为 反 形 , 圆 刀 的 反 形 为 一 个 与 射线 : 
DC 和 BE 都 相 切 的 圆 了 ,所 以 , 圆 局 的 半径 为 
R,. 设 圆 Ty' 、 圆 S$、 圆 5; 的 圆心 分 别 为 L、.M、N ,图 图 8.4.17 
厂 与 圆 刀 的 半径 分 别 为 ri 、r;, 则 由 定理 8.4.3, 有 
4RI(R! + R,)R, 
"17 A R? 

又 容易 知道 , ML = RI + 2Rs,MN = Ri,4N = 2RI + Rs, 所 以 ,由 勾 股 定 

理 , 有 
LN* = (RI + 2R»)° RT = 4(RI + R,)R, 
AL* -~ RS = AN? + LN* -了 = 4(Ri + R,)’ 

由 此 即 知 mn = 着 二 完 - 同 理 ,r2 = 天 下 完 - 故 贺 Ti 与 圆 T; 相等 

证 法 2 如 图 8.4.18 所 示 , 记 以 4B 为 直径 的 半圆 为 8, 以 4D 为 直径 的 半 
圆 为 51. 以 4 为 反 演 中 心 作 反 演变 换 1( 4 ,4D”), 则 半圆 Si 与 射线 DC 互 为 反 
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形 . 匈 知 , 圆 卫 与 半圆 $; 的 切 点 、 圆 卫 | 与 射线 DC 
的 切 点 以 及 点 4 在 同一 直线 上 ( 圆 S 和 圆 六 位 
似 , 以 切 点 为 位 似 中 心 , CD 与 圆 T 的 切 点 与 点 4 
是 位 似 对 应 点 ) ,因而 圆 卫 , 与 半圆 $1 及 射线 DC 的 
切 点 互 为 反 点 .这 样 , 反 演 军 4D? 等 于 点 4 对 圆 卫 ， 
的 窒 , 由 定理 推论 8.1.5, 圆 T 是 自 反 圆 . 
显然 ,半圆 $ 与 半圆 S, 相 切 于 点 4( 反 演 中 图 8.4.18 

心 ), 于 是 , 设 点 B 的 反 点 为 B' , 则 半圆 $ 的 反 形 是 以 B' 为 端点 且 平 行 于 射线 
DC 的 射线 B'E. 由 于 加 é 丁 | 与 半圆 S 相 切 ,而 站 是 自 反 加 ,所 以 贺 本 亦 与 射线 
B'E 相 切 . 设 圆 与 圆 刀 的 半径 分 别 为 mr 4D =2R ,DB = 2R,, 则 B'D = 
27r1,4B = 2( Ri + R2). 于 是 由 定理 8.4.4 


二 B' D B 


4B = (2R1)* 2R1 
和 2( RI 十 R,) Ri 十 R> 
Ri Ri RK 玉民 > 


再 由 有 BD = 4D - 4B' 即 得 r = R 


网 卫 | 与 圆 厂 , 相等 . 

例 8.4.8 设 公 ABC 是 非 等 腰 三 角形 ,内 心 为 1,@01、©0,、©0; 是 组 过 
内 心 7, 且 圆心 O01、0，、03 分 别 在 直线 4 、18 .IC 上 ,它们 两 两 相交 于 另外 的 三 
点 DE、F. 求 证 :全 AID、 公 BIE、 全 CIF 的 三 个 外 心 共 线 . 

证 明 ”如 图 8.4.19 所 示 , 以 内 心 1 为 反 演 中 心 任 作 一 反 演 变换 [( 了 ,&) 
(k >0) , 设 点 互 的 反 点 为 和 , 则 后 0 @0; 的 反 形 分 别 为 直线 E'F'、F'D'、 
D'E' , 则 直线 BC 、C4 、4B 的 反 形 则 分 别 为 过 点 了 的 三 个 圆 , 记 为 OP GO P,、 
Ps, 它 们 两 两 相交 于 4'、B'、C'( 图 8.4.20). 因 反 演 中 心 1 到 直线 BC、CA、A4B 
的 距离 都 相等 ,由 定理 8.4.4 即 知 Pi、©P,、、P; 是 三 个 等 圆 .又 因 直 线 14 过 
QO 的 圆心 ,所 以 直线 网 与 O01 正 交 ,从 而 直线 14' 与 声 户 正 交 , 即 14' | 
E'F' ,再 注意 到 PP;3 | 14' 即 知 P,P3 /EE'F'. 同 理 ,P3P1 /FD',PiP;/ 
D'E' .因而 全 PiPPs 与 会 D'E'F' 是 位 似 的 ,而 且 是 外 位 似 , 即 存 在 位 似 变换 
H(O,k1)(k1 > 0) ,使 得 

ADE'F 人 PiP,P; 

显然 ,1 是 全 PP Pa 的 外 心 ,A4'、B'、C' 分 别 是 点 了 关于 公 PiP;P; 的 三 边 

的 对 称 点 .于 是 , 设 P, P;、P; Pi 、P P, 的 中 点 分 别 为 上 、.M、N, 则 有 


H( 1,2) 


Rit+tR, Rit+ 让 理 ,7 ~ Ri+ 尼 . 故 


H(O, ki) 


人 LMN———> AABC 
再 设 G 为 人 PP P3 的 重心 , 则 有 
PCCc, 荆 ) 
公 卫 | PP 和 MINV 
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由 上 述 三 个 位 似 关系 即 知 


H(1,2)H(G, - 方 )H(O,h) 


AD'E'F 人 A'B'C' 
因 所 述 三 个 位 似 变 换 的 位 似 系数 之 积 为 - k， < 0, 所 以 ,这 三 个 位 似 变 换 
之 积 是 一 个 内 位 似 变换 ,从 而 4'D'、B'E' 、C'Fr 三 线 交 于 一 点 J 卫 . 因 4'D' 是 不 过 
反 演 中 心 的 直线 , 所 以 让 不 会 是 反 演 中 心 . 设 了 的 反 点 为 几 则 直线 4'D’'、 
B'E' 、C' 的 反 形 即 人 和信 A1D、 全 BIE、 公 CIF 的 外 接 贺 交 于 两 点 1、J .既然 三 
圆 交 于 两 点 ,当然 其 圆心 在 同一 直线 上 ,故人 4 万 .和 BE、 ACE 的 三 个 外 心 共 
线 . 


图 8.4.19 图 8.4.20 


当 @01、、 0;,、@0; 分 别 与 全 4BC 的 两 边 相 切 时 ,本 题 即 1997 年 在 阿 根 
廷 举行 的 第 38 届 IMO 的 一 道 预 选 题 . 而 当 三 个 圆心 分 别 为 人 4BC 的 三 个 顶点 
时 ,本题 即 1994 年 举行 的 第 43 届 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 的 一 道 几 何 题 . 


8.5 儿 何 命题 的 反 站 命题 


我 们 将 一 个 平面 几何 命题 通过 某 一 个 反 演 变换 (并 利用 反 演 变换 的 性 质 ) 
后 得 到 的 新 命题 称 为 前 一 命题 的 反 演 命题 .从 这 个 意义 上 来 讲 ,Ptolemy 不 等 式 
( 例 8.2.6) 只 不 过 是 简单 得 不 能 再 简单 的 不 等 式 “AB + BC > 4C ”的 反 演 命题 
而 已 ;Klamkin 不 等 式 ( 例 8.2.7) 与 例 3.5.11 所 述 的 不 等 式 互 为 反 演 命 题 ; 例 
8.2.5( 亦 即 例 7.1.1) 则 是 正弦 定理 的 反 演 命题 ;六 连环 定理 ( 例 8.3.10) 则 是 
命题 “ 设 D.E、F 分别 为 A4BC 的 三 边 BC .C4、4B 所 在 直线 上 的 三 点 ， 
(AEF) 与 OO(BFD) 的 男 一 个 交点 为 0, 则 0、C、.D、E 四 点 共 圆 ”的 反 演 命 
题 ; 例 8.3.11 则 是 Desargues 定 理 的 反 演 命题 ;而 例 8.3.12 则 是 命题 “ 设 必 、N 分 
别 为 全 4BC 的 边 48 、4C 的 中 点 , 则 全 AMN 的 和 王 心 在 全 4BC 的 九 点 贺 上 ”的 反 
演 命题 ;可 以 证 明 , 例 7.1.2 是 余弦 定理 的 反 演 命题 . 
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实际 上 ,在 浩如烟海 的 平面 几何 命题 中 ,许多 平面 几何 命题 之 间 都 有 着 这 
样 或 那样 的 联系 ,而 其 中 相当 一 部 分 则 是 通过 反 演 变换 联系 着 的 . 

例 8.5.1 在 人 48C 中 ,如 果 CB4 = 了 4CB, 则 4B = 4C. 即 两 底 角 相 
等 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 

这 是 我 们 再 熟悉 不 过 了 的 等 腰 三 角形 的 判定 定理 . 

如 图 8.5.1,8.5.2 所 示 , 以 直线 BC 上 一 点 0( 不 是 线段 BC 的 端点 ) 为 反 演 
中 心 作 反 演变 换 I(O,k)(k > 0), 设 点 的 反 点 为 YX', 则 有 

LB'A'O = 人 084 ,一 04'C = /ACO 


_APB __A4AC | 
Ab = pH .0B''AC = OF .OC 


这 样 ,原来 的 条 件 “ 了 CBA = 了 4CB" 一 一 即 人 0Bh = 一 4C0 变 为 人 BA'O = 
了 04'C' 或 了 BA4'O = 18P -O04'C', 妈 4'0 是 Bh'C' 的 内 和 角 平 分 线 或 外 


, _ A'B' A'C’ AB A'C 
角 平 分 线 . 而 结 吉 论 “ AB 4C 变 为 pop OB' 一 OA’ 四 OC , 即 OP’ 一 OC »» 
OB 4 万 
Be 一 A'C’ 
A 
人 
A /i 
/\ 
Wd 1 \ 
pe \ 和 ~、 
pad 
/ ~ 
2” -AN 人、 
B' B 0 CY C 0 8 
图 8.5.1] 图 8.5.2 


于 是 我 们 重新 标记 相关 字母 (图 8.5.3,8.5.4) , 便 得 到 如 下 命题 : 
设 全 ABC 的 顶 角 4 的 内 角 平 分 线 或 外 角 平 分 线 与 直线 BC 交 于 DD, 则 有 
BD _ AB 


DC 
图 8.5.3 图 8.5,4 


这 正 是 三 角形 的 内 和 角 平 分 线性 质 定理 和 外 和 角 平 分 线性 质 定理 . 因此 我 们 
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说 ,三 角形 的 内 角 平 分 线性 质 定理 与 外 角 平 分 线性 质 定 理 都 是 等 腰 三 角形 的 判 
定 定理 的 反 演 命题 . 
例 8.5.2 设 P 是 全 ABC 内 部 一 点 ,P 到 公 4BC 三 边 的 距离 分 别 为 PD、 
PE、PF, 则 有 
PA + PB + PC > 2(PD + PE + PF) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 , 且 P 为 其 中 心 . 
这 是 著名 的 Erd5s. Mordell 不 等 式 ( 例 5.7. 13). 
如 图 8.5.5 所 示 , 以 PP 为 反 演 中 心 , 任 作 一 - 反 演变 换 1(P,k)(k > 0), 设 点 
的 有 反 点 为 .因为 已 .天 、 4、 下 四 点 共 圆 , 且 P4 为 其 直径 ,所 以 EA、4'、 后 三 点 
共 线 , 且 P4' | EF'F'. 同 理 , 站 、B8'、D' 三 点 共 线 , 且 PB' | FD',D'C'E' 二 
点 共 线 , 昌 PC' | D'E’'. 因 
PA’'. PA= PB':PB= PC'.PC= PD'.PD- 
PE’: PE = PF'.PF=k 
这 样 ,条 件 “P 是 全 4BC 内 部 一 点 ,P 到 公 ABC 三 边 的 距离 分 别 为 PD 、PE、 
PF” 变 为 “^P 是 人 DE'F' 内 部 一 点 ,P 到 人 DE'F' 三 边 的 距离 分 别 为 P4'、 
PB’ 、PC'”, 而 Erd5s. Mordell 不 等 式 则 恋 为 
1 1 1 l 1 1 
BPA’ + PB + EC >2PD + PE + PF) 
又 全 ABC 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 , 当 且 仅 当 会 DEF 为 正三 角形 , 且 点 P 
为 其 中 心 , 当 且 仅 当 会 D'E'F 为 正三 角形 ,是 点 P 为 其 中 心 .于 是 ,我 们 重新 标 
记 相 关 字 母 (图 8.5.6) , 便 得 到 如 下 命题 : 
设 P 是 全 4BC 的 内 部 一 点 ,P 到 边 BC、Ch 、4B 的 距离 分 别 为 PD、PE、PF， 
则 有 
1 1 1 1 1 1 
PDT+PE+FPF>2ZPr+P5+EPC) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 人 和 人 455C 为 正三 角形 , 且 点 P 为 其 中 心 . 
这 正 是 著名 的 Fkjes 不 等 式 . 因 此 ,Fejes 不 等 式 与 Erdis.Mordell 不 等 式 互 为 
反 演 命题 . 故 这 两 个 不 等 式 在 反 演 变换 的 意义 下 是 等 价 的 . 
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在 图 8.5.5 中 ,如 果 我 们 不 考虑 D 、.E 、F 的 反 点 ,而 是 考 虚 人 4BC 的 三 边 
所 在 直线 的 反 形 , 则 我 们 可 得 到 Erd6s. Mordell 不 等 式 及 Féjes 不 等 式 的 男 一 反 
注意 直线 BC、C4 、48B 的 反 形 分 别 是 ©( PB'C'’)、©(PC'h4')、©(PA'B')， 
设 这 三 个 圆 的 半径 分 别 为 RJ、R,、R;, 则 由 定理 8.4.4, 有 
2Ri : PD = 2R,* PE = 2R3* PF = 大 
这 样 ,Erdis. Mordell 不 等 式 与 Féjes 不 等 式 就 分 别 变 为 
1 1 ] 1 1 1 
PA' 十 PB’ 十 PC’ 之 尺 ， 十 R; + R; 
Ri+ R, + R3 > PA’ + PB’ + PC 
于 是 ,我们 重新 将 全 4'B'C' 记 为 人 4BC , 便 得 到 如 下 命题 : 
如 图 8.5.6 所 示 , 设 PP 为 全 4BC 内 部 一 点 ,(PBC)、(PCA)、(PAB) 
的 半径 分 别 为 Ri、R,、R3, 则 有 
1 1 1 1 1 1 
PA PB PC RT R,!R, 
RIi+ Ry+ Ry3> PA+ PB+ PC 
等 式 成 立 当 日 仅 当 全 4BC 为 正三 角形 ,其 中 P 为 其 中 心 . 

这 里 ,前 一 不 等 式 是 Erdis. Mordell 不 等 式 的 另 一 反 演 命题 ,而 后 一 不 等 式 
是 Féjes 不 等 式 的 另 一 反 演 命题 . 

例 8.5.3 ”如 图 8.$.7 所 示 ,过 圆 卫 的 弦 有 PR 上 
任意 一 点 已 再 作 圆 卫 的 两 弦 4B .CD , 设 BC 、4D 分 
别 与 纺 EF 交 于 1、J, 则 有 

1 1 _1 1 
Pl PE ~ P] PF 

这 是 著名 的 Candy 定理 ( 见 推 论 5.5.5). 

以 P 为 反 演 中 心 、 点 P 对 圆 厂 的 知 ( 记 为 po) 为 
反 演 帘 作 反 演 变换 , 则 圆 厂 是 自 反 加 ,4 、B 两 点 互 图 8.5.7 
为 反 点 ,C、D 两 点 互 为 反 点 ,EE、F 两 点 互 为 反 点 ， 
直线 4D 的 反 形 为 过 P、B、C 三 点 的 圆 了 ,直线 BC 的 反 形 为 过 已 4、D 三 点 的 
帮 . 设 IJ 的 反 点 分 别 为 了 小 , 则 了 在 圆 忆 上 ,7 在 圆 忆 上 , 且 

L 1 Pr PF _FK 


1 1 1 1 、 se my /nm - 一 、 
因而 六 一 = PJ - PF 当 且 仅 当 1 = JE. 于 是 ,重新 标记 字母 , 则 Candy 定 
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理 变 为 : 

如 图 8.5.8 所 示 ,过 圆 卫 内 的 一 点 己任 
作 圆 了 的 两 弦 4B .CD. 设 过 己 .4、D 三 点 的 
圆 为 了 ,过 P、B、C 三 点 的 圆 为 了 ,再 过 点 
P 任 作 一 条 直线 交 圆 厂 于 1J 两 点 , 交 圆 卫 | 
和 圆 于 点 E、P、F 三 点 , 则 EI = JF. 

这 就 是 推论 5.5.2 所 述 命题 的 一 部 分 ， 
它 是 Candy 定理 的 一 个 反 演 命题 . 

平面 几何 中 不 少 著 名 定理 之 间 也 存在 图 8.5.8 
这 种 反 演 关系 . 

例 8.5.4 如 图 8.5.9 所 示 , 设 PA、PB .PC 是 由 点 P 依 次 发 出 的 三 条 射线 ， 
BAD = a, 人 人 DAC = B,a+B< 180, 则 4、.B、C 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
sina , sinB _ sin(a+B) 

PC PA PB 

其 必要 性 是 著名 的 张 角 定理 . 以 4 为 反 演 中 心 , 任 作 一 反 演 变换 1(0， 
k)(k > 0), 则 我 们 立即 得 到 如 下 命题 : 

如 图 8.5.10 所 示 , 设 PA 、PB、PC 是 由 点 P 依 次 发 出 的 三 条 射线 ,BAD = 
a, 作 DAC = B,a + B86 < 180, 则 PA、B、C 四 点 共 贺 的 充分 必要 条 件 是 

PCsin a + PAsin 8 = PBsin (a + 有) 

其 必要 性 正 是 所 谓 三 弦 定 理 . 这 说 明 三 弱 定 理 与 张 角 定 理 互 为 反 演 命题 . 

当 P.4、B、C 四 点 共 圆 时 , 设 这 个 圆 的 半径 为 尺 , 则 由 正弦 定理 ,4B = 
2Rsin a, BC = 2Rsin B,AC = 2Rsin (a + 8B8). 于 是 有 如 下 命题 : 

凸 四 边 形 PABC 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 

AB: PC+BC.PA=- AC.PB 

这 就 是 Ptolemy 定理 ( 见 例 7.1.2) 及 其 逆 定 理 . 

Pp 


B 
图 8.5.9 图 8.5.10 
例 8.5.5 设 D 为 全 ABC 的 边 BC 的 延长 线 上 一 点 , 则 有 
AB* . CD + AD*. BC = AC*. BD + BC. CD.BD 
这 是 著名 的 Stewart 定理 .如 图 8.5.11 所 示 , 以 4 为 反 演 中 心 , 任 作 一 反 演 
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变换 (0,k)(k > 0), 设 点 的 反 点 为 庆 , 则 4、B'、C'、D' 共 圆 ,是 


k k hk 
AB = jp AC = jC 4D = ap 
pe kB'D kp. CD k. B'D 


AB' . AP’ CD = AC’ 。 ap’’ BD = 48' . AD' 
这 样 ,Steweat 定理 的 结论 变 为 
下 上 CD k2 | k» BC 
4B'2 AC'’ 4D 4D'? AB'. AC’ 一 
AC'* AB’ . AD'’ + 48 。 4C' 4C . AD’ AB’ . AD'’ 


整理 即 得 
4B' .4D + BC CD AC 
4B BC + AD’-.CD ~ BD 
于 是 ,重新 将 B'、C' .有 记 为 B.C、D( 图 8.5.12), 则 得 如 下 命题 : 
这 4BCD 是 一 个 图 内 接 凹 四 边 形 , 则 有 
AB.: AD+ BC: CD AC 
AB.: BC+ AD.:CD ~ BD 
这 便 是 所 谓 第 二 Ptolemy 定理 .由 此 可 见 ,Stewart 定理 与 第 二 Ptolemy 定理 
互 为 反 演 命题 .又 不 难 证 明 ,Stewart 定理 与 Ptolemy 定理 是 等 价 的 ,这 样 ,再 由 例 
8.5.4 的 讨论 即 知 : 张 角 定理 三弦 定理 .Ptolemy 定 理 、 第 二 Ptolemy 定 理 .Stewart 
定理 等 都 是 等 价 的 . 
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B C 已 C 
图 8.5.11 图 8.5. 12 

例 8.5.6 在 四 边 形 4BCD 中 , 设 直 线 4B、CD 交 于 E ,直线 4D、BC 交 于 FF， 
则 全 4BF、 全 ADE、 全 BCE 全 DCF 这 四 个 三 角形 的 外 心 在 一 个 圆 上 . 

这 就 是 著名 的 Steiner 定理 ( 例 7.3.5). 如 图 8.5.13 所 示 , 设 人 4BF、 
全 ADE 全 BCE、 合 DCF 的 外 心 分 别 为 O01、0，、03、04, 设 完全 四 边 形 4BCD 的 
Miquel 点 为 P( 四 个 三 角形 的 外 接 圆 所 共 之 点 , 见 例 7.3.5), 过 PP 作 这 四 个 三 角 
形 的 外 接 圆 的 直径 PK、PL、PM .PN, 则 K、L、M、N 共 圆 . 

以 P 为 反 演 中 心 任 作 一 反 演 变换 1(P,k)(k > 0), 设 点 互 的 反 点 为 入 , 则 
Oi、、O0;、 昌 0;、 04 的 反 形 分 别 为 直线 B'A'F?D'A'E’、C'B'E'、C'D'F' ,而 
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直线 4BE、ADF、BCF、ECD 的 反 形 分 别 是 人 4'B'E'’ 人 A'D'F 人 A 人 BPCF、 
人 及 CD 的 外 接 圆 , 且 它 们 都 过 反 演 中 心 P.K'、L 、M'、NV' 分 别 在 直线 4'B'、 
DA'.B'C'、CD'’ 上 , 且 Kr’r、L'、M'、N' 四 点 共 线 . 

由 于 PK、PL、PM PN 分 别 与 加 0 GO 人 GD GO4 正 交 , 所 以 PK' | 
A'B'、PL | DA'’、PM' | BC 、 PN | C'D' .于 是 便 得 到 Steiner 和 定理 的 如 下 反 
演 命 题 : 

如 图 8.5.14 所 示 , 在 四 边 形 4'B'C'D' 中 ,直线 4'D'、B'C' 交 于 EF’ ,直线 
A'B'、C'D' 交 于 ,全 4'B'E' 的 外 接 加 与 人 4'D'F"' 的 外 接 圆 的 男 一 交点 为 PP， 
点 忆 在 4'B'、B'C'、C'D'、D'A' 这 四 条 直线 上 的 射影 分 别 为 K、M' WN'、L, 则 
K'、L'、M' 、N' 四 点 共 线 . 


这 是 一 个 我 们 十 分 熟悉 也 十 分 容易 证 明 的 命题 . 

事实 上 , 因 P 在 公 4'B'E' 的 外 接 圆 上 ,K'、M' 、L' 是 点 PP 到 公 4'B'E' 的 三 
边 所 在 直线 上 的 射影 ,由 Simson 定理 ( 例 7.2.6),K’、M'、L 三 点 共 线 ; 同 理 ， 
K'、L WN' 三 点 共 线 . 故 K'、L、M' 、N' 四 点 共 线 . 

这 样 ,我 们 实际 上 给 出 了 Steiner 定理 的 又 一 个 证 明 , 而且 同样 证 明了 O01、 
O02>、03、04、P 五 点 共 贺 (由 Kr’ 、L'、M'、N' 四 点 共 线 得 K、L、M、N、P 五 点 共 圆 ， 
因而 01、0;、03、04、\P 五 点 共 圆 ). 

一 个 平面 几何 的 已 知 命题 或 简单 命题 ,经 过 一 个 反 演 变换 后 所 得 到 的 反 演 
命题 ,往往 以 一 个 多 新 的 面貌 出 现 , 因 而 常 被 用 来 作为 数学 竞赛 或 数学 奥 林 匹 
克 的 命题 , 

例 8.5.7 设 P 为 全 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ,点 已 在 直线 BC、C4 .48 上 
的 射影 分 别 为 DE、F, 则 D、E、F 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 点 PP 在 人 4BC 
的 外 接 圆 上 . 

这 是 著名 的 Simson 定理 ( 例 7.2.6). 如 图 8.5.15 所 示 , 以 己 为 反 演 中 心 任 
作 一 反 演 变换 1(P, 有 )( > 0), 设 点 陡 的 反 点 为 XY , 则 P、B'、D'、C' 四 点 共 圆 ， 
PC 、E'、4' 四 点 共 贺 ,P、4’、Fr、B' 四 点 共 圆 , 且 由 PD | BC,PE | C4,PF 
| 4B 知 ,PD’' PE 、PF"' 分 别 为 这 三 个 圆 的 直径 ,它们 的 中 点 01、0，、03 即 这 
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三 个 圆 的 圆心 .而 点 PP 在 人 4BC 的 外 接 贺 上 当 且 仅 当 A'、B'、C' 三 点 共 线 ;万 、 
下 下 三 点 共 线 当 且 仅 当 已 .六 EE、F' 四 点 共 圆 ,当日 仅 当 P、O01、0;,、03 四 点 共 
圆 .于 是 ,再 将 4 、B' 、C' 记 为 4 有 3、C ,我 们 即 得 Simson 定理 的 反 演 命题 ， 

如 图 8.5. 16 所 示 ,已 知 圆心 分 别 为 01 .0O,、O3 的 三 圆 共 点 于 尸 ,它们 两 两 
交 于 男 一 点 4、B、C. 则 P、01、0，、03 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 4、B、C 三 点 
共 线 . 


图 8.5.15 图 8.5.16 

这 个 命题 的 必要 性 即 1991 年 举行 的 湖南 省 第 4 届 中 学 生 数 学 夏令 营 试 题 . 

例 8.5.8 设 内 接 于 @0 的 四 边 形 4BCD 的 一 组 对 边 A4B、CD( 所 在 直线 ) 
交 于 P,(PBC) 与 (PAD) 交 于 P、Q 两 点 , 则 PQ 上 00. 

这 是 一 个 我 们 所 熟悉 的 命题 ( 见 推论 5.5.1). 如 图 8.5.17 所 示 , 设 点 已 对 
0 的 宽 为 k, 作 反 演 变换 1(P,k), 则 0 是 自 反 圆 ,4、B 互 为 反 点 ,C、D 互 为 
反 点 ,(PBC) 的 反 形 为 直线 4D,(P4D) 的 反 形 为 直线 BC ,因而 点 0 的 反 
点 0' 是 直线 4D 与 BC 的 交点 . 设 圆心 0 的 反 点 为 0' , 则 0'、0、Q、0' 四 点 共 圆 ， 
所 以 ,一 PO'0' = 了 O00P = 90P. 又 0'、0、4、B 四 点 共 圆 ,0'、O、C、D 四 点 共 
圆 , 换 句 话 说 ,点 0 是 过 0 .4、B 三 点 的 圆 与 过 0 、C、D 三 点 的 圆 的 男 一 交点 .于 
是 ,我 们 有 如 下 命题 : 

如 图 8.5.18 所 示 , 设 4、B、.C、D 是 @0 上 四 点 ,直线 4C 与 BD 交 于 点 已， 
过 0、4.8 三 点 的 加 与 过 0、C.D 三 点 的 加 交 于 0、0 两 点 , 且 0 zx P, 则 
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此 即 1992 年 举行 的 第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 试题 . 

例 8.5.9 如 图 8.5.19,8.5.20 所 示 , 设 C.D、M 是 个 NA4B 的 三 高 线 足 ,O 
是 过 48B 的 中 点 , 则 C、D 都 在 以 48 为 直径 的 圆 上 .由 九 点 回 定 理 , 0、.D、E、F 
四 点 共 圆 ( 公 NAB 的 九 点 圆 ). 


图 8.5.19 图 8.5.20 


以 0 为 反 演 中 心 , 04( = 08) 为 直径 的 圆 为 反 演 圆 作 反 演变 换 , 则 4、B、 
C、D 都 是 自 反 点 ,直线 NA 的 反 形 为 (04C), 直 线 NB 的 反 形 为 @( 0BD)， 
全 NB 的 九 点 圆 的 反 形 为 直线 CD, 因此 点 N 的 反 点 为 加 (0O4C) 与 
(0BD) 的 为 一 交点 ,点 肝 的 有 反 点 MM' 为 直线 CD 与 4B 的 交点 .又 NM | 4B， 
M'、M、N' NN 四 点 共 圆 ,所 以 ON 上 M'N'. 

于 是 ,我 们 再 将 M' 、N' 记 作 以 、N , 便 得 到 下 面 的 命题 : 

如 图 8.5.21,8.5.22 所 示 , 设 48 是 0 的 直径 ,一 直线 与 @O 交 于 C.D 两 
态 , 与 直线 4B 交 于 点 M ,人 40C 的 外 接 圆 与 全 BOD 的 外 接 圆 交 于 点 N(N = 
0), 则 ON ] MN. 


图 8. 5.21 图 8. 5.22 


这 就 是 例 6.2.5. 其 中 图 8.5.21 的 情形 为 1995 年 举行 的 第 21 届 俄 罗斯 数 
学 奥林匹克 试题 ,同时 也 是 1997 年 举行 的 第 14 届 伊朗 数学 奥林匹克 试题 .而 图 
6.2.9 的 情形 则 为 罗马 尼 亚 国 家 队 1996 年 选拔 考试 试题 . 它们 都 是 前 面 图 
8.5.18 所 示 独 联 体 数 学 奥林匹克 试题 的 特例 ,并 且 都 被 包含 在 定理 5.5.3 中 . 
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例 8.5.10 过 所 0 外 一 点 V 作 台 0 的 两 条 切线 NS 、NT,S、T 为 切 点 ,M 是 
QO 内 异 于 圆心 0 的 一 点 , 则 M、5、N、T 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 OM | 
MN. 

这 个 命题 的 证 明 易 如 反 掌 . 

事实 上 ,如 图 8.5.23 所 示 , 因 07 | TN,0O0S | SN, 所 以 0O、S.N.T 四 点 共 
圆 . 于 是 ,MK SN.7 四 点 共 圆 osM.ON.T 四 点 共 圆 ,人 NMO -= 
LNTOOOM | MN. 

设 点 用 对 0 的 迄 为 , 作 反 演变 换 1 M,k), 则 0 是 自 反 圆 . 设 点 的 
反 点 为 X , 则 直线 NS 的 反 形 为 过 点 M、N' 且 与 加 0 内 切 于 点 5' 的 圆 刀 ,直线 
NT 的 反 形 为 过 点 M、NV 且 与 所 0 内 切 于 点 T 的 圆 卫 ,直线 MN 不 变 . 因 MM 与 
圆心 0 不 重合 ,所 以 圆 也 与 圆 P2 不 相等 ,而 M、S、N、T 四 点 共 圆 当 昌 仅 当 三 
点 共 线 . 

于 是 ,将 S' .NW 、T' 仍 记 为 S$、.N、T, 我 们 立即 得 到 如 下 命题 : 

如 图 8.5.24 所 示 , 已 知 两 个 半径 不 等 的 圆 | 与 厂 , 相交 于 M、N 两 点 , 圆 
玉 与 贺 分 别 与 @ 0 内 切 于 9 了 , 则 OM | MN 的 充分 必要 条 件 是 $S、NV、 了 三 
点 共 线 . 

这 就 是 1997 年 举行 的 全 国 高 中 数学 联赛 的 平面 几何 题 , 它 是 一 个 简单 命 
题 的 反 演 命题 . 


图 8.5.23 图 8.5.24 


例 8.5.11 如 图 8.5.25 所 示 , 设 E 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B 的 中 点 ， 
直线 CE 与 4D 交 于 玉 , 则 4 为 DF 的 中 点 . 

这 个 命题 的 正确 性 是 显然 的 . 

以 4 为 反 演 中 心 , 4D 为 反 演 半径 作 反 演变 换 , 则 C、F 为 两 个 自 反 点 ,直线 
CF 的 反 形 为 过 点 4 的 圆 卫 . 因 BC // 4D ,CD /4B ,所 以 ,直线 BC 的 反 形 是 与 
直线 4D 相 切 于 点 4 的 圆 T 厂 ,直线 CD 的 反 形 是 与 直线 4B 相 切 于 点 4 的 圆 卫 . 
如 果 将 B.C、D、E、F 的 反 点 仍 记 为 B.C.D.E、F, 则 圆 栈 过 4、C、E、F 四 点 ， 
圆 刀 过 4 用 三 点 , 圆 忆 过 4.C 了 三 点 . 因 下 是 4 的 中 点 ,所 以 ,在 反 演 
后 ,B 为 AE 的 中 点 ,于 是 ,我 们 再 将 C、D 互 换 即 得 如 下 命题 : 


448 


Geometric transformations and their applications 


如 图 8.5.26 所 示 , 已 知人 48C , 圆 局 过 点 妃 且 与 边 4C 相 切 于 4 , 贺 媚 过 
点 C 切 与 边 4 有 8 相 切 于 4 , 圆 | 与 加 ,相交 于 4 、D 两 点 ,E 为 射线 4B 上 的 一 
点 , 且 BE = 4B. 设 直线 4AC 与 过 三 点 4、D 厂 的 圆 卫 交 于 4、 和 两 点 , 则 有 4R = 
AC. 


图 8.5.25 图 8.5.26 


这 便 是 1998 年 举行 的 第 6 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 的 一 道 平面 几何 题 . 它 也 
是 一 个 简单 命题 的 反 演 命题 . 

例 8.5.12 如 图 8.5.27 所 示 , 设 圆 卫 , 与 圆 T 外 切 于 4 ,平行 于 两 圆 的 一 
条 外 公 切 线 的 直线 依次 与 圆 TT 交 于 D.M、C、B, 则 4M = 4C 当 县 仅 当 
AD = AB. 

这 个 命题 也 不 难 证 明 . 实际 上 ,“4M = 4C” 与 “4D = 405"” 皆 等 价 于 圆 I 
与 圆 首相 等 . 设 圆 卫 与 圆 刀 的 半径 分 别 为 riyr), 圆 心 分 别 为 O01,0;. 显然 , 当 
ri 二 7m 时 ,4M = 4C; 反 之 , 当 AM = 4C 时 , 因 r ol0AM < CAO 
点 有 至 002 的 距离 < 点 C 至 010, 的 距离 o>01 至 DB 的 距离 < 0, 至 DB 
的 距离 01 至 切线 的 距离 > 0, 至 切线 的 距离 sri 淘 ry, 因 而 必 有 ri = .这 
就 证 明了 AM = 4Cer = 请 . 同 理 ,4D = ABesri = mm. 故 4 = ACoOAD = 
AB. 

以 M 为 反 演 中 心 , 点 MM 到 加 了 的 萎 为 反 演 帘 作 反 演 变换 , 则 圆 厂 , 是 自 反 
图 ,直线 DB 是 自 反 直线 , B、C 互 为 反 点 .我们 仍 用 A4、D、B、C 表示 A、D、B、C 
的 反 点 , 则 圆 T 是 全 4BC 的 外 接 圆 , 圆 | 的 反 形 为 直线 4D, 晶 直线 4D 与 圆 
切 于 点 4 ,切线 的 反 形 是 一 个 贺 ,这 个 圆 与 圆 T, 外 切 .与 直线 4D 相 切 、 且 与 线 
段 DB 相 切 于 M .条件 "4D = 4B” 即 “ADM = 人 ABM” 遂 过 反 演 变换 变 为 
“了 DAM = MAB" ,条件 “AM = AC” 即 “了 AMC = 人 ACM” 通 过 反 演变 换 变 
为 “人 MAC = CMA4”, 即 “4C = MC”. 于 是 我 们 得 到 原来 命题 的 反 演 命题 为 : 

如 图 8.5.28 所 示 , 在 全 4BC 中 ,BC < 4C,4B < 4C,TT 是 它 的 外 接 圆 . 圆 
矿 的 过 点 4 的 切线 交 直 线 BC 于 D ,一 圆 与 BD 、4D 以 及 圆 卫 均 相 切 , 且 与 BD 切 
于 WM, 则 DAM = MA4B 的 充分 必要 条 件 是 4C = CM. 
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图 8.5.27 图 8.5.28 


这 正 是 罗马 尼 亚 国 家 队 2002 年 选拔 考试 的 一 道 平 面 几何 试题 . 它 同样 也 
是 一 道 简单 几何 题 的 反 演 命题 . 

应 该 指出 ,对 于 一 个 给 定 的 平面 几何 命题 ,如 果 我 们 将 反 演 中 心 取得 不 同 ， 
则 其 反 演 命题 一 般 也 不 同 .有 些 命 题 的 反 演 命题 可 能 还 是 原来 的 命题 ,有 些 命 
题 的 反 演 命题 则 可 能 是 原 命 题 的 道 命题 . 

从 前 面 的 这 些 例子 可 以 看 出 ,平面 几何 命题 的 反 演 命题 可 以 分 为 三 种 类 
型 :第 一 类 是 只 涉及 原 命题 中 若干 个 点 的 反 点 之 间 的 度量 性 质 的 反 演 命题 ,如 
例 8.5.1, 例 8.5.2, 我 们 将 这 类 反 演 命题 称 为 反 点 型 反 演 命题 ;第 二 类 是 只 涉 
及 原 命 题 的 反 形 的 位 置 关 系 或 点 线 结合 关系 的 反 演 命题 ,如 例 8.5.7 ~ 例 8.5. 
10 ,我 们 将 这 类 反 演 命题 称 为 反 形 型 反 演 命题 ;第 三 类 则 是 既 涉 及 反 点 之 间 的 
度量 性 质 ,又 涉及 反 形 的 位 置 关 系 或 点 线 结合 关系 的 反 演 命题 ,如 例 8.5.3 ~ 
例 8.5.5, 例 8.5.11, 例 8.5.12, 我 们 将 这 类 反 演 命题 称 为 混合 型 反 演 命题 . 

如 果 说 ,我 们 用 反 演 变换 可 以 将 一 个 复杂 的 平面 几何 命题 简单 化 而 视 反 演 
变换 为 平面 几何 的 一 个 证 题 或 解 题 的 工具 的 话 , 那 么 ,将 一 个 已 知 命题 或 简单 
命题 经 过 反 演 变换 即 可 得 到 一 个 新 命题 则 又 可 以 将 反 演变 换 视 为 平面 几何 的 
一 个 命题 的 机 器 . 


8.6 ”极点 与 极 线 


如 果 点 忆 在 双 曲 型 反 演变 换 下 的 反 点 为 0 ,我 们 就 称 点 0 是 点 已 关于 反 演 
圆 的 反 点 ,因而 P、O 关于 反 演 圆 互 为 反 点 . 

定义 8.6.1 设 吕 0 是 平面 上 的 一 个 定 圆 ,点 P、0 关 于 0O 互 为 反 点 , 则 
过 点 0 且 垂 直 于 OP 的 直线 1 称 为 点 P 关 于 0 的 极 线 , 点 P 称 为 直线 1 关于 
QO 的 极点 . 

显然 ,对 于 平面 上 不 过 圆心 0 的 直线 1 关于 0 的 极点 是 圆心 0 在 直线 1 
上 的 射影 关于 @0 的 反 点 . 
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由 定义 可 以 看 出 ,给 定 了 平面 上 的 一 个 圆 , 则 除 圆心 外 ,平面 上 每 一 点 都 有 
唯一 确定 的 极 线 : 除 过 圆心 的 直线 外 ,平面 上 每 一 条 直线 都 有 唯一 确定 的 极点 . 
因而 极点 与 极 线 是 平面 上 除 圆心 以 外 的 点 与 平面 上 除 过 圆心 的 直线 以 外 的 直 
线 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 

在 普通 平面 上 ,圆心 没有 极 线 ,过 圆心 的 直线 没有 极点 . 

按 定义 , 当 点 PP 在 @0 上 时 ,点 PP 的 极 线 就 是 0 在 点 P 的 切线 ,切线 的 
极点 就 是 切 点 ; 当 点 PP 在 @0 外 时 ,点 PP 的 极 线 就 是 过 由 点 P 所 引 @O 的 两 条 
切线 的 切 点 的 直线 ;与 @ 0 相交 的 直线 的 极点 就 是 @ 0 在 交点 处 的 两 切线 的 

定理 8.6.1 设 4、B 两 点 关于 0 的 极 线 分 别 为 a、b, 知 点 4 在 直线 6b 上， 
则 点 B 在 直线 a 上 . 

证 明 若 4.8 是 所 0 的 两 个 互 反 点 , 则 结论 
自然 成 立 ; 若 4、 有 不 是 @O0 的 两 个 互 反 点 ,由 于 点 
4 在 点 B 的 极 线 上 上 ,因而 0.4.8 三 点 不 共 线 . 

如 图 8.6.1 所 示 , 设 4、8 关于 日 0 的 反 点 分 
别 为 4'、B', 则 4、4'、B、B’' 四 点 共 圆 .由 于 点 4 在 
直线 5 上 ,所 以 4B' | 0B, 从 而 B4 | 04 ,这 说 
明 直 线 B4' 即 为 点 4 的 极 线 a. 故 点 B 在 点 4 的 极 
线 a 上. 图 8.6.1 

定理 8.6.1 就 是 说 ,如 果 点 4 在 点 B 的 极 线 上 , 则 点 8B 在 点 4 的 极 线 上 ,或 
者 说 ,如 果 直 线 a 通过 直线 5 的 极点 , 则 直线 5 通过 直线 a 的 极点 . 

由 定理 8.6.1 即 知 ,对 于 给 定 的 一 个 圆 ,圆心 以 外 的 任意 一 点 P 的 极 线 是 
过 点 己 但 不 过 圆心 的 任意 两 条 直线 的 极点 的 连 线 ;不 过 圆心 的 任意 一 条 直线 / 
的 极点 是 直线 1! 上 的 不 同 两 点 的 极 线 的 交点 .从 而 有 

推论 8.6.1 如果 若干 个 点 共 线 , 则 这 些 点 的 极 线 共 点 ;如 果 者 干 条 直线 
共 点 , 则 这 些 直线 的 极点 共 线 . 

定义 8.6.2 ”如果 点 4 关于 图 的 极 线 通 过 点 B, 而 点 妃 关 于 圆 卫 的 极 线 
通过 点 4, 则 称 4、B 两 点 关于 圆 卫 共 斩 . 

定理 8.6.2 A、B 两 点 关于 圆 卫 共 斩 的 充分 必要 条 件 是 以 4B 为 直径 的 圆 
与 圆 卫 正 交 . 

证 阴 ”必要 性 .如 图 8.6.2,8.6.3 所 示 , 设 4、8 两 点 关于 圆 卫 共 罗 , 则 点 瑟 
在 点 4 的 极 线 / 上 . 设 圆 卫 的 圆心 为 0 ,直线 04 与 1 交 于 4’, 则 点 4' 为 点 4 关 
于 圆 卫 的 反 点 . 因 44' | 7 ,所 以 ,点 4 在 以 48 为 直径 的 圆 刀 上 . 因 圆 六 通过 
了 的 两 个 反 点 4、4" ,于 是 由 推论 8.1.7 即 知 , 圆 也 与 圆 卫 正 交 . 
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图 8.6.2 图 8.6.3 


充分 性 . 仍 如 图 8.6.2,8.6.3 所 示 , 设 以 48B 为 直径 的 圆 也 与 圆 卫 正 交 ,由 
定理 8.1.7, 圆 媚 关 于 反 演 圆 卫 是 自 反 圆 ,于 是 , 设 圆 卫 的 圆心 为 0 ,直线 04 与 
圆 六 交 于 为 一 点 4', 则 4' 为 点 4 关于 圆 卫 的 反 点 .由 于 48 是 圆 卫 | 的 直径 ,所 
以 B4 | 04' ,从 而 直线 B4’ 是 点 4 的 极 线 , 再 由 定理 8.6.1, 点 4 必 在 点 B 的 
极 线 上 .因此 ,4、8 两 点 关于 圆 厂 共 斩 ， 

定义 8.6.3 设 4P、B、gO 是 一 条 直线 上 的 依 序 四 点 ,如 果 

PA 04 


PB ~ QB 
则 称 P、Q 调和 分 隔 A4、B. 
显然 , 当 P、0 调和 分 隔 4、B 时 ,点 4.B 也 调和 分 隔 P、0. 
定理 8.6.3 设 P、0 调和 分 隔 4、B 两 点 , 圆 栈 是 过 P、0 两 点 的 任意 一 个 
轩 , 则 4、 两 点 关于 圆 六 共 思 . 
证 明 ”如 图 8.6.4 所 示 , 设 圆 局 是 以 4B 
为 直径 的 圆 , 0 是 圆 书 的 圆心 . 因 P、Q 两 点 调 
和 分 隔 4、B 两 点 ,所 以 全 - - 览 .于 是 
P4 * QB 十 PB * O4 = 0 
又 由 PA4 = 04 - 0P,0B = 08 - 00 等 ,得 
(O04 - OP)(OB - 00)+ 
(0B - OP)(04 - 00)=0 图 8.6.4 
展开 ,并 注意 0B = - 04 即 得 OP . 00 = 042. 
由 此 可 见 ,P、O 两 点 关于 圆 卫 互 为 反 点 ,从 而 由 推论 8.1.7 知 , 圆 卫 与 圆 卫 正 
交 , 再 由 定理 8.6.2 骂 知 ,4 、B 两 点 关于 圆 卫 共 因 . 
定理 8.6.4 过 点 己任 作 圆 卫 的 两 条 割 线 PA4B、PCD , 设 直线 BC 与 4D 交 
于 0Q,4C 与 BD 交 于 R, 则 直线 QR 是 点 P 关于 圆 卫 的 极 线 . 
证 明 如 图 8.6.5 所 示 , 设 直线 OR 与 4B .CD 分 别 交 于 E、F, 考 虑 人 ABQO 
与 截 线 PCD ,由 Menelaus 定理 
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BC .0D .AP 
CO DA PB 
再 考虑 人 48B0 与 点 尺 ,由 Ceva 定理 
BC.QD.AE _| 
CO DA EB 
比较 两 式 得 入 = - 全 , 即 芝 = - 只. 这 说 明 P、 
E 两 点 调和 分 隔 4、8 两 点 ,由 定理 8.6.3,P.E 两 8 
点 关于 圆 矿 共 轿 ,所 以 ,点 在 点 P 的 极 线 上 ; 同 
理 , 点 也 在 点 P 的 极 线 上 . 故 直 线 OR 是 点 已 关 
于 圆 卫 的 极 线 . 

定义 8.6.4 如 果 一 个 三 角形 的 顶点 都 是 另 一 个 三 角形 的 边 所 在 直线 的 
极点 (关于 同一 贺 ), 则 称 这 两 个 三 角形 共 思 .如 果 一 个 三 角形 的 每 一 个 顶点 都 
是 对 边 所 在 直线 的 极点 , 则 称 这 个 三 角形 是 自 共 斩 三 角形 . 

给 定 一 个 圆 后 ,要 作 关 于 这 个 圆 的 一 个 自 共 斩 三 角形 是 非常 容易 的 . 任 取 
一 点 ( 非 圆 心 ) ,在 它 的 极 线 上 再 任 取 第 二 个 点 ,这 两 个 点 的 极 线 的 交点 作为 第 
三 个 点 , 则 这 三 个 点 就 是 一 个 自 共 斩 三 角形 的 三 个 顶点 . 

定理 8.6.5 在 圆 夏 上 任 取 四 点 4、B、C、D, 设 直线 4B 与 CD 交 于 已 , BC 
与 4D 交 于 0,4C 与 BD 交 于 R, 则 个 POR 是 -- 个 自 共 斩 三 角形 . 

证 了 明 ”由 定理 8.6.4,OR 是 点 P 的 极 线 , RP 是 点 0 的 极 线 ( 图 8.6.5) ,从 
而 由 定理 8.6.1 即 知 , PO 是 点 RR 的 极 线 . 故 人 POR 是 一 个 自 共 思 三 角形 . 

极点 和 极 线 的 这 些 性 质 对 于 解决 一 些 与 圆 (尤其 是 与 圆 的 切线 ) 有 关 的 结 
合 性 问题 (点 在 直线 上 ,直线 通过 点 ) 和 垂直 .平行 问题 时 是 相当 简洁 的 . 

例 8.6.1 设 4B8、CD 是 一 圆 上 的 四 点 .证 明 : 如 果 圆 在 4、B 两 点 的 两 
条 切线 的 交点 在 直线 CD 上 , 则 圆 在 C、D 两 点 的 两 条 切线 的 交点 在 直线 4B 上 . 

证 明 “如 图 8.6.6 所 示 , 设 4.8、C、 了 是 圆 玉 上 的 四 点 ,4、 了 两 点 的 切线 
交 于 点 P,C、 了 两 点 的 切线 交 于 点 0, 则 对 于 圆 卫 来 说 ,直线 4B 是 点 P 的 极 线 ， 
直线 CD 是 点 0 的 极 线 .由 于 点 P 在 点 0 的 极 线 上 ,所 以 ,点 0 在 点 已 的 极 线 4B 
上 


= 一 | 


例 8.6.2 过 0 内 一 点 1 任 作 非 直 径 的 两 弦 48 、CD. 设 4、8 两 点 的 两 条 
切线 交 于 P,C、D 两 点 的 两 条 切线 交 于 9. 求 证 : OM | Po. 

证 明 ”如 图 8.6.7 所 示 , 因 直线 48 的 极点 为 P, 直 线 CD 的 极点 为 0, 而 直 
线 4B 与 CD 交 于 1 ,所 以 ,点 WU 的 极 线 为 直线 PO. 由 极 线 的 定义 即 知 OM | 
PO. 


几何 变换 
与 几何 证 题 


图 8.6.6 图 8.6.7 

例 8.6.3 证明 Brianchon 定理 : 圆 外 切 六 边 形 的 三 组 对 顶点 的 连 线 交 于 一 点 . 

证 明 如 图 8.6.8 所 示 , 设 4BCDEF 是 一 个 圆 外 切 六 边 形 , 边 4B 、BC、 
CD 、DE 、EF、F4 分 别 与 圆 切 于 P、QO、R、S、T、U, 则 直线 UP 的 极点 为 点 4 ,直线 
RS 的 极点 为 点 D, 所 以 ,直线 UP 与 RS 的 交点 的 极 线 为 直线 4D. 同 理 ,直线 PO 
与 ST 的 交点 的 极 线 为 直线 BE, 直线 OR 与 TU 的 交点 的 极 线 为 直线 CF. 由 
Pascal 定理 ( 例 6.2.3), 圆 内 接 六 边 形 PORSTU 的 三 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 
共 线 ,由 推论 8.6.1, 这 三 个 交点 的 极 线 共 点 , 即 4D、BE、CF 三 线 共 点 . 

由 Brianchon 定理 可 以 简单 地 得 到 1995 年 举行 的 全 国 高 中 数学 联赛 的 平面 
几何 题 : 

如 图 8.6.9 所 示 , 设 萎 形 4BCD 的 内 切 圆 矿 与 各 边 分 别 切 于 E、F、G、H ,在 


EF 与 GH 上 分 别 作 圆 的 切线 交 4B 于 MM, 交 BC 于 N, 交 CD 于 P, 交 DA 于 0. 
求证 : MO // NP 
4 


图 8.6.8 
事实 上 , 因 4MNCPO 是 一 个 圆 外 切 六 边 形 , 由 
Brianchon 定理 , AC .MP 、N0Q 三 线 共 点 ,而 4AM / 
CP, AQ // CN, 故 MO // NP. 
当然 ,本 题 的 直接 证 明 也 不 难 . 事实 上 ,如 图 
8.6.10 所 示 , 设 圆 古 的 圆心 为 0, 由 条 件 易 知 
全 A400 全 0PQO Aa 人 CPO, 而 40 = 0C, 所 以 ， 
AQ，CP = 0C*. 同 理 ,4M .CN = 0C’, 于 是 ， 
AQ .CP = AM: CN, 从 而 人 41HO 会 CPN ,由 此 
即 可 得 到 MO // NP. 
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例 8.6.4 设 P.0 是 0 外 两 点 ,分 别 过 P、Q 作 0 的 切线 P4、PB、 
QC、QD,A、B、C.D 为 切 点 .直线 Ph4 与 QC 交 于 E, 直 线 PB 与 0D 交 于 下 ,圆心 
0 在 直线 Po 上 的 射影 为 MM. 求 证 : OM 平分 人 EMF. 

证 明 如 图 8.6.11 所 示 , 显 然 , 点 P 的 极 线 
是 48, 点 0 的 极 线 是 CD . 设 4B 与 CD 交 于 N, 则 NN 
为 直线 PO 的 极点 ,所 以 ON | Po ,从 而 点 N 在 直 
线 OM 上 .过 NN 作 PQ 的 平行 线 与 直线 4C 、BD 分 别 
区 于 I J, 则 直线 1 为 点 用 的 极 线 .又 4C 为 点 EE 
的 极 线 , 因 此 ,7 为 直线 ME 的 极点 . 同 理 , J 为 直线 
MF 的 极点 .、 

因 ON 上 万 ,由 蝴蝶 定理 ( 例 $.4.1),w 为 万 的 图 8.6.11 
中 点 ,所 以 0O1 = 0J. 但 直线 ME 、MF 分 别 为 点 1、J 的 极 线 , 于 是 ,圆心 0 到 直线 
ME 和 MF 的 距离 相等 ,因而 点 0 在 EMF 的 平分 线 上 . 故 OM 平分 人 EMF. 

对 于 一 个 与 圆 ( 仅 一 个 图 ) 有 关 的 命题 ,如 果 我 们 将 其 中 的 点 换 为 其 对 应 
的 极 线 , 而 将 其 中 的 直线 换 为 其 对 应 的 极点 , 则 就 会 得 到 一 个 新 的 命题 . 这 个 新 
的 命题 称 为 原来 命题 的 配 极 命题 .从 这 个 意义 上 来 讲 , Brianchon 定理 与 Pascal 
定理 互 为 配 极 命题 ,而 例 8.6.4 则 与 蝴蝶 定理 互 为 配 极 命题 . 

例 8.6.5 设 圆 本 分 别 与 四 边 形 4BCD 的 
边 4B、BC 、CD 、DA 切 于 PR、S. AR 与 圆 卫 
的 男 一 交点 为 E, 且 PE // QR. 求 证 :人 BEQ = 
LRES. 

证 明 如 图 8.6.12 所 示 , 设 直线 ES、CD 
交 于 下 ,由 于 点 下 在 点 4 的 极 线 上 ,同时 点 下 又 
在 点 RR 的 极 线 上 ,所 以 ,点 的 极 线 恰 为 4R, 因 
而 EF 与 癌 矿 切 于 E. 又 PE // 0R, 所 以 ,五 边 形 
PBCFE 是 一 个 轴 对 称 图 形 . 故 

LBEQ = LRPF = 一 RES 

例 8.6.6 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 0 ,直线 
48 与 CD 交 于 P, 直 线 BC 与 4D 交 于 0 过 点 4 作 PO 
的 平行 线 交 直线 BC 于 EE,AE 的 中 点 为 形 . 求 证 : 
OP | OM. 

证 明 如 图 8.6.13 ~ 8.6.15 所 示 , 设 直线 
QM 与 4B 交 于 ,考虑 公 ABE 与 截 线 QMF, 由 


Menelaus 定理 ,站 。 , A 


=-1. 由 AE/ PoO， 


几何 变换 
与 几何 证 题 


4BO _ BP - 、 whena 列 殉 、、 轩 
有 gE = 7 ,于 是 再 注意 及 为 4AE 的 中 点 即 和 B58 =- 5 ,这 说 明 已 .下 两 点 调 
和 和 分割 4、B, 由 定理 8.6.3,P、F 两 点 关于 Q@0 共 恩 , 所 以 点 P 的 极 线 必定 通过 
点 下. 男 一 方面 ,由 定理 8.6.4, 点 P 关 于 0 的 极 线 过 点 0, 因 而 直线 OF 就 是 


点 了 关于 0 的 极 线 , 故 OP | OP, 即 OP | 0M. 


图 8.6.14 图 8.6. 15 

例 8.6.7 设 公 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC 、C4、48 分 别 切 于 点 D、E、F ,直线 
DE 与 4B 交 于 点 P, 直 线 DF 与 4C 交 于 点 Q,1 为 全 4BC 的 内 心 , BE 与 CF 交 于 
点 J .求证 :| PO. (罗马尼亚 国家 队 选 拨 考 试 ,2004) 

证 明 “如 图 8.6.16 所 示 ,考虑 人 4BC 的 内 切 圆 O17, 因 点 C 的 极 线 是 DE， 
点 P 在 直线 是 DE 上 ,所 以 ,点 PP 的 极 线 过 点 C. 又 点 P 的 极 线 过 点 ,所 以 , 直 
线 CF 即 点 P 的 极 线 . 同 理 ,点 0 的 极 线 是 直线 BE ,从 而 CF 与 BE 的 交点 J 的 
极 线 是 PO, 故 I | Po. 

例 8.6.8 证 明 Brocard 定理 : 设 圆 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 的 延长 线 分别 交 
于 P、0O ,两 对 角 线 交 于 R. 则 圆心 恰 为 全 POR 的 重心 ， 

我 们 在 第 5 章 曾 给 出 过 Brocard 定理 的 一 个 证 明 ( 例 5.5.2), 从 极点 与 极 线 
角度 来 看 ,Brocard 定理 的 证 明 是 十 分 简单 的 ， 

证 明 ”如 图 8.6.17 所 示 , 设 四 边 形 48CD 内 接 于 中 0, 直线 48 与 CD 交 于 
P, 直 线 BC 与 4D 交 于 0,AC 与 BD 交 于 R, 由 定理 8.6.5, 公 POR 是 一 个 目 共 斩 
三 角形 ,于 是 ,由 极点 与 极 线 的 定义 即 知 , OP 上 0R,00 | RP,OR | PQ. 故 圆 
心 0 是 人 POR 的 重心 . 
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例 8.6.9 四边形 4BCD 内 接 于 圆 卫 ,直线 4B 与 CD 交 于 尸 ,直线 4D 与 BC 
交 于 0 ,由 点 0 作 圆 卫 的 切线 QE .OF ,EF 为 切 点 .求证 :PE、F 三 点 共 线 . 
(第 12 届 中 国 数学 奥林匹克 ,1997) 

证 明 ”如 图 8.6.18 所 示 ,显然 ,直线 EF 为 点 
0 关于 图 T 的 极 线 . 又 由 定理 8.6.4, 点 0 的 极 线 
通过 点 已 , 故 P、.E、F 三 点 共 线 . 

实际 上 ,如 果 设 4C 与 BD 交 于 R, 则 PE、R、 
让 四 点 共 线 .由 此 ,1996 年 举行 的 第 11 届 中 国 数学 
奥林匹克 的 一 道 平面 几何 题 是 显然 的 : 

设 是 锐角 公 4BC 的 垂 心 ,由 4 向 以 BC 为 直 
径 的 圆 作 切线 4P、40,P、0 为 切 点 .求证 :已 .已 、 
0 三 点 共 线 . 

例 8.6.10 证 明 : 双 心 四 边 形 的 两 个 圆心 与 
其 对 角 线 的 交点 共 线 . (第 30 届 IMO 预选 ,1989) 

本 题 即 例 8.3.8, 那 里 我 们 用 反 演 变换 给 出 的 
证 明 顾 为 复杂 ,而 用 极点 与 极 线 理论 证 明 则 显得 
相当 简单 . 

证 明 如 图 8.6. 19 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 内 
接 于 0, 外 切 于 1,AhC 与 BD 交 于 E, 且 OI 与 
AB、BC、CD、D4 分 别 切 于 $、 了、 ,由 Newton 定 
理 , SU 与 TV 也 交 于 点 5. 再 设 直 线 4B 与 CD 交 于 已 ,4D 与 BC 交 于 0. 于 是 ,对 
于 0O 来 说 ,直线 PO 是 点 E 的 极 线 , 对 于 1 来 说 ,直线 SU 的 极点 为 P, TY 的 
极点 为 0, 所 以 ,直线 PQ 是 点 5 的 极 线 .因此 ,OE | PO,IE | PQ. 故 O01、E 
三 点 共 线 . 


图 8.6. 19 


习题 8 

1. 设 P.O、R 三 点 在 反 演 变换 1(0,k) 下 的 反 点 分 别 是 点 P'、0'、R'. 试 

证 
+ POR + PO'R' = + POR 

2. 以 点 PP 在 全 4BC 的 三 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 射影 为 顶点 的 三 角形 称 为 点 P 
关于 公 4BC 的 垂 足 三 角形 . 设 人 4BC 的 三 顶点 4、B、C 在 反 演变 换 1(O0,k) 下 
的 反 点 分 别 为 4'、B'、C' .求证 :全 A'B'C' 与 反 演 中 心 0 关 于 人 4BC 的 垂 足 三 角 
形 同 向 相似 . 

3. 设 4、4' 是 反 演变 换 1( 0 ,rr) 的 两 个 互 反 点 ,P 是 其 反 演 加 上 的 任意 一 
点 . 试 证 :5 是 一 个 常数 ， 


457 


几何 变换 
与 几何 证 题 


2 题 图 


4. 对 于 平面 上 任意 四 个 不 同 的 点 4.B、C、D, 比 值 4 8D 称 为 有 序 四 点 
4、B、C、D 的 交 比 .证 明 : 反 演变 换 保 持 有 序 四 点 的 交 比 不 变 . 

5. 试 证 :不 过 反 演 中 心 的 圆 研 的 圆心 的 反 点 ,是 反 演 中 心 关 于 圆 T 的 反 形 
的 反 点 ;过 反 演 中 心 的 圆 本 的 圆心 的 反 点 ,是 反 演 中 心 关 于 圆 卫 的 反 形 的 对 称 
点 . 

6. 证 明 : 设 P、O 两 点 关于 圆 古 互 为 反 点 , 且 已 .O 关于 圆 卫 的 反 点 分 别 为 
P'、Q', 圆 刀 关 于 圆 卫 的 反 形 为 圆 书 , 则 已 、O' 两 点 关于 圆 T, 互 为 反 点 . 

7. 证 明 : 设 P、Q 两 点 关于 圆 厂 互 为 反 点 , 且 P、0 关于 圆 卫 的 反 点 分 别 为 
P'、0', 圆 媚 关 于 圆 卫 的 反 形 为 直线 1!, 则 P'、Q’ 两 点 关于 直线 1 对称. 

8. 对 平面 上 任意 两 个 不 相交 的 圆 和 T, ,存在 平面 的 一 个 反 演 变换 ,使 
得 它们 的 反 形 是 两 个 同心 圆 . 

9. 圆 内 接 n 边 形 414，…4, 中 ,P 是 其 上 一 点 ,P 到 4;4,,; 的 距离 为 d;,(i = 
1,2,…,mn.4 ,1 = 41). 求 证 

AlA, A,4; 4 14， AlA, 
dd a 

10. 设 P 为 全 4BC 的 内 部 一 点 ,a = LBPC - 人 BAC,B = CPA - 
人 CB4 .求证 

(1)PC.4B = PB : CAcos a + PA . BCceos B; 

(2) PC . BCeos (a - B) = PA . BCeos a + PB . CAcos B. 

11. 设 4、B、C、D 是 一 直线 上 依 序 排列 的 四 点 .过 B、C 两 点 任 作 一 圆 卫 ,再 
分 别 过 4 .D 两 点 作 圆 厂 的 切线 4K、4L 、DM .DN ,其 中 L、K、M、N 为 切 点 . LK、 
MN 分 分 别 与 BC 交 于 P.O 两 点 . 

(1) 证 明 点 P 和 0 不 依赖 于 贺 芽 ; 

(2) 设 4D = a,BC = b(a > 5b), 当 BC 在 4D 上 移动 时 , 求 线段 Po 的 长 
度 的 最 小 值 . 
(第 4 届 保 加 利 亚 ( 冬 季 ) 数学 竞赛 ,1995) 
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12. 设 0 是 正方 形 4BCD 内 部 一 点 ,直线 40 、80 .CO 、D0O 与 正方 形 的 外 接 
圆 另 一 个 交点 分 别 为 P、0、R、S. 求 证 : PO RS = SP. OR.( 第 48 届 保加利亚 


(春季 ) 数学 竞赛 ,1999) 


11 题 图 12 题 图 


13. 设 P 为 正 n 边 形 4142…4, 的 外 接 圆 的 414, 上 任意 一 点 .证 明 
PA . PA, * P4， . P4 7 PT P4 = P4， P4， 
14. 证 明 :平面 四 n 边 形 414,…4。 内 接 于 圆 当 且 仅 当 
Ai4A, 4243 4 24 1 414，。1 
AlAn* Ashs™ 42443444 AniAs 二 44， 4 14， 
15. 设 三 圆 交 于 一 点 P, 且 两 两 相交 于 男 三 点 4、B、C, 公共 避 所 在 直线 
PA 、PB 、PC 分 别 交 另 一 圆 于 D、E、F. 且 点 PP 在 全 A4BC 的 内 部 .求证 
AP BP CP 
ADY BEY CF 
16. 设 4BCD 是 圆心 为 0 的 圆 外 切 四 边 形 , M、N 分 别 在 线段 40、CO 上 , 且 
人 MBN = 这 人 4ABC. 求 证 :人 MDN = 六 人 4DC. (罗马 尼 亚 国家 队 选 拔 考试 ， 


J 
He 


2006) 


15 题 图 16 题 医 


17. 设 公 ABC 的 三 个 顶点 4、B、C 在 反 演 变换 下 的 反 点 分 别 为 4'、B'、C'. 
点 P 的 反 点 为 P' .求证 :点 P' 关于 公 4'B'C' 的 垂 足 三 角形 反 向 相似 于 点 已 关 
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于 人 48C 的 垂 足 三 角形 . 

18. 证 明 : 如 果 人 和 人 48BcC 的 外 接 圆 与 人 A45D 的 外 接 圆 正 交 , 则 和 人 4CD 的 外 接 
圆 与 全 BCD 的 外 接 圆 也 正 交 . 

19. 设 全 ABC 的 内 切 圆 分 别 与 边 BC 、C4 、4B 切 于 D、E、F, 再 设 P 是 直线 
4D 与 内 切 圆 的 另 一 个 交点 ,MM 是 EF 的 中 点 ,1 为 全 4BC 的 内 心 . 试 证 :已 7 、M、 
D 四 点 共 圆 或 共 线 . (第 5 届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,1990) 

20. 从 龟 0 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 4.B,MN 是 纺 48 上 一 点 ， 
过 MM 作 0 的 弦 CD ,使 得 N 恰 为 CD 的 中 点 ,0 在 C.D 两 点 的 切线 交 于 0. 
求证 :00 1 PQ. (中 国 香港 队 选 拔 考试 ,1997) 


21. 已 知 会 4BC, 圆 夏 过 BC 两 点 , 圆 TT 过 C、4 两 点 , 圆 T 过 4、B 两 点 ， 
且 管 与 全 4BC 的 内 切 圆 正 交 . 圆 卫 与 圆 六 、 圆 六 与 圆 矿 、 圆 卫 与 圆 T, 分 别 
相交 于 男 一 点 4'、B' .C .证 明 : 全 4'B'C' 的 外 接 圆 的 半径 等 于 人 4BC 的 内 切 
圆 半径 的 一 半 . (第 40 届 IMO 预选 ,1999) 

22. 凹 四 边 形 4BCD 有 内 切 圆 , 且 内 切 圆 分 别 切 边 4B、BC、CD、DA 于 有 Ahi、 
Bj、Ci、\Di1,; 点 .FG、H 分 别 为 线段 41B;、B1C1、C1D1、D14 的 中 点 .证 明 : 四 
边 形 EFGH 为 矩形 的 充分 必要 条 件 是 4、8、C .D 四 点 共 圆 . (第 3 届 中 国 西部 数 
学 奥林匹克 ,2003) 


21 题 图 22 题 图 
23. 在 人 4BC 的 中 线 4D 上 任 取 一 点 ,过 点 E 朋 与 BC 相 切 于 点 B 的 圆 交 
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4 刀 于 另 一 点 只, 过 点 五 且 于 BC 相 切 于 点 C 的 圆 交 4C 于 男 一 点 NN. 求 证 :全 AMN 
的 外 接 圆 与 两 圆 都 相 切 . (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2000) 

24. 四 个 圆 ( 没 有 一 个 圆 在 另 一 个 圆 的 内 部 ) 缘 通 过 点 已 ,其 中 两 个 圆 与 直 
线 ! 相 切 于 书 , 另 两 个 圆 与 直线 m 相 切 于 P. 这 四 个 圆 男 外 的 四 个 交点 是 4、B、 
C、D. 求 证 :4、B、C、D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 直线 1 与 m 互相 垂直 . (第 20 
届 奥 地 利 - 波兰 数学 奥林匹克 ,1997) 


23 题 图 


25. 设 半圆 了 的 直径 为 48 ,过 半圆 上 一 点 已 作 48 的 垂 线 交 48 于 0 , 圆 
w 是 曲 边 全 PAQ 的 内 切 圆 , 且 与 4 下 切 于 工 , 求 证 : 民 平 分 一 4PO. (以色列 数学 
奥 林 钨 克 ,1995) 

26. 设 圆 媚 与 刀 相交 ,过 交点 之 一 M 作 一 条 荐 线 分 别 与 两 贺信 、T, 交 于 
另 一 点 4.B, 且 为 48 的 中 点 . 圆 ii、 篆 与 圆 矿 内 切 , 切 点 分 别 为 S$、7T. 再 
设 0 为 圆 T 的 圆心 .证 明 :S、M.、T7 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 OM | 4B. 


25 题 图 26 题 图 


27. 设 M 是 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 , M 中 的 任意 三 点 都 不 共 线 ,并 且 过 1M 
中 任意 三 点 的 圆 至 少 还 通过 MM 中 的 另 一 个 点 .求证 :M 中 的 所 有 的 点 都 在 同一 
个 圆 上 . 

28. 设 全 4BC 是 一 个 锐角 三 角形 ,OK。 过 点 4,4K。 | BC, 且 OK, 与 
全 4BC 的 内 切 圆 内 切 于 41. 类似 地 得 到 点 B1、C. 求 证 : 441、BB1、CC!i 交 于 一 
点 . 
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29. 设 圆 卫 与 直线 ! 相 离 ,48 是 圆 卫 的 垂直 于 ; 的 直径 ,点 瑟 离 ! 较 近 ,C 是 
圆 忆 上 不 同 于 4 有 的 任意 一 点 ,直线 4C 交 1 于 也 ,过 万 作 圆 卫 的 切线 DB , 尼 是 
切 点 ,直线 BE 与 1/ 交 于 下 ,4 与 圆 卫 交 于 另 一 点 6. 求证 :点 G 关于 4B 的 对 称 
点 在 直线 CF 上 . (德国 国家 队 选 拔 考试 ,2005) 


29 题 图 


30. 设 全 4BC 的 内 切 圆 分 别 与 三 边 BC 、C4 、4B 切 于 DE、F, 过 顶点 4 作 
DE 与 DF 的 平行 线 分 别 交 直线 DF .DE 于 P、0. 求 证 ;直线 PO 同时 平分 4B 与 
4C. (第 15 届 印 度数 学 奥林匹克 ,2000) 

31. 在 非 等 腰 锐 角 人 4BC 中 ,BE、CF 是 两 条 高 , M、N 分 别 为 4B、AC 的 中 
点 ,直线 EF 与 MN' 交 于 点 D. 求 证 : 4D | 08H .其 中 0、H 分 别 是 会 4BC 的 外 心 
和 垂 心 . (第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2005) 


30 题 图 31 题 图 


32. 设 48 是 圆 卫 的 直径 ,/ 是 过 点 B 的 切线 ,C、M、D 为 直线 1 上 依次 排列 
的 三 个 点 , 且 CM = MD ,直线 4C .4D 分 别 与 圆 卫 交 于 已 .O 两 点 .求证 :如 果 
C4D zz 90?, 则 在 直线 4M 上 存在 一 点 R, 使 得 RP 和 RO 均 与 圆 卫 相 切 @. (中 
国 国 家 队 培 训 ,2003) 

33. 设 全 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 D、E、F,X 是 全 ABC 内 的 
一 点 ,全 和 XBC 的 内 切 圆 也 在 点 DD 处 与 BC 相 切 ,并 与 XB、XC 分别 切 于 点 Y、Z. 证 


中 原 题 无 条 件 “ 人 C4D zx 90°", 疑 有 误 . 
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明 : 天 下 了 Z 四 点 共 圆 . (第 36 用 IMO 预选 ,1995) 


32 题 图 33 题 图 


34. 证 明 :; 任 意 两 圆 都 可 以 通过 反 演 变换 使 它们 的 反 形 成 为 两 个 等 圆 . 

35. 已 知 两 圆 为 男 两 圆 在 某 个 反 演变 换 下 的 反 形 .证 明 : 与 其 中 三 个 圆 同时 
内 切 或 同时 外 切 的 圆 ,也 一 定 与 第 四 个 圆 相 切 . 

36. 设 O 7 分别 为 人 4BC 的 外 心 与 内 心 ,Rr 分 别 为 全 4BC 的 外 接 圆 半径 
和 内 切 圆 半径 ,人 4BC 的 内 切 圆 与 其 三 边 分 别 切 于 DE、F,G 为 全 DEF 的 重 


心 .求证 :0 、 八 G 三 点 共 线 , 且 局 = 去 
37 .证明 Fuss 定理 : 设 双 加 四 边 形 的 外 接 圆 半径 与 内 切 圆 半径 分 别 为 R、r， 


两 圆心 的 距离 为 d, 则 


加 PO 于 
(R+d) (Rd 产 
38. 设 0 是 全 ABC 的 外 心 ,L、M、N 分 别 为 会 ABC 的 边 BC、CA、4B 的 中 点 ， 


证 明 : 公 04L、 公 0BM 和 AOCN 的 三 个 外 心 在 .一 条 直线 上 . 
39. 设 外 离 两 圆 所 0 与 折 02 的 两 条 内 公 切 线 分 别 为 PP,、010;,Pi、01， 


垂直 于 连 心 线 0,0, 的 直线 与 过 P OP, .05 四 点 的 贺 交 于 一 点 4. 求 证 : 
/OAM 二 0,AM,. 


38 种 图 39 串 良 


40. 设 半 径 分 别 为 Rr(R > r) 的 大 小 两 加 内 切 于 点 4,4 有 是 大 圆 的 直径 ， 
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1 是 与 大 圆 切 于 B 的 直线 .在 两 圆 的 间隙 作 互相 外 切 且 与 已 知 两 圆 均 相 切 的 两 
加 QO 0;,, 它 们 与 大 圆 的 切 点 分 别 为 S$、T, 直线 45、4A4T、401、40; 分 别 与 直 
线 1 交 于 P、0、M、N. 求 证 


(DPQ = RR- 0, 
(2 MN = RR- 
41. 设 1 为 全 4BC 的 内 切 圆 半径 ,与 人 4BC 的 外 接 圆 相 切 且 外 切 于 人 4BC 
的 内 心 的 两 圆 的 半径 分 别 为 n ,rz 求证 :> + 六 = 三. 
A 
B C 


41 题 图 


42. 设 全 4BC 的 外 接 圆 半径 为 R,A. 旁 切 圆 半径 为 7 ,外 心 与 A. 旁 心 的 距 
离 为 d. 求 证 :d? = R? + 2Rr.. 

43. 设 公 ABC 的 外 接 贺 半径 是 7 ,半径 分 别 为 ri、r 的 两 圆 刀 与 刀 均 过 点 
4, 且 与 直线 4B 分 别 相 切 于 点 B、C. 证 明 :rir、r 成 等 比 数列 . (第 45 届 保 加 利 
亚 ( 冬 季 ) 数学 竞赛 ,1996) 

44. 设 C 是 半圆 的 直径 4B 上 一 定点 ,以 4C 为 直径 在 半圆 内 再 作 半 圆 ,P、O 
分 别 为 半圆 PP 上 的 两 个 动 点 , 且 Po | 4B. 求 证 :会 4Po 的 外 接 圆 的 大 小 
与 已、O 的 位 置 无 关 . 


43 题 图 44 题 图 
45. 在 Pappus 累 圆 定 理 中 , 设 两 个 原 圆 的 半径 分 别 为 Rr(R > r). 求 证 :第 
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n 贺 的 半径 为 
四 Rr(R -Ir) 
+ m(R-r) 
46. 在 互相 内 切 的 两 圆 的 间隙 中 ,依次 作 三 个 半径 分 别 为 rr\r ,与 两 已 


知 圆 都 相 切 的 圆 P mv 、P, , 旦 圆 ,与 圆 .3 均 外 切 .求证 : 则 玉 - + 为 


常数 . 

47. 在 Pappus 累 圆 定理 中 ,如 果 第 1 圆 是 与 4B 及 两 个 原 圆 都 相 切 的 圆 . 求 
证 

(1) 第 n 圆 的 圆心 到 4B 的 距离 等 于 第 n 圆 半径 的 (2n - 1) 倍 ; 

(2) 如 果 两 个 原 圆 的 半径 分 别 为 Rr(R > 7), 则 第 n 圆 的 半径 为 


4Rr(R -rr) 
4Rr + (2n- 1) (R-r) 


Tn 


47 题 图 


48. 设 锐角 公 4BC 的 外 心 为 0, 外 接 圆 半径 为 六 ,直线 40 与 人 OPBC 的 外 接 

圆 交 于 男 一 点 4' ;类 似 可 定义 点 B'、C' .证 明 
04' . OB’ . OC' > 8R’ 

并 指出 等 式 在 什么 情况 下 成 立 ?( 第 37 届 IMO 预选 ,1996) 

49. 设 P 为 人 4BC 的 内 部 一 点 ,P 到 顶点 4、8、C 的 距离 分 别 为 x、y、z,P 到 
边 BC 、CA 、4B 的 距离 分 别 为 p、g、r. 求 证 

(1)xy + yz + 2 > 2(px + 9y + rz); 

(2) 圭 + 二 + 二 >2( LL EE 


zy ys 2x 


(S)xyz > (Pp + 9)(qg + r)(r+ gq); 
(6)x’ yz > pgr(x + y)(Yy + 2)(z + %). 
50. 续 上 题 ,如 果 再 设 个 PBC .全 PCh .全 PAB 的 外 接 圆 半径 分 别 为 Ri、R,、 
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Ra3 .求证 

路 +nt 冯 2+ 让 + 站: 

(8)xR + yRy + zR3 > xy + y+ 2x; 

(09) + 1 1 -1L + ， 

xRI 7yR zxzR > RIR, RRs RiR 

(10) 民 R2 + RoRs + R3RI > xR1 + yR; + za 

51. 议 卫 2、 三 圆 缘 与 圆子 正 交 .求证 : 圆 卫 上 任意 一 点 关于 圆 P 、T,、 
让 的 三 极 线 交 于 一 点 . 

52. 证 明 Salmon 定理 :圆心 到 任意 两 点 的 距离 之 比 ,等 于 这 两 点 中 一 点 到 另 
一 点 的 极 线 的 距离 之 比 . 

53. 设 4 .有 两 点 关于 圆 共 轿 ,但 4、B 不 是 圆 卫 的 互 反 点 .求证 :直线 4B 
的 极点 是 全 048B 的 重心 .其 中 ,0 为 圆 卫 的 圆心 ， 

54. 设 再 线 ! 不 过 圆 卫 的 圆心 0 ,0 在 直线 :上 的 射影 为 M,4、B 是 直线 ! 上 
关于 1 对 称 的 两 点 , 且 4、 有 都 在 圆 卫 之 外 .分 别 过 点 4.8 作 圆 卫 的 两 条 关于 0M 
不 对 称 的 切线 4S .BT. 求 证 :切线 4 与 BT 的 交点 在 点 M 关于 圆 一 的 极 线 上 . 


54 里 图 
55. 设 ABCD 为 圆 卫 的 外 切 四 边 形 ,对 角 线 4C 交 圆 夏 于 E、F 两 点 .求证 : 圆 
有 在 五 下 两 点 的 切线 与 另 一 条 对 角 线 BD 共 点 或 互相 平行 . 
56. 设 4ABCD 为 圆 卫 的 外 切 四 边 形 ,对 角 线 4C 交 圆 夏 于 EF 两 点 , M 为 EF 
的 中 点 .求证 :CMD = 人 DMA4. 


4 


和 


55 题 钢 56 题 图 
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57. 设 1 是 全 4BC 的 内 心 ,过 线段 /4 与 全 4BC 的 内 切 圆 的 交点 作 内 切 贺 的 
切线 交 直 线 BC 于 了 ,类似 地 得 到 点 E、F. 求 证 :D、E、F 三 点 共 线 . 
58. 设 公 A4BC 的 内 心 为 1,1 是 公 A4BC 的 内 切 圆 的 一 条 切线 ,DD 、E、F 是 切线 
1 上 的 三 点 ,有 是 了 AI1D = BIE = CIF = 90. 求 证 :直线 4D、BE、CF 共 点 或 
互相 平行 . 
已 
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附录 


附录 A ”后 对 圆 的 答 ，: 根 轴 : 根 心 


点 对 圆 的 蜂 、 根 轴 、 根 心 是 平面 几何 (尤其 是 圆 几 何 学 ) 中 的 十 分 重要 、 且 
内 涵 相 当 丰 富 的 三 个 概念 .我 们 在 这 里 将 介绍 它们 的 一 些 基本 性 质 ,并 数学 苋 
赛 试 题 为 主 举例 说 明 它 们 在 圆 几 何 学 方面 的 广泛 应 用 . 


Al 点 对 加 的 突 


设 了 是 平面 上 一 个 圆心 为 0 .半径 为 r 的 圆 ,对 于 平面 上 任意 一 点 已 , 令 
oe(P)= PO2 -天 

则 o(P) 称 为 点 已 对 于 圆 卫 的 宕 . 

显然 , 当 点 已 在 圆 卫 外 时 ,po(P) > 0; 当 点 已 在 圆 卫 内 时 ,o(P) < 0; 当 后 
已 在 圆 卫 上 时 ,o(CP) = 0. 且 由 邹 股 定理 易 得 ,点 尸 在 圆 卫 外 时 ,po(P) 即 点 尸 到 
圆 丰 的 切线 长 的 平方 ;点 已 在 圆 卫 内 时 ,o( 已 ) 即 以 点 已 为 中 点 的 弦 的 一 半 的 平 
方 的 相反 数 . 

有 了 点 对 圆 的 寡 的 概念 ,相交 弱 定 理 、 割 线 定 理 .切割 线 定 理 就 可 以 统一 为 

定理 Al.1( 圆 窒 定 理 ) ”过 和 定点 任 作 定 圆 的 一 条 制 线 交 定 圆 于 两 点 , 则 目 
定点 到 两 交点 的 两 条 有 向 线段 之 积 是 一 个 常数 ,这 个 常数 等 于 定点 对 定 圆 的 
寡 . 即 过 点 P 任 作 一 条 直线 交 圆 于 两 点 4、B(4、B 两 点 可 以 重合 ), 则 

PA.PB = po(P) 

圆 宪 定理 的 逆 也 成 立 , 妈 有 

定理 Al.2 设 两 条 直线 相交 于 点 P,4 、8B 是 其 中 一 条 直线 上 的 两 点 ,C、D 
是 另 一 条 直线 上 的 两 点 .如 果 PA . PB = PC. PD, 则 4、.B8、C、D 四 点 共 圆 . 

定理 Al1.3 设 4.B.C、D 是 --- 个 圆 王 上 
任意 四 点 ,直线 48 与 CD 交 于 点 P, 直 线 AD 与 
BC 交 于 点 Q@, 则 有 

o(P) + 0p(Q) = PO- 

其 中 po(X) 表示 点 于 对 圆 工 的 三. 

证 明 ”如 图 Al.1 ~ Al.3 所 示 , 设 人 BCP 
的 外 接 圆 交 直 线 PO 于 正则 人 CEP = 
4BC = 了 CDOo 或 人 CEP = /CBP = 180 - 


468 


Geometric transformation and their applications 


4BC = 180P - CDP, 所 以 ,C.D、E、O 四 点 共 圆 .于 是 
o(P) = PC. PD = PE. PO 
o(0O) = QC: QB = QE QP 
故 
of(P)+pO) = PE: PO+ PE. QP = 
PO(PE + EQ) = PO? 


图 Al.2 图 Al.3 


定理 Al.4(Gergonne ) 设 P 是 公 ABC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,过 点 已 作 
个 ABC 的 三 边 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D、E、F, 全 ABC 与 人 人 DEF 的 面积 分 别 为 5、 


7, 入 4BC 的 外 接 贺 半径 为 R, 点 也 对 人 4ABC 的 外 接 贺 的 竺 为 p, 则 有 了 = 1 


4R2 

证 上 明 如 图 A1.4,A1.S 所 示 , 显 然 ,天 、 4、 下 四 点 共 贺 ,FF.B、D、P 四 点 

共 圆 ,所 以 ,PFE = LPAE = /KBC,/DFP = /DBP = /CBP, 因 此， 
了 DFE = 人 KBP ,于 是 


7 - .FFDsin LDFE - 了 . FE . FDsin KBP 
因 二 PKB = C 或 180 - C, 在 公 PBK 中 ,由 正弦 定理 
BP :sin /KBP = PK.: sin /PKB = PK. sinC 
又 AP、BP 分 别 是 全 4FE 全 BDF 的 外 接 圆 的 直径 ,由 正弦 定理 ,三 = 
AP :sin 4,FD = BP…sin B, 因 此 
T = FE . FDsin KBP = 7 AP “。 BPsin Asin Bsin / KBP = 
AP * PKsin Asin Bsin C 


但 AP. PD =1po1,S = 2R*. sin Asin Bsin C, 故 计 = 0, 

上 护 对 圆 的 帘 及 相关 性 质 主要 用 于 处 理 一 些 与 融 有 关 的 问题 .实际 上 ,本 书 
第 5 章 第 5 节 及 本 书 第 8 章 一 一 反 演 变换 中 已 多 次 用 到 圆 窜 定理 及 点 对 圆 的 之 
的 知识 . 
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SS 


图 Al.4 图 Al1.5 


例 Al.1 设 MHh 、N 分 别 为 锐角 全 48BC 的 边 4B 和 4C 的 中 点 ,4D 是 人 4BC 
的 融 ( 忆 在 BC 上 ). 全 BDN 的 外 接 圆 与 人 CDWH 的 外 接 圆 交 于 P(P x D). 求 证 : 
PD 平分 MN.( 第 33 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2007) 
证 明 ”如 图 Al.6 所 示 , 设 直线 MN 分 别 与 
全 CDM 的 外 接 圆 和 全 BDN 的 外 接 圆 交 于 男 一 - 
尽 E、F. 因 MM 为 4B 的 中 点 ,4D 二 BC, 所 以 
MD = MB, 叉 FN // BD, 因 此 MM 为 FN 的 中 点 ，。 
即 FM = MN, 同 理 , NE = MN .于 是 , 设 PD 与 
MN 交 于 K, 则 由 圆 突 定理 ,有 KM .KE = KN，: 
KF ,BR KM: (KN + NE) = KN. (KM + MF). 
这 样 KM .NE = KV. HE, 而 NE = MF, 所 以 图 Al1.6 
KM = KN, 即 KK 为 MN 的 中 点 , 亦 即 PD 平分 MN. 
例 Al.2 设 D 是 正 全 ABC 的 边 BC 上 一 点 ,一 圆 与 BC 相 切 于 D, 且 与 边 
4B 交 于 P、Q 两 点 ,与 边 4C 交 于 RS 两 点 .求证 
AP + AQO + BD = AR + AS + DC 
(第 和 0 届 英 国 数学 奥林匹克 ,2004) 
本 题 曾 用 轴 有 反射 变换 给 出 过 一 个 证 明 
( 例 5.4.7). 这 里 用 圆 笑 定理 再 给 出 一 个 新 的 
证 明 . 
证 明 ”如 图 Al.7 所 示 , 不 妨 设 BD > DC. 
由 圆 寡 定理 ,4P .40 = AR， 4S. 于 是 , 设 正 
全 ABC 的 边 长 为 a, 则 有 
a(BD - DC) = (BD + DC)(BD - DC) = 
BD*- DC*= BP.BO-CR.CS = 
(a - AP)(a - AO0) - (a - AR)(a - AS) = 
AP.A0- AR.:AS+a(AR+ AS- AP- A0)-= 
a(AR + AS - AP - 4A0) 


pA 
TT 


mp 


门 C 
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所 以 BD_-D=4R+43-4P-40 
故 AP + A0O + BD = AR+ AS+ DC 

例 Al.3 设 / 为 全 4BC 的 内 心 ,DE 分 别 为 全 4BC 的 内 切 圆 在 边 BC、 
CA 、4B 上 的 切 点 .过 点 4A 作 EF 的 平行 线 分 别 与 直线 DE 、DF 交 于 P、Q. 证 明 : 
人 PlO 为 锐角 . (第 39 届 IMO.1998) 

证 明 ”如 图 A1.8 所 示 , 设 人 4BC 的 内 切 贺 半径 为 :, 因 POD = 
全 EFD = 人 DEC, 所 以 ,A、Q、D EE 四 点 共 圆 .于 是 有 图 萎 定理 ,有 PA : PO = 
PE .PD = PR - 户 ; 同 理 ,40. PO = FO .DO = OR 记 . 两 式 相 加 ,得 

PA.: PO+ AQ.: PO = PP2+ OF - 27 
即 PO = PP+OF-2P< PP + OF 
故 一 PiO 是 一 个 锐角 . 

例 A1.4 ”证明 Chapple 定理 : 设 全 4BC 的 内 心 和 外 心 分 别 为 了 .0O ,内 切 圆 
半径 与 外 接 圆 半径 分 别 为 >、 RR, 则 07 = R* -2Rr. 

证 明 ”如 图 Al1.9 所 示 , 设 直线 41 与 全 48C 的 外 接 圆 一 一 四 0 交 于 另外 
一 点 也 , 则 由 圆 寡 定 理 ,点 7 对 @0 的 短 为 p(1) = 由 .万 =-417 .万 ,但 
of7Z) = 0 六 - 民 , 所 以 ,0P = R?* - 41. ID. 

过 DD 作 0 的 直径 DE ,再 过 内 心 1 作 48B 的 垂 线 严 ,有 为 垂 足 , 则 DE = 
2R,1IF = .显然 ,全 AF1 CD 公 EBD, 所 以 ,246 = #55, 于 是 ,41 * BD = 2 应 .而 
BD = ID,FPBW A ID = 2Rr. 故 OF = R?: .2Rr. 

Chapple 定理 也 曾 在 第 8 章 中 用 反 演 变换 给 出 过 一 个 证 明 ( 例 8.4.4). 


& A 


图 At.8 图 Al1.9 


例 Al.5 设 7 是 人 4BC 的 内 心 , 过 7 作 47 的 垂 线 分 别 交 4B 、4C 于 已.O. 
求证 :分 别 与 4B 及 4C 相 切 于 P 及 Q 的 O01 必 与 全 4BC 的 外 接 圆 相 切 .( 首 届 
中 国 台 湾 数 学 奥林匹克 ,1992) 

证 明 ”如 图 Al.10 所 示 , 设 全 4BC 的 外 心 为 0, 外 接 圆 的 半径 为 R. 延 长 
A 休 交 0 于 MM, 则 点 01 对 QO 的 寡 为 00 - R* =- 04. O01M. 于 是 

O107 = R*- O04: OM= RI- OA(M- 110) = 
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R*°- 0A.:M+04A:.10= R -0A.M+: OP 


又 易 知 IM = MB = 2Rsin 人 -2R . 


002 = R* -04.2R. 


磷 0 与 @0 相 切 . 

本 题 即 Mannheim 定理 之 逆 . Mannheim 定理 即 第 4 章 命题 6.4.1. 

例 A1.6 设 D、E、F 分 别 为 全 ABC 的 边 BC、C4A、4B 的 中 点 ,分 别 以 A.、B、 
C 为 圆心 作 三 个 等 圆 吕 4.@OB.OC,GO4 与 直线 三 交 于 4 4, 两 点 ,@B 与 直 
线 FD 交 于 Bi1、B， 两 点 ,OC 与 直线 DE 交 于 Ci、C» 两 点 ,求证 : 41、A,、B|、B,、 
Cl、C2 六 点 共 圆 ， 

证 明 ”如 图 Al.11 所 示 , 设 三 个 等 圆 的 半径 为 +, 则 由 阅 案 定理 ,有 

DB .DB = DB2 - r,DCI: DC; = DC -六 

而 BD = DC, 所 以 ,DB . DB: = DC . DC;, 这 说 明 B1、B,、C1、C; 四 点 共 圆 , 同 
理 ,C1、C2、41、4;2 四 点 共 圆 ,4 、42,、B1、B; 四 点 共 圆 ,又 B1B, 的 垂直 平分 线 与 
CiC 的 垂直 平分 线 显 然 交 于 个 4BC 的 重心 ,所 以 ,@(BB:CiC2) 的 圆心 为 
全 ABC 的 重心 ,同样 ,@(CiCz4i42) 的 圆心 也 为 人 A4BC 的 垂 心 ,因此 ,这 两 个 
圆 重合 , 故 41、4，、B1、B2、Ci、C2 六 点 共 圆 . 


图 Al1. 10 图 Al.11 


例 Al1.7 设 D、E、FF 分 别 为 全 4BC 的 三 边 BC 、C4 、48( 所 在 直线 ) 上 的 
凡 , 过 4、B、D 三 点 的 圆 与 直线 DF 交 于 另 一 点 已 ,过 4、D、C 三 点 的 圆 与 直线 
DE 交 于 为 一 点 0,0 是 全 ABC 的 外 心 .求证 : 0D 上 EF 的 充 要 条 件 为 P、0、E、 
FF 四 点 共 圆 . (第 7 届 中 国 西部 数学 奥 林 匹 ,2007) 

证 明 ”如 图 Al.12 所 示 , 设 公 4BC 的 外 接 圆 半 径 为 尺 , 分 别 考 虑 点 瓦 、 下 对 
QO 的 医 , 并 注意 4、P、B、C 四 点 共 圆 ,4、D、C、0 四 点 共 圆 ,有 

EO0* -~ R* = EA: EC = ED. EO 
FO*—- R*? = FA. FB = FD.:FP 
所 以 
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E02 -~ FO* = ED.: EQ - FD: FP = 
ED(ED + DO) - FD(FD + DP) = 
ED’? ~ FD? + DF : DP - DE.: DO 
于 是 ,OD | EF 当量 仅 当 E0? - FO0? = ED? - FD?, 当 日 仅 当 DF . DP = DE- 
DO , 当 且 仅 当 P、.0、E、F 四 点 共同 

例 AL.8 在 全 4BC 中 ,4B = 4C ,分别 以 A4B、4C 为 一 边 在 全 4BC 的 外 部 
作 公 DBA、 公 ACE ,使 人 PDBh4 和 4CE ,再 设 直线 DE 与 BC 交 于 已 .求证 : Ph 是 
人 hED 的 外 接 圆 的 切线 . (中 国 国家 集训 队 测 试 ,2009) 

证 明 如 图 Al.13 所 示 , 因 4B = AC, 个 DBA 人 ACE, 所 以 CBA = 
4CB ,ABD = 人 ECh ,因此 了 CBD = 人 ECB, 于 是 ,以 BC 的 垂直 平分 线 为 
轴 作 轴 反 射 变换 , 则 C -> 8, 设 EE 一 FF, 则 BF = CE, 且 fF、.D、B 三 点 共 线 . 同 
样 ,由 全 DBA 全 ACE,AB = 4C 知 ,4B- = BD . CE, 所 以 ,AB’” = BD . BF, 
这 个 等 式 说 明 点 B 对 个 DEF 的 外 接 圆 的 徊 为 4B’, 设 人 DER 的 外 心 为 0, 半 
径 为 R, 则 4B8* = BO - R*. 又 0 在 EF 的 重 直 平分 线 上 ,所 以 04 | BC, 即 有 
04 | PB, 于 是 , PO - PA? = BO?- BA? = 及 ,所 以 ,PO2- R? = PA?, 这 说 明 
点 PP 关于 图 本 的 罕 为 PA?, 因 而 有 P42 = PD . PE, 于 是 ,EOD = 人 EFO. 故 
P4 是 人 45D 的 外 接 圆 的 切线 . 


图 A1.12 图 Al.13 


例 Al.9 设 昌 0 的 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 (所 在 直线 ) 的 交点 分 别 为 已、 
0 ,两 对 角 线 的 交点 为 R. 求 证 :圆心 0 为 全 POR 的 垂 心 . (Brocard 定理 ;东北 三 
省 数学 邀请 赛 ,2000) 

本 题 在 本 书 中 和 曾 两 次 被 证 明 过 ,第 一 次 的 证 明 ( 例 5.2.2) 实际 上 已 经 用 到 
了 根 心 ,第 二 次 的 证 明 ( 例 8.6.8) 是 直接 利用 极点 与 极 线 的 性 质 ,这 里 再 用 定 
理 Al1.2 给 出 一 个 简单 证 明 . 

证 明 ”如 图 Al.14 所 示 , 设 4BCD 是 0 的 内 接 四 边 形 , 直 线 4 有 与 CD 交 
于 PP, 直线 BC 与 4D 交 于 0Q, 对 角 线 4C 与 BD 交 于 R. 因 

of(P) = 0P -rr,0(0) = 00° -rp(R) = OR -7 

由 定理 A1.2, 有 PR? = OP? + 0R’? - 27,PO’? = 0P2 + 007 -2r. 所 以 
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PR* ~ PO* = 0OR2 - 00? 
于 十 , OP | RO. 同 理 , 00 |」 PR. 故 圆心 0 为 人 POR 的 重心 . 
例 Al.10 设计 是 公 4BC 所 在 平面 上 -- 点 ,直线 4M 交合 4BC 的 外 接 圆 
于 4’ ,证明 ee > 27, 其 中 7 是 全 4BC 的 内 切 圆 半径 . (伊朗 国家 队 选 氢 
考试 ,2004) 
证 明 ”如 图 Al.15 所 示 , 设 点 有 H 在 全 4BC 的 三 边 BC、C4 、4B 上 的 射影 分 


别 为 D、E、F, 全 ABC 与 人 DEF 的 面积 分 别 浴 S、7T, 由 Gergonne 定理 ， 六 _ 


|p| 
4R’ :而 
S = 2R’sin 4sin Bsin C ,7 = 人 
其 中 R' 是 人 DBP 的 外 接 圆 半 径 .又 由 正弦 定理 ,有 
EF = MAsin A, FD = MBsin B,DE = MCsin C 
所 以 , M4， MB MC = 2R' | p14. 但 显然 有 R' 二 7, 因此 , MA .: MB . MC > 
2r 1 0 1. 再 注意 1o1= HMH4 MA' 即 得 欲 证 . 


A2 根 轴 


可 以 证 明 ,如 采 动 点 到 两 定 图 的 寡 相 等 , 则 动 点 的 轨迹 是 一 条 直线 .这 条 直 
线 称 为 两 定 圆 的 根 轴 或 等 贤 轴 . 

如 果 两 圆 相 切 , 则 两 圆 的 根 轴 是 过 切 点 的 公 切 线 (图 A2.1, A2.2); 

如 采 两 圆 相 交 , 则 两 圆 的 根 轴 是 公共 区 所 在 直线 (图 A2.3); 

在 任何 情形 ,两 圆 的 根 轴 总 是 垂直 于 两 圆 连 心 线 的 一 条 直线 . 设 圆 刀 与 圆 
1 的 圆心 分 别 为 OO2 ,半径 分 别 为 六 .如 果 圆 外 离 , 则 两 圆 的 根 轴 在 两 圆 
之 间 ( 图 A2.4) ;如 果 两 圆 内 含 , 则 两 圆 的 根 轴 是 在 两 圆 之 外 (图 A2.5). 
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图 A2.4 
两 加 圆心 0O0,、O，, 到 两 圆 的 根 轴 的 距离 分 别 为 


OO2 + ri - O103— ri+r3 

2010; 2010; 

如 果 两 圆 相等 , 则 其 根 轴 即 连 心 线段 的 垂直 平分 线 ; 如果 两 圆 同 心 , 则 其 根 
轴 是 无 穷 远 直 线 .如 果 两 圆 中 有 一 圆 退化 为 一 点 0( 此 时 点 0 称 为 点 圆 ) , 则 其 
根 轴 仍 然 存 在 , 且 除 了 点 在 圆 上 时 其 根 轴 为 过 这 点 的 切线 外 , 其余 情 形 根 轴 都 
在 圆 外 ; 根 轴 上 任意 一 点 已 到 圆 的 切线 长 PT 等 于 点 P 到 点 0 的 距离 (图 A2.6， 
A2.7). 

因为 相交 两 圆 的 公共 弦 所 在 直线 即 两 圆 的 根 轴 , 所 以 , 几 涉 及 两 圆 公共 弦 
的 问题 ,往往 可 以 用 根 轴 解 决 . 


7 , | sl 


图 A2.6 图 A2.7 
例 A2.1 如 图 2.8 所 示 , 一 圆 分 别 与 凸 四 边 形 4BCD 的 边 AB、BC 相 切 于 


di = 


| 
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G、H 两 点 ,与 对 角 线 4C 相交 于 EF 两 
点 : 问 四 边 形 4BCD 应 满足 怎样 的 充 要 条 
件 ,使 得 存在 男 一 圆 过 EF 两 点 , 且 分 别 
与 D4 、DC 的 延长 线 相 切 ? 证 明 你 的 结 
论 . (中国 国 家 队 选 拔 考试 ,1999) 

解 ”所 求 的 充分 必要 条 件 是 

4B+4D = CB+ CD 

事实 上 , 设 圆 w 与 凸 四 边 形 4BCD 的 图 A2.8 
边 4B 、BC 相 切 于 C 五 两 点 ,与 对 角 线 4C 相交 于 EE、F 两 点 ,过 EEF 两 点 的 另 
一 图 醋 分 别 与 D4 、DC 的 延长 线 相 切 于 已 .oO 两 点 .注意 4、C 两 点 都 在 这 两 圆 的 
根 轴 上 ,所 以 ,4P = AG, C0 = CH. 叉 BG = BH,DP = D0Q ,于 是 

AB + AD = BG + PA + AD = BG + PD - 
BH + QD = BH+ QC+CD= CB+ CD 

反之 , 设 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B + 4D = CB + CD .分 别 在 DA、DC 的 延长 

线 上 取 点 P、O ,使 得 4P = 46,CO = CH, 则 有 
DP = AG+AD= AB+AD- BG= CB+CD- BH= CH+ CD= DO 

过 已.O 两 点 作 一 个 圆 卫 ,使 得 DP、DQ 分 别 为 这 个 圆 的 切线 . 因 4P = 4C， 
CQ = CH, 所 以 4C 是 这 两 圆 的 根 轴 . 但 4C 与 原来 的 圆 交 于 E、 玉 两 点 ,因此 ,所 
作 的 分 别 与 D4 、DC 的 延长 线 相 切 的 圆 过 EF 两 点 . 

例 A2.2 如 图 A2.9 所 示 , 设 wm 、oe 分 别 为 全 4BC 的 B- 旁 切 圆 与 C- 劳 切 
圆 , 圆 wy 与 w;, 关于 4C 的 中 点 对 称 ,w' 与 w 关于 48 的 中 点 对 称 .求证 :ow,' 与 
we 的 公共 弦 平 分 全 ABC 的 周 长 . (第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2003) 


图 A2.9 
证 明 ” 设 圆 w 与 直线 BC 、C4 分 别 相 切 于 瓦 、 己 , 圆 w, 与 直线 4B、BC 分 别 
相 切 于 天 人 ,五 .下 关于 4C 的 中 点 的 对 称 点 分 别 为 下 、 严 ,开关 于 4B 的 中 所 
的 对 称 点 分 别 为 KL , 则 EF 与 所 在 圆 w, 上 ,天 与 1 在 圆 w, 上 ,AE' 为 圆 w,' 
的 切线 ,AL' 为 加 ww' 的 苇 线 ,4AE'’ = AE,AF' = AF,AK’ = AK,AL' = 41, 且 
AE' // BC,AL // BC, 所 以 E' 、4、L' 在 一 条 直线 上 .又 AE = AF = 4K = 4L， 
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所 以 ,AE' = 4 杰 = AK = A4L' ,因此 ,后 4 为 EL 的 中 点 , 且 E、K、F、L 由 
点 共 圆 . 因 点 4 到 圆 w,' 与 圆 w' 的 切线 长 相等 ,所 以 ,点 4 在 圆 。 与 圆 w 的 
根 轴 上 . 

再 设 所 FF 与 KL' 交 于 点 P, 则 有 PE .PP = PR PL ,所 以 ,点 PP 也 在 
圆 ws 与 圆 w… 的 根 轴 上 .这 就 是 说 ,直线 4P 是 圆 ws' 与 圆 w。 的 根 轴 . 

现 设 直线 扬扬 、K'L 分 别 与 BC 交 于 0Q、R, 因 EE'L' // QR,A4 为 bE'L' 的 中 点 ， 
所 以 圆 os 与 圆 w' 的 根 轴 A4P 与 8C 的 交点 D 是 OR 的 中 点 .又 由 于 AE'’ = AF'， 
AL' = AK',E'L // QR', 所 以 CF = CO,BK = BR, 于 是 

DC+ CF = DDO’ = RD= KB+ BD 
而 A4F” = AK', 故 D'C+ CA = 4B+ BD', 即 圆 w,' 与 圆 w' 的 根 轴 平 分 人 4BC 
的 周 长 . 

例 A2.2 本质 上 是 利用 了 两 圆 的 根 轴 证 明 三 点 共 线 问题 .实际 上 ,许多 与 圆 
《或 明 或 暗 ) 有 关 的 三 点 共 线 问题 都 可 以 考虑 利用 根 轴 解 决 .这 是 因为 我 们 可 
以 想方设法 证 明 所 述 三 点 都 在 某 两 个 圆 的 根 轴 上 .例如 第 6 章 的 Thebault 定理 
(命题 6.4.2) 的 三 点 共 线 的 结论 就 是 利用 了 两 圆 的 根 轴 证 明 的 . 

例 A2.3 过 和合 4BC 的 质点 B.C 的 -一 圆 与 边 48 、 4C 分 别 交 于 Bi 、C，， 
全 ABC 与 全 4B1Cl 的 重心 分 别 为 HH、Hi. 求 证 : BB1、CC1、HH 三 线 共 点 . (第 36 
届 IMO 预选 ,1995) 

证 明 ”如 图 A2.10 所 示 , 设 BB, 与 CC 交 
于 点 P. 分 别 过 点 B、Cl 作 4C 的 垂 线 , 设 垂 足 
分 别 为 E、F ,再 分 别 过 点 C、Bl 作 48B 的 垂 线 ， 
设 牌 足 分 别 为 六 .El, 则 右 为 BE 与 CF 的 交点 ， 
Hi 为 BIE 与 CiFi 的 交点 .显然 ,E、El 均 在 以 
B881 为 直径 的 圆 上 , FF、 均 在 以 CC 为 直 
径 的 圆 T， 上. 因 EF.B、C 四 点 共 圆 ,由 圆 窜 
定理 , HB . HE = HC . ,这 说 明 点 万 在 圆 下 图 A2.10 
与 圆 I 的 根 轴 上 ; 同 理 , 点 Hi 也 在 圆 刀 与 圆 刀 的 根 轴 上 .又 PB ， PB! = 
PC .PC ,所 以 点 P 也 在 圆 TI 与 T 的 根 轴 上 . 因此 , Hj、P.H 三 点 共 线 . 故 
BB1、CC1、HHi 三 线 共 点 . 

例 A2.4 证 明 Steiner 定理 :四 条 直线 相交 成 四 个 三 角形 , 则 这 四 个 三 角形 
的 垂 心 在 一 条 直线 上 .( 这 条 直线 称 为 完全 四 边 形 的 Steiner 线 或 重心 线 ) 

证 明 如 图 A2.11 所 示 , 设 四 条 直线 相交 成 四 个 三 角形 分 别 为 人 BEC、 
个 CDF 公 A4ED、 公 4BF, Hi、Hi、Hs、H 分 别 为 它们 的 垂 心 . 设 直线 HIB、HIE 
分 别 交 EC 、BC 于 K、 工 , 则 在 以 BD 为 直径 的 圆 T 上 ,L 在 以 EF 为 直径 的 圆 
上 ,由 于 LL.E、K、B 四 点 共 圆 ,所 以 ,HIL: HIE = Hi1B. HiK, 这 说 明 九 在 
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站 与 圆 卫 的 根 轴 上 ;再 设 EH3、DH; 分 别 交 AB、4D 与 MN, 则 履 在 圆 TI, 上 ， 
N 在 圆 F2 上 ,而 EDN、M 四 点 共 圆 ,所 以 H3D. HyM = 有 EE. H3N, 因 此 ,HH， 
也 在 圆 六 与 圆 I 的 根 轴 上 ; 同 理 , H;、H 也 在 圆 T 与 圆 刀 的 根 轴 上 . 故 厂 |、 
H,、H3、Hs 四 点 共 线 . 

2002 年 举行 的 第 15 届 保 加 利 亚 ( 冬 季 ) 数学 竞赛 有 一 道 平面 几何 题 为 . 

设 M、N 分 别 是 公 ABC 的 边 4C 、BC 上 的 点 ,上 且 了 ACB = 90, 设 AN 与 BM 
区 于 点 上, 则 人 4ML 的 重心 、 公 BNL 的 重心 及 点 C ,三 点 共 线 . 

这 显然 是 Steiner 定理 的 特殊 情形 . 

事实 上 ,如 图 A2.12 所 示 , 因 四 条 直线 4C、BC 、4N 、BM 相交 成 四 个 三 角形 
个 CAM、 公 CMB、 公 AML.、 公 BNL. 而 人 CAM 与 人 CHMB 的 牌 心 针 为 点 C, 于 是 , 设 
全 AML ,全 BNL 的 季 心 分 别 为 Hi、H2, 则 由 Steiner 定理 即 知 ,Hi、C、 如 共 线 . 


_ 


图 A2.11 图 A2. 12 


例 A2.5 设 P.O 是 全 48C 的 两 个 等 角 共 轿 点 ,点 PP 在 直线 BC、CA、AB 
上 的 射影 分 别 为 P,、P,、P,. 以 P, 为 圆心 .过 点 0 的 圆 与 直线 BC 交 于 4 、4, 两 
点 ,以 Pi 为 圆心 、 过 点 0 的 圆 与 直线 C4 交 于 有 、B， 两 点 ,以 P, 为 圆心 .过 点 0 
的 圆 与 直线 48 交 于 C1、C; 两 点 , 则 41、4;、B1、Bs、C1、C; 六 点 共 圆 . 

证 明 如 图 A2.13 所 示 , 设 @@P, 与 @P. 
交 于 QD 两 点 , 则 直线 DO 为 昌 P, 与 QP. 的 
根 轴 .由 PP, | 4C,PP. | 4B 知 4、P.、P.、P, 四 
点 共 圆 ,所 以 一 4PP. = 人 APP.. 又 已 .O 为 
和 人 4BC 的 两 个 等 角 共 罗 点， 所 以 
了 04P = 一 P40 ,于 是 ,再 由 PP. | 4P. 即 知 8“ 
40 | PP.. 这 说 明 点 4 在 @P 与 怠 P 忆 的 根 轴 
上 ,从 而 4、.D、0 三 点 共 线 .于 是 ,由 

AB!1 . AB, = 4D .40 = AC! .4C， 
即 知 B1、B，、C1、C2 四 点 共 贺 , 且 圆 心 为 P( 因 P 为 BiB, 的 垂直 平分 线 与 ClC， 
的 垂直 平分 线 的 交点 ). 同 理 , 41、4;、B1、B; 四 点 共 圆 , 且 圆 心 也 为 P. 故 4 
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A2、Bj、B2、Ci、C; 六 点 共 圆 . 

因 三 角形 的 外 心 和 垂 心 是 三 角形 的 两 个 等 角 共 斩 点 ,而 三 角形 的 外 心 在 三 
角形 的 三 边 上 的 射影 正好 是 三 角形 三 边 的 中 点 ,于 是 有 命题 : 

已 知 五 是 全 4BC 的 垂 心 .以 边 BC 的 中 点 为 圆心 .过 点 五 的 圆 与 直线 BC 交 
于 hj、h; 两 点 ;以 边 C4 的 中 点 为 图 心 过 点 五 的 圆 与 直线 C4 交 于 及 、 有 2 两 点 ; 
以 边 48 的 中 点 为 圆心 .过 点 H 的 加 与 直线 4B 交 于 Cy、C; 两 点 , 则 hi1、4、Bi、 
Bo、C1、C2 六 点 共 圆 . 

这 正 是 2008 年 在 西班牙 举行 的 第 49 届 IMO 的 第 1 题 . 

由 于 两 圆 的 根 轴 牌 直 于 两 圆 的 连 心 线 , 这 局 发 我 们 面 对 垂 直 问 题 时 也 可 以 
考虑 以 两 圆 的 根 轴 为 工具 使 问题 得 到 解决 . 

例 A2.6 在 全 4BC 中 ,4B = 4C,D、EF 分 别 为 直线 8C、4B、AC 上 的 点 ， 


且 DE // 4C,DF // 4B,M 为 全 4BC 的 外 接 圆 上 BC 的 中 点 .求证 :MD | EF. 
(伊朗 国家 队 选 拔 考 试 ,2005) 

证 有 明 如 图 A2.14 所 示 , 因 4B = 
AC,DF // AB,DE / C4, 所 以 ,ED = 
EB,FD = FC. 设 六 是 以 匹 为 圆心 、 
EC = ED 为 半径 的 圆 ,TT 是 以 为 同 
心 、FD = FC 为 半径 的 圆 . 因 MB 」 EB,， 
MC | FC, 所 以 MB 为 圆 六 的 切线 , MC 
为 圆 刀 的 切线 ,而 MB = MC ,所 以 ,MM 在 
圆 卫 , 与 媚 的 根 轴 上 .显然 ,在 圆 卫 与 图 A2.14 
刀 的 根 轴 上 ,因此 ,直线 MD 即 圆 忆 与 也 的 根 轴 . 故 MD | EF. 

例 A2.7 在 梯形 4BCD 中 ,4B // CD ,E 是 对 角 线 4C 与 BD 的 交点 ,已 是 
AB 上 一 点 , 且 DF = CF ;再 设 01、0; 分 别 为 全 4DF 与 全 FBC 的 外 心 .求证 : 
010， | EF.( 第 51 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 竞赛 ,1997). 

本 题 在 第 3 章 曾 用 根 轴 证 明 过 一 次 
( 例 3.4. 10, 当然 在 证 明 过 程 中 作 了 平移 
变换 ). 这 里 用 根 轴 再 给 出 一 个 新 的 证 
明 . 

证 明 ”如 图 A2.15 所 示 , 设 @Oi 与 
AC 交 于 P,@0, 与 BD 交 于 0O, 则 ， 
LDPA = LDFA,ALBEC = A BOC, 市 
FD = FC,AB / CD, 所 以 ,DFA = 图 A2. 15 
BFC, 因此 ,DPA = 了 BOC, 由 此 可 知 .P.C、D、O 四 点 共 圆 ， 于是， 
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了 BQEP = 一 DC4 ,但 由 AB/ CD, 有 DCAh = 人 B4P, 所 以 ,BOP = 一 B4P， 
从 而 4、.B、P、Q 四 点 也 共 圆 ,于 是 , EP .E44 = EQ EB, 这 说 明 点 EE 在 01 与 
0; 的 根 轴 上 ,而 下 为 O01 与 人 0; 的 一 个 交点 ,因此 ,EF 即 @0 与 0, 的 
根 轴 , 故 010; | EF. 

例 A2.8 设 0O、 了 分 别 为 全 48C 的 外 心 和 内 心 ,全 4ABC 的 内 切 圆 与 BC、 
CA 、4B 分 别 切 于 D、E、F ,直线 FD 与 C4 交 于 P ,直线 DE 与 4B 交 于 0,MN 分 
别 为 PE、OF 的 中 点 .求证 : 01 | MN. (第 22 届 中 国 数学 奥林匹克 ,2007) 

证 法 1 如 图 A2.16 所 示 , 设 BC = ac， 
C4 =656,AB = c,p 为 人 A4BC 的 半 周 长 ,考虑 


人 4BC 与 截 线 PFD ,由 Menelaus 定理 ,总 。 A 
BD 


pc = 1, 所 以 


PA_AF.BD_AF p-a 
PC FB DC DC Tp-e 


于 是 弘 = 2 二, 因此 ,PA = 从 = 4) ,这样 


= 已 = 
便 有 
PE = PA+ AE = MP- ,pa 
ME = 了 PE = "Pit Pe 
MA = ME - AE = js -(p -a) = p= 
MC = ME + EC = PHT + po) = He 


于 是 M4 .， MC = ME 

因 ME 是 点 性 到 全 ABC 的 内 切 圆 的 切线 长 ,所 以 ME? 是 点 M 到 内 切 圆 的 
帘 , 而 M4. MC 是 点 用 到 公 4BC 的 外 接 圆 的 寡 . 等 式 M4. MC = ME 表明 点 
M 到 全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 害 相 等 ,因而 点 M 在 全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 
圆 的 根 轴 上 , 同 理 , 点 NN 也 在 全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 根 轴 上 . 故 0O1 | MN. 

证 法 2 ”如 图 A2.17 所 示 , 设 BC = a,C4 = 6b,AB = c,p 为 人 4BC 的 半 
周 长 . 同 证 法 1, 有 

pA 2 Lp = 2) 
现 设 为 Ch 的 中 点 , 则 


2 
KP 2 KA+ AP2 ,2P-0) _ b 
2 a—c 2(a -ce) 
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又 KE = KA - EA = -(p-a) = 和 43, 所 以 
a-c b? bb 2 
MM 2 “24-0 -47 
再 设 媚 是 以 PE 为 直径 的 圆 , 记 2 是 以 OF P 一 -人 ~、 


为 直径 的 圆 , 则 等 式 KE . KP = KA? 表明 点 kK 


到 圆 与 点 4 的 赛 相 等 ,因此 点 天 在 圆 Pi, 与 点 | 
4 的 根 轴 上 ,从 而 Ch 的 垂直 平分 线 为 圆 T 与 A Nb” 
点 4 的 根 轴 , 而 点 0 在 它们 的 根 轴 上 ,所 以 ,点 

0 到 圆 忆 的 寡 为 042. 同 理 ,点 0 到 圆 靖 的 窟 5 # > 
也 为 04?. 换 名 话说 ,点 0 到 圆 与 加 P, 的 守 " 

相等 ,所 以 点 0 在 圆 卫 | 与 圆 T, 的 根 轴 上 . 显 图 A2.17 


然 , 点 了 在 圆 卫 与 圆 ,的 根 轴 上 ,因此 ,直线 O1 即 圆 卫 与 圆 ,的 根 轴 .而 M、 
六 分别 为 圆 与 圆 也, 的 圆心 , 故 O1 | MN. 

例 A2.9 设 0 为 锐角 全 4BC 的 外 心 , 而 了 为 人 BOC 的 外 心 ,D 为 边 BC 
的 中 点 ,点 五.F 分 别 在 边 48B、4C 所 在 直线 上 ,满足 AED = 人 DF4 = BAC. 
证 明 :47 | EF. (第 30 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 如 图 A2.18 所 示 , 由 条 件 可 知 ,O、 
D、T 三 点 共 线 ,和 且 07 | BC. 设 直线 ED 与 4F 
区 于 天 ,直线 DF 与 4B 交 于 L, 则 KE = K4， 
Lk = L4 ,于 是 

LOTB = 2/0CB = 180 - /BOC = 

180° ~ 2 BAC = /ALE 
所 以 L、.8、T、D 四 点 共 圆 ， 从 而 人 BLT = 
了 BDT =90, 即 7L | AB. 同 理 ,TK | AC. 图 A2. 18 

又 由 一 4LR = 人 AKE(= 180 -了 BAC) 知 EL、KF 四 点 共 圆 ,因而 有 
AE .4AL = AF， AK, 这 说 明 点 4 在 (ELT) 与 (FTK) 的 根 轴 上 .显然 ,点 了 
在 (ELT) 与 (FTK) 的 根 轴 上 ,所 以 ,直线 47 为 (ELT) 与 ©(FTK) 的 根 
轴 . 于 是 , 设 01、0, 分 别 为 O(ELT) 与 @(FTK) 的 圆心 , 则 47 | 010,. 但 
TL | AB,TK | A4C, 所 以 ,O01、0; 分 别 为 TE 与 TF 的 中 点 ,从 而 010, /EF. 故 
AT | EF. 

例 A2.10 设 公 4BC 的 三 条 高 分 别 为 4D、BE、CF ,其 外 心 和 垂 心 分 别 为 
0 .万 .直线 DE 与 4B 交 于 点 用 ,直线 FD 与 C4 交 于 点 NN. 求证 : O08 | MN.( 全 
国 高 中 数学 联赛 ,2001) 

证 明 如 图 A2.19 所 示 , 因 为 4、.B8、D.E 四 点 共 圆 ,A4、F、D、C 四 点 共 圆 ， 
所 以 ,MD .HE = MB… MA,ND.: NF = NC .NA. 这 说 明 点 MN 对 公 A4BC 的 
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外 接 圆 与 人 DEF 的 外 接 圆 的 知 相 等 ,从 而 直线 
MN 是 这 两 加 的 根 轴 . 于 是 , 设 公 DEF 的 外 接 圆 
的 圆心 为 工 , 则 OL |_MN. 和 但 全 DEF 的 外 接力 
即 人 4BC 的 九 点 圆 ,而 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 
为 其 外 心 与 垂 心 的 连 线段 的 中 点 . 故 08 | 
MN. 

以 上 多 个 例子 足以 说 明 , 根 轴 是 证 明 两 线 
段 垂 直 的 -一 个 强 有 力 的 工具 . 图 A2.19 

如 果 一 个 平行 问题 可 以 转化 为 垂直 问题 , 则 同样 可 以 考虑 用 根 轴 解决 . 

例 A2.11 设 C.D 是 以 4AB 为 直径 的 半圆 上 的 两 点 ,L、M、N 分 别 为 4C、 
CD 、DB 的 中 点 , O01、0; 分 别 为 全 ACM 与 全 MDB 的 外 心 .求证 : 010, /LN.( 第 
8 届 拉 丁 美洲 数学 奥 林 匹 死 ,2003) 

证 了 明 ”如 图 A2.20 所 示 , 记 分 4CM 的 外 接 个 
加 与 人 MDB 的 外 接 图 分 别 为 0. 0;. 设 直 
线 4C 与 BD 交 于 P, 由 圆 宽 定理 ,有 PA :PC = 
PB.… PD, 即 点 PP 到 @0,;、、0, 的 军 相 等 ,这 说 
明 点 在 01、、0; 的 根 轴 上 . 叉 MM 显然 也 在 
OO0; 的 根 轴 上 , 所 以 ,PM 为 O01 与 
0; 的 根 轴 ,从 而 PM 1 010;. 

另 一 方面 , 设 0 为 4B8 的 中 点 , 则 四 边 形 图 A2.20 
OLMN 为 平行 四 边 形 , 所 以 LM /ON,NM / 0L, 但 0 为 半圆 的 圆心 ,所 以 ， 
OL | AC,ON | BD, 因 而 NM PL, 上 LM PV, 这 说 明 点 有 为 全 PLN 的 垂 心 ， 
所 以 PM | LN. 再 注意 PM | 010; 即 知 010，/ LN. 

例 A2.12 设 1 为 公 4BC 的 内 心 ,全 ABC 
的 内 切 圆 与 边 BC 、Ch 、48B 分 别 切 于 DD、E、F， 
AE 、4F 的 中 点 分 别 为 屠 、N ,直线 MN 与 DF 区 
于 7T, 过 7 了 作 公 4BC 的 内 切 圆 的 切线 TP、T0Q， 
P、0 为 切 点 ,直线 PQ 分 别 交 直线 EF 、MN 于 
KL. 求 证 : IK // 4L.( 第 20 届 伊 朗 数 学 奥 林 匹 
克 ,2003) 

证 明 ”如 图 A2.21 所 示 , 因 MN 分 别 为 图 A2.21 
AE 、4F 的 中 点 ,所 以 ,点 MN 丝 在 全 4BC 的 内 切 圆 w 与 点 圆 4 的 根 轴 上 ,所 以 ， 
直线 MN 为 圆 w 与 点 圆 4 的 根 轴 . 而 点 了 在 直线 MN 上 ,所 以 点 了 到 点 4 的 中 
离 等 于 点 了 到 圆 o 的 切线 长 , 即 了 4 = TP = 70, 这 说 明 点 4、P、0 在 以 T 为 圆 
心 的 一 个 圆 卫 上 .由 于 点 二 也 在 圆 o 与 点 圆 4 的 根 轴 上 ,所 以 , 14” = ZLP 10， 
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因而 L4 与 圆 卫 相 切 ,所 以 1 了 到. 

另 一 方面 , 因 点 4 是 直线 5P 关于 圆 w 的 极点 ,点 了 是 直线 PQ 关于 圆 w 的 
极点 ,而 为 直线 EF 与 PO 的 交点 ,所 以 ,直线 4T 是 点 天 关于 圆 w 的 极 线 , 从 
而 天 上 47. 故 天 MA AL. 


A3 根 心 


给 定 平面 上 三 个 圆 ,如 果 其 中 任意 两 个 圆 都 有 一 条 根 轴 , 则 容易 证 明 ,这 三 
条 根 轴 交 于 一 点 或 互相 平行 . 

事实 上 ,如 图 A3.1 ~ A3.5 所 示 , 设 六 为 所 0 与 台 0; 的 根 轴 ,1 为 @O03 
与 所 0O1 的 根 轴 ,5 为 所 0 与 哲 02 的 根 轴 ,点 二 到 @9O0; 的 需 为 op(X)0 = 1， 
2;,3). 如果 六 与 六 交 于 一 点 P, 则 因 点 P 在 0; 与 ©0; 的 根 轴 4 上 ,所 以 ， 
pz( 下 ) = pa3( 针 ). 又 点 P 卫 在 0O; 与 0 的 根 轴 1, 上, 所以,p3(X) = p1(X)， 
因此 ,ol(X) = psa( 针 ). 这 说 明 点 P 在 0 与 0, 的 根 轴 43 上 . 故 几 lp、B3 交 
于 点 P. 又 | 0203,42 0301;43 | 0103, 所 以 ;如果 4, 则 01、0,、03 
三 点 共 线 ,此 时 必 有 六 A 1 7 (图 A3.6). 


图 A3.3 图 A3.4 


几何 变换 
与 几何 证 是 


图 A3.5 图 A3.6 


当 三 条 根 轴 交 于 一 点 已 时 ,点 书 称 为 三 圆 的 根 心 或 等 寡 心 (点 已 对 于 三 个 
圆 的 寡 都 相等 ). 因 而 上 述 事实 称 为 根 心 定 理 . 

凡 已 知 条 件 中 涉及 三 圆 的 问题 ,或 尽管 条 件 中 没有 三 圆 , 但 隐 含 了 三 圆 的 
问题 ,我 们 都 应 该 考虑 到 根 心 定理 .其 实 ,我 们 在 例 5.5.2 的 证 明 中 已 经 用 到 了 
根 心 定 理 . 

例 A3.1 一 个 以 0 为 圆心 的 圆 经 过 会 4BC 的 顶点 4 和 C, 又 与 边 AB 和 BC 
分 别 相 交 于 天 和 N, 人 4B8C 与 全 KBN 的 外 接 贺 相交 于 两 个 不 同 的 点 B 和 MM. 证 
明 . 人 OMB = 90.( 第 26 届 IMO,1985) 

本 题 在 第 5 章 曾 用 轴 反 射 变 换 给 出 了 一 个 
简单 的 证 明 ( 例 $.4.5) ,并 且 还 在 第 7 章 给 出 了 
它 的 一 个 推广 ( 例 7.3.10). 这 里 用 根 心 定理 和 
圆 窜 定 理 再 给 出 一 个 同样 简单 的 证 明 . 

证 明 如 图 A3.7 所 示 , 显 然 , 所 作 的 三 加 
的 三 个 圆心 不 在 一 直线 上 (否则 ,8B 和 WM 重合 )， 
而 AC、KN、BM 是 这 三 圆 两 两 之 根 轴 , 所 以 , 它 
们 交 于 一 点 P. 由 PMN = 人 BKN = NCA 图 A3.7 
知 P.MUM、N、C 四 点 共 圆 .于 是 , 设 0 的 半径 为 >, 则 由 圆 宕 定理 ,有 

BM.: BP = BN.:. BC = BO*-r 
PM.: PB = PC.: PA = PO*-r 


两 式 相 减 ,得 
BO* - PO*? = PB(BM - PM) = (PM + BM)(BM - PM) = BM? - PM 

克 OM | BP, 旭 OMB = 90. 

例 A3.2 已 知 半径 不 等 的 圆 T 与 TT 相交 于 M、N 两 点 , 且 圆 I、T 分别 
与 圆心 为 0 的 圆 卫 内 切 于 $、 了 两 点 .求证 :OHM MN 的 充分 必要 条 件 是 S$ 、N、 
7 三 点 共 线 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1997) 

本 题 曾 在 第 8 章 用 反 演 变换 给 出 过 一 个 相当 简单 的 证 明 ( 例 8.5.10) ,但 那 
里 毕竟 用 到 了 反 演 变换 这 个 高 级 工具 .而 用 根 心 定理 给 出 的 证 明 才 真正 显得 简 
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单 . 
证 明 ”如 图 A3.8 所 示 , 由 根 心 定 理 , 分 别 
过 S$、 了 的 圆 了 的 两 条 切线 及 公共 弦 HMN 三 线 交 
于 一 点 P. 由 PSO0 = 人 人 OTP = 90 知已 .$S、 了 、 
0 四 点 共 圆 . 且 不 难 知 道 
LSNM + LPSM = 180 
MTP + LTNM = 180 
于 是 ,OM | MNoOP、.S.M.0、T 五 点 共 
圆 =>P、S、M、T 四 点 共 圆 180P - 人 人 PSM = 图 A3.8 
MTP 人 SNM = 180 - 人 TNMeSNT 三 点 共 线 . 
例 A3.3 设 44|、 BBCC 是 全 4BC 的 三 条 高 . 一 圆通 过 Bi CI 日 与 


人 ABC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 相 切 于 42. 点 B、Cz 类 似 定义 .求证 : 442、 
BBs、CC; 三 线 共 点 . (第 15 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 ,2007) 

证 有明 ”如 图 A3.9 所 示 , 设 直线 BC 与 有 Ci ; 
交 于 D. 显然 ,B、C、Bi、Ci 四 点 共 圆 , 而 直线 
BiCl 是 (BCBICI) 与 所 (BCI4，) 的 根 轴 ,可 
线 BC 是 (4BC) 与 (BCB1C1) 的 根 轴 ,所 以 
直线 Bi Ci 与 BC 的 交点 D 是 这 三 圆 的 根 心 , 因 
此 D4, 与 (4BC) 相 切 于 hs. 于 是 

BA, DA, VDB.DC [DB 


AC DC 一 DC “ADC 


BD CB!1 4Ci 
‘DC BIA CB 


考虑 全 ABC 与 截 线 DB1 Cl, 由 Menelaus 定理 


DB _ BA.CB 
DC CB) AC 


BA, BiA CB 
从 而 和 jC = CB “AGC, - 同 理 
CB [CB AC AC; /AC BiA 
BA ™N AC, BA!’CB ™N BA CB 


BAy . CBs .AC _ 
42C Bh CB 一 
再 由 三 弦 共 点 定理 ( 见 附 录 B 例 B3.1) 即 知 ,44,、BB,、CC, 三 线 共 点 . 
例 A3.4 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 卫 .点 $ 在 圆 0 内 , 且 B4S = 人 DCS,， 
SB4 = 人 SDC. 平 分 人 BSC 的 直线 交 圆 于 P、Q 两 点 .求证 : PS = SQ.( 第 


于 是 
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57 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,2006) 
证 明 ”如 图 A3.10 所 示 , 设 点 P 在 4D 上 ,点 0 在 “7 


BC 上 .直线 4B 与 CD 交 于 点 X. 不 妨 设 评 与 4D 都 在 
BC 的 同 侧 . 因 和 SDC = SB4 ,一 B48S = 了 一 DCS ,所 
以 四 边 形 BSDX 与 ASCX 和 丝 内 接 于 圆 . 由 根 心 定 理 ， 
AC .BD、XS 三 线 共 点 . 记 R 是 这 三 线 的 交点 , 则 
人 DSX = 人 DBX = DCA = 人 XSA. 所 以 ,P、0 和 皆 在 
直线 SX 上 .又 人 人 RBA = 人 人 DBX = 人 DSX = 人 XSA = 
恤 RSA, 所 以 A、B、S、R 四 点 共 圆 . 同 理 ,C、D、R、5S 四 
点 共 圆 ,从 而 由 圆 攻 定理 
XP.: XO = XA. XB = XR. XS 
XR. RS = AR. RC -= PR. RO 

这 样 , 令 a = XP,b = PR,c = RS,d = SQ, 则 

a(la+b+c+d)= (a+rb)(a+rb+e),(a+b)c= bl(c+d) 


即 
ad = bu+p+cl ac = bd 
于 是 
5 = acd = pa+p+c)= b(bd+ be + ce’) 
从 而 


do = bl(c+d) 

上 故 b+c=d. 即 PS = 5S0. 

本 题 也 曾 在 第 8 章 用 反 演 变换 给 出 过 一 个 证 明 ( 例 8.2.11). 

例 A3.5 圆 内 接 四 边 形 4BCD 内 有 一 点 P, 满 足 人 DPA = 人 PBA + 
了 PCD, 点 PP 在 三 边 4B、BC、.CD 上 的 射影 分 别 为 E.F.G. 证 明 : 
全 APD cnAFFG6C. (英国 国家 队 选 拔 考试 ,2006 ) 

证 法 ] 如 图 A3.11 所 示 , 因 DPA = 
人 了 PBA + 人 PCD, 所 以 ,全 4BP 的 外 接 圆 与 
全 DPC 的 外 接 圆 相 切 于 点 P, 由 根 心 定理 ， 
和 人 4B8P 的 外 接 圆 与 人 DPC 的 外 接 圆 在 切 点 P 
处 的 公 切 线 、 直 线 4B 直线 CD 交 于 一 点 0 , 且 
LQPB = 一 04P. 

另 一 方面 ,由 于 PE | AB,PF | BC， 
PG |]CD, 所 以 PE、B、F 四 点 共 圆 ,P、E、O、 
G 四 点 共 圆 ， 从 而 人 FEP = 人 CBP， 图 A3.11 
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PEGC = 人 PQC, 于 是 
LFEG = /FEP + /PEG = /FBP + /POG = 
OPB- /0CB = 和 ph40 - /LDAQ = LPAD 
同 理 , EGF = 4DP. 故 人 4PD AEFG. 

证 法 2 ”如 图 A3.12 所 示 , 由 证 法 1, 公 A4BP © 
的 外 接 圆 与 人 PPc 的 外 接 圆 在 切 点 P 处 的 公 
切线 .直线 4B 、 直 线 CD 交 于 一 点 0. 显然 ,已 、 
G、Q、E 四 点 共 圆 ,PE、B、F 四 点 共 圆 ,所 以 

LPEG = A POG,A FEP = /FBP 
于 是 
LPFEG = LFEP + /PEG = /POG+ LFBP 

为 一 方面 , 设 Po 与 4D 交 于 KK， 因 
LQPA =LPBA,/ OKA = /POG + /0DA = 图 A3.12 
POG + 一 FB4 ,所 以 

LPAD = /OKA -0P4 = LPOGCG+ LFBA- /PBA =- 
LPOG + /FBP = /FEG 
同 理 , 4DP = 人 EGF. 故 和信 APD A EFG. 

根 心 定理 的 主要 作用 在 于 证 明 三 线 共 点 . 因为 只 要 我 们 能 找到 三 个 圆 ,使 
得 这 三 条 直线 中 的 每 一 条 都 是 其 中 两 圆 的 根 轴 , 并 且 其 中 有 两 条 直线 相交 , 则 
由 根 心 定理 就 能 得 到 这 三 条 直线 共 点 .当然 ,三 点 共 线 以 及 可 以 转化 为 三 线 共 
上 尽 的 问题 都 可 以 考虑 用 根 心 定 理解 决 . 

例 A3.6 设 A、.B.C.D 是 一 直线 上 依次 
排列 的 四 个 不 同 的 点 .分 别 以 4C .BD 为 直径 的 
圆 交 于 X.Y 两 点 ,直线 XY 交 BC 于 点 Z ,PP 为 直 
线 XY 上 异 于 Z 的 一 点 ,直线 CP 与 以 4C 为 直径 
的 图 交 于 C 、WM 两 点 ,直线 BP 与 以 BD 为 直径 


的 回 交 于 BN 两 点 .求证 : 4M .DN .XY 三 线 共 
点 .( 第 36 届 IMO,1995) 
证 明 如 图 A3.13 所 示 , 因 点 已 在 两 圆 的 图 A3.13 


根 轴 上 ,所 以 ,PC:. PM = PX:. PY = PB.PN, 
因此 ,8B8、C、N、M 四 点 共同 .于 是 ,了 CMN = 和 CBN ,从 而 
LAMN + AND4 = (A AMC + LACMN) + /NDA = 
AMC + (LCBN + /NDA) = 
90° + 90P = 180P 
所 以 ,4 、.M、N.D 四 点 共 圆 .于 是 , AM .DN .XY 是 三 圆 的 两 两 之 根 轴 ,由 根 心 定 
理 ,它们 交 于 一 点 或 互相 平行 .但 点 已 异 于 2 ,所 以 点 MM 异 于 4 、C ,因而 直线 AM 


487 


几何 变换 
与 几何 证 题 


例 A3.7 设 圆 工 的 两 弦 4B 、CD 交 于 点 已 , 圆 P 过 P、D 两 点 且 交 圆 工 于 
刀 一 点 下, 圆 过 PA 两 点 日 交 圆 厂 于 另 -一 点 .求证 : BE CF 以 及 圆 六 与 加 
T2 的 公共 弦 三 线 共 点 或 平行 .( 中 国 国家 队 选 拔 考试 ,2005) 

证 明 如 图 A3. 14 所 示 , 设 圆 也 与 圆 证 
交 于 P、O 两 点 , 连 DE 、BC、EF, 设 直线 BE 交 
圆 局 于 另 一 点 7, 直线 CF 交 圆 ,于 男 一 点 J， 
连 PI、PJ, 则 

LEIP = LEDP = /EDC = /EBC 
所 以 ,IP / BC. 同 理 , PJ // BC. 所 以 ,IT.PJ 
三 点 共 线 . 且 WA BC. 因 BE、F.C 犁 在 圆 玉 
上 ,所 MAEBC + LCFE = 180, 而 1 / BC, 图 A3.14 
LE = LEBC,PRL, LAE + 一 JE = 180. 
因而 [EF、J 四 点 共 圆 .于 是 ,对 于 圆 由、 圆 媚 与 过 四 点 I.E、F、J 的 贺 来 
说 ,其 公共 弦 PO、IE 、JF 共 点 或 平行 , 故 PO 、BE、CF 三 线 共 点 或 平行 . 

例 A3.8 ”证明 Brianchon 定理 : 圆 外 切 六 边 形 的 三 组 对 顶点 的 连 线 交 于 一 
点 . 


证 明 如 图 A3.15 所 示 , 设 A4BCDEF 是 一 “AT、 
个 圆 外 切 六 边 形 , 边 4B、BC、CD DE、EF、F4 2 1 
分 别 与 圆 切 于 点 P.O、R、S、T、U. 分 别 在 射线 Dd 


PB、QB、RD、SD、TF.UF 上 取 点 P'、0'.R'、 
S'、T'、V' ,使 得 PP' = 00' = RR = SS = 
TT” = UUV' (等 于 适当 长 度 ), 则 容易 知道 ,我 们 
可 以 作 三 个 圆 |\T TT, 使 得 圆 有 与 线段 
00' 和 77" 分 别 相 切 于 0 、7 , 圆 卫 与 线段 PP 
和 SS' 分 别 相 切 于 已 、.$' , 圆 六 与 线段 RR' 和 
VC 分 别 相 切 于 尺 、 过 . 因 4P = 40,PP' - 
VL ,两 式 相 加 ,得 4P' = 4U , 即 点 4 到 圆 卫 , 与 圆 T; 的 切线 长 相等 ,所 以 ,点 
4 在 圆 忆 与 圆 的 根 轴 上 .又 SS” = RR' ,SD = RD ,两 式 相 减 ,得 DS' = DR 
即 点 忆 到 圆 卫 与 圆 六 的 切线 长 相等 ,所 以 ,点 4 也 在 圆 T, 与 圆 也, 的 根 轴 上 . 
因而 直线 4D 是 圆 了 ,与 圆 的 根 轴 . 同 理 , 直线 BE 是 圆 卫 与 圆 ,的 根 轴 , 直 
线 CF 是 圆 疡 与 圆 T 的 根 轴 . 因 圆 外 切 六 边 形 的 对 角 线 一 定 相 交 , 由 根 心 定 
理 , 4D 、BE 、CF 三 线 共 点 . 

例 A3.9 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 边 48 与 DC 的 延长 线 交 于 点 P, 47 与 
BC 的 延长 线 交 于 点 @. 由 点 0 作 该 圆 的 两 条 切线 QE 、OF, 切 点 分 别 为 EF. 求 
证 :P、E、 玉 三 点 共 线 . (第 12 届 中 国 数学 奥林匹克 , 1997) 
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证 明 “如 图 A3.16 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 
内 接 于 圆心 为 0、 半 径 为 r 的 圆 夏 ,过 QC、D 
三 点 的 图 TT 交 PQ 于 M, 则 由 和 人 PMC = 
了 QDC = 人 CBAh 知 P.B、C、M 四 点 也 共 圆 .于 
是 ,由 圆 硕 定理 ,有 
OP*- r= PC. PD= PM: PQ 
O00 -r= OC.: 0B = OM. OP 
两 式 相 减 ,得 
0P - 00* = PO. (PM - MO) = 
(PM + MO)(PM - MQO) = 
PM* —- MO 
因而 OM | P0. 
显然 ,0 、E、F、Q 四 点 在 以 00 为 直径 的 加 TT 上 ,而 OM | PQ 说明, 态 MM 
也 在 加 上. 因 圆 T 古 | 与 贺 T, 的 根 轴 是 直线 CD , 圆 也 与 圆 T 的 根 轴 是 直线 
PO , 圆 T 厂 与 加 也; 的 根 轴 是 直线 kk, 这 三 条 直线 交 于 一 点 .而 点 已 是 其 中 两 条 
直线 的 交点 ,所 以 ,直线 EF 也 过 点 P. 也 就 是 说 ,P、E、F 三 点 共 线 . 
将 这 两 题 放 在 极点 和 极 线 的 理论 背景 下 是 简单 的 ( 例 8.6.3, 例 8.6.9), 但 
一 旦 离开 了 极点 和 极 线 理论 则 就 没 那 么 简单 了 .而 这 里 给 出 的 证 明 都 是 巧妙 地 
利用 了 根 心 定理 . 
例 A3.10 证 明 师 蝶 定 理 : 设 一 圆 的 圆心 0 在 已 知 直 线 ! 上 的 射影 为 M, 过 
M 任 作 图 的 两 条 出 线 4B、CD 交 圆 于 4、B、C 、D ,再 设 直线 4D 、BC 分 别 与 直线 
1 交 于 P、Q, 则 PM = MOQ. 
证 明 ”如 图 A3.17,A3.18 所 示 , 设 点 4、.D 关于 点 MM 的 对 称 点 分 别 为 A’'、 
B' ,@ O 关于 点 M 对 称 的 圆 为 圆 卫 , 则 4'、D' 均 在 圆 卫 上 , 且 4' 在 直线 4B 上 ， 
D' 在 直线 CD 上. 因 4D'C = 4DC = 人 CB4h' ,所 以 ,D'、.C、4'、B 四 点 共 
圆 ,这 个 圆 与 圆 了 及 折 0 的 根 轴 分 别 为 4'D 与 BC. 又 显然 Po 为 @0 与 圆 了 的 
根 轴 , 而 BC 与 PQ 交 于 点 0, 由 根 心 定理 ,4'D' 也 通过 点 0 ,因而 点 0 为 点 已 关 


于 号 M 的 对 称 点 , 故 PM = M0Q. 
一 一 大 “~~、 


图 A3. 17 


几何 变换 
与 几何 证 题 


我 们 曾 在 第 5 侍 用 轴 反 射 变换 给 出 了 蝴蝶 定理 的 一 个 简单 的 证 明 . 这 里 的 
证 明 实 际 上 是 作 了 一 个 中 心 反 射 变换 后 将 问题 转化 成 了 一 个 三 线 共 点 问题 再 
用 根 心 定理 得 出 的 ,因而 也 显得 很 简单 . 

例 A3.11 设 全 4BC 的 内 切 贺 分 别 与 边 BC、C4、4B 切 于 D、E、F. 4D 与 其 
内 切 圆 的 另 一 交点 为 P.0 是 直线 EF 上 一 点 .求证 :40 // BC 当日 仅 当 PO 上 
AD. 

证 明 如 图 A3.19 所 示 , 设 7 为 
全 ABC 的 内 心 ,直线 万 与 人 4BC 的 内 切 
加 w 交 于 另 一 点 天 , 交 40 于 L, 则 KP | 
AD. 

若 40 V BC, 则 由 iD | BC 有 ， 
KL | AL.W KP | 4D, 所 以 ,4 江天 
四 点 共 圆 , 记 为 .又 显然 4.L、EIF 
五 点 共 圆 , 记 为 忆 . 因 直线 40 为 圆 辣 ; 与 图 A3. 19 
圆 媚 的 根 轴 ,直线 FO 为 圆 卫 与 圆 w 的 根 轴 ,所 以 由 根 心 定理 ,点 0 为 圆 卫 、 
圆 、 圆 w 这 三 圆 的 根 心 .但 直线 PK 为 圆 症 与 圆 w 的 根 轴 , 所 以 PK、Q 三 点 
共 线 ,而 PK | 4D, 故 PO | 4D. 

反之 , 行 PO 14D, 则 Po 通过 点 天 .再 设 以 4K 为 直径 的 贺 与 40 交 于 L, 则 
LK 1 4, 上 且 由 圆 寡 定理 ,有 0L .04 = OK. QP = 0E .0F, 从 而 A.L、E、F 
四 点 共 圆 ,显然 ,4 、E、ITF 四 点 共 圆 ,因此 ,4 、L、E、TF 五 点 共 圆 ,是 47 为 直 
径 , 所 以 ,化 41, 于 是 ,17 KL 二 点 共 线 ,而 1 在 DK 上 ,因此 LL、K.D 三 点 共 
线 , 但 KL | 4L, 所 以 DL 〗 AL, 再 注意 KD 1 BC 即 知 40 / BC. 

例 A3.12 设 C.D 是 以 48B 为 直径 的 半 加 上 的 两 点 ,E、F、G 分 别 为 4C、 
CD .DB 的 中 点 ,过 瓦 作 4 的 垂 线 交 半圆 在 点 4 处 的 切线 于 凡 ,过 6 作 6P 的 垂 
线 交 半圆 在 点 B 处 的 切线 于 NN. 求 证 ; MN // CD. 

证 阴 如 图 A3.20 所 示 , 设 0 是 4B 的 中 h 


3 
一 DD 


点 ,mm Ta 分别 是 以 40 .08 、EC 为 直径 的 FR 
加 ,O01、0;,、0; 分 别 为 圆 荆 TT 的 圆心 , 因 vB sx 
OE | AE, 所 以 ,E 在 加 上 .同样 ,6 在 立 并 ， 大 SN 
上 .又 Ok、F、G 为 四 边 形 4CDB 的 四 边 的 中 者 


_- > . \ 0 /0- CC， 1 
点 ,所 以 0F 与 EG 互相 平分 , 即 03 是 OP 的 中 个 、 rz 
点 ,因而 0103 / AF, 所 以 , ME 1 003 ,这 样 ， 加 一 
直线 ME 便 为 圆 与 的 根 轴 ,但 切线 4M 十 图 A3.20 


圆 卫 , 与 半圆 的 根 轴 ,所 以 ,1 是 半圆 . 圆 六 和 圆 忆 三 圆 的 根 心 ,这 说 明 点 于 在 
半圆 与 圆 六; 的 根 轴 上 . 同 理 , 点 六 也 在 半 略 与 圆 刀 的 根 轴 上 ,所 以 , WAN 为 半圆 
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与 圆 I 的 根 轴 , 因 此 MN | 00;, 即 MN | OF .而 下 是 CD 的 中 点 ,所 以 ,OF 上 
CD. 故 MN A CD. 

一 般 来 说 ,只 要 问题 中 有 已 知 圆 的 条 件 , 或 ( 隐 含 ) 四 点 共 贺 的 条 件 , 我 们 
就 可 以 考虑 到 点 对 圆 的 寡 、 根 轴 、 根 心 这 些 与 圆 有 关 的 重要 概念 和 相关 性 质 是 
否 对 我 们 解决 问题 有 所 帮助 . 当然 ,我 们 在 应 用 这 些 工 具 的 前 后 ,还 可 能 要 考虑 
与 其 他 工具 (如 几何 变换 及 一 些 著 名 几何 定理 ) 结合 起 来 一 起 使 用 .如 例 A1.8、 
例 A3.10( 蝴 蝶 定 理 ) 都 是 先 作 了 一 个 几何 变换 后 才 应 用 的 圆 具 定理 或 根 心 定 
理 的 ,而 例 A3.3 则 是 先 利用 根 心 乍 理 得 到 有 关 结 论 后 再 应 用 三 线 共 点 定理 才 
解决 问题 . 


附录 B Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 角 元 形式 


我 们 知道 ,在 平面 几何 中 ,著名 的 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 是 分 别处 理 三 
线 共 点 和 三 点 共 线 问题 的 两 个 相当 得 力 的 工具 .这 两 个 定理 的 具体 内 容 是 ( 兄 
6.3): 

Menelaus 定理 。” 设 DD、E、F 分 别 是 全 ABC 的 三 边 BC、ChA、4B( 所 在 直线 ) 
上 的 三 点 , 则 D、E、F 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 

BD.CE.AF | 
DC EA EB 

Ceva 定理 ” 设 DE 分 别 是 个 4BC 的 三 边 BC、CA、4B( 所 在 直线 ) 上 的 

三 点 , 则 三 直线 4D 、BE 、CF 共 点 或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 
现 . 亚 . 焉 . 
DC EA FB 

Menelaus 定理 和 Ceva 定 理 作 为 平面 几何 中 证 明 点 共 线 和 三 线 共 点 的 工具 ， 
虽然 非常 得 力 , 但 在 处 理 过 程 中 往往 需要 较 高 或 较 多 的 技巧 .有 时 我 们 用 
Menelaus 定理 证 明 三 点 共 线 时 ,可 能 需 用 Menelaus 定理 的 必要 性 三 次 .五 次 甚 
至 更 多 次 .利用 Ceva 定理 证 明 三 线 共 点 时 也 是 一 样 . 相 反 , 与 之 相关 的 一 些 角 
的 正弦 之 间 的 关系 则 非常 容易 确定 .另外 ,Ceva 定理 还 有 一 个 致命 的 弱点 ,一 
个 难以 逾越 的 障碍 ,这 就 是 必须 要 求 过 三 角形 的 三 个 顶点 的 三 条 直线 都 与 其 对 
边 相 交 .如 果 过 三 角形 的 某 个 顶点 的 直线 与 对 边 平行 , 则 Ceva 定理 即 告 失效 ， 
似乎 鞭 长 莫 及 ,必需 另辟蹊径 . 

这 里 我 们 将 介绍 Meneluas 定理 与 Ceva 定理 的 角 元 形式 ,它们 将 使 得 有 时 
用 Menelaus 定理 证 明 三 点 共 线 或 用 Ceva 定理 证 明 三 线 共 点 的 坎坷 之 途 变 成 一 
条 便捷 的 通道 ,同时 挽救 使 Ceva 定理 失效 的 情形 ,使 之 过 三 角形 的 菏 个 项 点 的 
直线 与 对 边 相 交 或 平行 的 不 辐 情形 统一 起 来 . 
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为 给 出 Meneluas 定理 与 Ceva 定理 的 两 种 角 元 形式 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 Bl1.1( 分 角 线 定理 ) 设 P 为 全 4BC 的 边 BC 所 在 直线 上 的 任意 一 点 ， 


则 
BP AB sin ¢ BAP (B1.1) 
PC CA sin ¢ PAC : 
证 明 如 图 Bl.1 ~ Bl.3 所 示 , 注 意 式 (Bl1.1) 两 边 或 同 为 正 值 或 同 为 负 
值 ,因此 ,我 们 只 需 对 无 向 线段 与 无 向 角 的 情形 证 明 式 (B1.1) 即 可 . 
由 正弦 定理 ,有 
BP sin BAP CA sin ¢ CPA 
AB sn 大 4PB PC sin ¢ PAC 
两 式 相 乘 ,并 注意 sn x APB = sin x CPA 即 知 式 (B1.1) 成 立 . 


4 4 A 
B Pn C 有 CPPpPp 8B C 


图 Bl.1 图 B1.2 图 B1.3 
引 理 Bl1.2 设 0 < 06<180,a.8E(- rr), 则 
sin(O — a)sin B = sin(0 -~ B)sin a 


当量 仅 当 a = 8 或 ac + 8 = rr 

证 阴 由 三 角 殴 数 的 差 角 公式 ,并 注意 sn 9 = 0,a、B E(- x,n), 有 

sin(0 ~ a)sin 8B = sin(0 - bp)sin aoc 

(sin Ocos a — cos Osin a)sin B = (sin gcos 8 - cos gsin B)sin wo 
sin Ocos asin PB = sin Ocos Bsin acsin Osin (a - B) = 0 


sin(a ~ 有) = Oca 二 B, 或 a+B=x 
设 D、E、F 分 别 是 全 4BC 的 三 边 BC、C4 、4B( 所 在 直线 ) 上 的 


定理 Bl.1 
三 太 , 则 D、E、F 三 感 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
sin ¢ BAD .sin CBE sin ACF _ | (B1.2) 
sin DAC sin¢ EBA sin¢ FCB . 
证 明 ”如 图 B1.4,B1.5 所 示 , 由 引 理 B1.1, 我 们 有 
BD AB sin BAD CE BC sing CBE AF CA sinz ACF 
DC CA sin xy DAC’'EA ~ AB sin¢ EBA°FB BC sin¢ FCB 
几何 变换 
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三 式 相 乘 ,得 


BD CE AF sing BAD sin CBE sin ¢ ACF 
DC EA FB sin DAC sin < EBA sn FCB 


于 是 , 由 Menelaus 定理 即 知 ,DEF 三 点 共 线 5 。 如 。 人 -lo 
sn BAD sin « CBE sin + ACF _ 
sin DAC sin + EBA sin¢ FCB ~ 

我 们 将 定理 B1.1 称 为 Menelaus 定理 的 第 一 角 元 形式 .显然 , 它 与 Menelaus 
定理 是 等 价 的 . 


1. 


图 B1.4 图 B1.5 


定理 B1.2 设 D、E、F 是 公 ABC 所 在 平面 上 的 三 点 , 则 4D、BE 、CF 三 线 
共 点 或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 
sin < BAD sin CBE sin ACF _ 1 (B1.3) 
sn 大 DC sin EBA sin ¢ FCB 
证 明 设 直 线 4D 与 BE 交 于 一 点 P, 如 图 B1.6,B1.7 所 示 , 则 由 正弦 定理 ， 
有 


sin £ BAP sin ¢ CBP ,sn ACP 
sn PAC sn 大 PBA sin ¢ PCB ~ 


sn BAP sin CBP sin ACP PB PC PA 


sin 大 PBA “sin Z PCB ' sin PAC™ 4 25 EC=1 


sin £ BAP sin ¢ BAD sin ¢ CBP _ sin ¢ CBE 
sin PBA sin DBA’sin ¢ PCB sin ¢ ECB 
所 以 


sn BAD sin « CBE .sn ACP ] (B1.4) 
sin DAC sin EBA sny PCB ~ . 


几何 变换 
与 几何 证 题 


4 D -了 
| p 
F 
B © 8 C 


图 B1.6 图 B1.7 


当 4D // BE 时 ,如 图 B1.8,B1.9 所 示 , 过 点 C 作 CP / 4D, 则 
大 BAD = -+ EBA, + DAC = -+ ACP, ¢ CBE =- PCB 
此 时 式 (B1.4) 显然 成 立 . 


4 D 
E 
Fad 
人 4 
F 
B C 
有 C E F 


图 B1.8 图 B1.9 
于 是 , 直线 4D、BE、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 wwP.C.F 三 点 共 线 
类 4CP 与 + ACF 相等 或 互补 .而 + PCB = 4ACB -ACP, ¢ FCB = 
大 4CB -~ < ACF .从 而 由 引 理 B1.2 及 式 (B1.4) 即 得 yx 4CP 与 x 4CF 相等 或 


互补 必 汪 区 = 6 式 (B1.3) 成 立 . 故 直线 4D 、BE、CF 三 线 共 
点 或 互相 平行 式 (B1.3) 成 立 . 

我 们 将 定理 B1.2 称 为 Ceva 定 理 的 第 一 角 元 形式 . 当 直 线 4D、BE 、CF 分 别 
与 全 4BC 的 边 BC、C4、 4B8 所 在 直线 相交 时 ,可 设 D、E、F 分 别 在 直线 BC、Ch、 
AB 上 .此 时 由 引 理 B1.1 容易 证 明 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 与 Ceva 定理 也 是 
等 价 的 . 

在 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 中 ,我 们 没有 涉及 直线 4D .BE 、CF 中 是 否 有 
与 人 4BC 的 边 平行 的 情形 ,因而 在 使 用 时 不 必 担 心 这 种 情形 是 否 会 出 现 . 

定理 Bl1.3 设 D.E、FF 分 别 是 全 4BC 的 三 边 BC、C4 、 4B( 所 在 直线 ) 上 的 
三 点 ,O 是 不 在 全 4BC 的 三 边 所 在 直线 上 的 一 点 , 则 D、EF 三 点 共 线 的 充分 
必要 条 件 是 


si 天 BOP sin ¢ COE sin 4 AOF 1 


sin DOC sin¢ E04A sin¢ FOB (B1.5) 
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证 明 ”如 图 B1.10,B1.11 所 示 , 由 引 理 B1.1, 我 们 有 
BD 0B sin BOD CE 0OC .sin COE AF 04 . sin AOF 
DC OC sin x DOC’EA 004 sin E04A°FB 0B sin¢ FOB 
所 以 
BD CE AF sin BOD sin 4 COE . sin ¢ AOF 


DC EA FB sin¢ DOC sin ¢ E04 sin ¢ FOB 


于 是 ,由 Menelaus 定理 即 知 ,D、E、F 共 二 部 . 和 . 有 =- le。 式 (B1.5) 
成 立 . 


我 们 将 定理 B1.3 称 为 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 , 它 显然 与 Menelaus 
定理 也 是 等 价 的 . 


人 AF 


/< 


B 人” pp 


O 


图 B1.10 图 B1.11 


同样 ,由 引 理 B1.1 可 得 与 Ceva 定理 等 价 的 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 . 
定理 Bl1.4 设 D、E、F 分 别 是 个 4BC 的 三 边 B8C、C4、4B( 所 在 直线 ) 上 的 
三 点 ,0 是 不 在 会 4BC 的 三 边 所 在 直线 上 的 一 点 , 则 4D、BE 、CF 三 线 共 点 或 平 
行 的 充分 必要 条 件 是 
sin BOD sin COF sin + AOF _] (B1.6) 
sin DOC sin ¢ E04 sin 4 FOB 
在 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 基础 上 ,再 加 上 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 
的 角 元 形式 ,我们 处 理 三 点 共 线 与 三 线 共 点 问题 就 会 方便 多 了 .因为 在 这 些 三 
点 共 线 与 三 线 共 点 问题 中 ,有 的 计算 线段 比较 方便 (这 当然 适 于 用 Menelaus 定 
理 与 Ceva 定理 ) ,有 的 计算 角度 比较 容易 ,这 时 ,Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 角 
元 形式 就 派 上 用 场 了 . 


B2 初 露 锋芒 


因为 角 元 形式 只 涉及 相关 角 的 正弦 ,这 使 得 我 们 在 问题 的 讨论 过 程 中 可 以 
充分 利用 相关 和 角 之 间 的 关系 ,从 而 保证 了 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 角 元 形 
式 在 处 理 某 些 角 之 间 的 关系 比较 明显 的 三 点 共 线 或 三 线 共 点 问题 时 非常 顺利 . 
尤其 是 一 些 关 于 等 角 线 的 问题 ,对 于 角 元 形式 来 讲 , 简 直 是 小 菜 一 碟 . 
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例 B2.1 证 明 : 若 三 角形 的 三 条 外 角 平 分 线 缘 与 对 边 ( 所 在 直线 ) 相交 , 则 
三 交点 共 线 . 

证 明 如 图 B2.1 所 示 , 设 全 4BC 的 三 条 外 角 平 分 线 分 别 与 直线 BC 、C4 、 
AB 交 于 D、E、F, 它 的 三 个 内 角 分 别 为 4、B、C. 易 知 


x BAD = 9p + $, «DAC =- (9 -4), x CBE = oP +8 
x EBA =- (9P ~ 2), ¢ ACF =- (9P ~ $), « FCB = 9P + € 


所 以 


sin ¢ BAD sin CBE sin + ACF 
sin DAC sin + EBA sin FCB ~ 


C 


4 2 C 
COS 7 COS 2 — COS 9 


C 


A 2 C 
一 《0DS 一 CDS 2 CODS 2 


故 由 Menelaus 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 ,DD.E、F 三 点 共 线 . 

例 B2.2 分 别 过 三 角形 的 三 顶点 作 其 外 接 圆 的 切线 . 证明: 车 三 切线 和 锭 与 
其 对 边 ( 所 在 直线 ) 相交 , 则 三 交点 共 线 . 

证 明 ”如 图 B2.2 所 示 , 设 分 别 过 公 ABC 的 三 顶点 4、B、C 作 其 外 接 圆 的 
切线 与 对 边 BC、C4、4B( 所 在 直线 ) 交 于 D.E、F 三 点 . 仍 用 4、B、C 表示 
公 ABC 的 三 个 内 角 , 则 由 弦 切 角 定 理 

BAD=-C,+DAC=C+A=18P-8B 
CBE=-A,++ EBA=A+B= 18P-C 
ACF= C+A=18m-B,x FCB=-A4 


= 一 上 


于 是 


sm 二 BAD sin¢ CBE sin ¢ ACF 
sin DAC sin EBA sin ¢ FCB 


-snC -sinkA sinB ] 
sinB sin GC -sinA4 


几何 变换 


与 几何 证 题 436 
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故 由 Menelaus 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 D、E、F 三 点 共 线 . 
这 两 例 直接 用 Menelaus 定理 证 明 也 容易 ,但 前 者 要 用 到 三 角形 的 外 和 角 平 分 
线性 质 定 理 , 后 者 要 用 到 圆 宕 定理 .而 用 角 元 形式 则 绕 开 了 这 两 个 定理 . 
例 B2.3 设 DE、F 分 别 为 全 ABC 的 三 边 BC、C4 、 4B( 所 在 直线 ) 上 的 三 
点 ,三 直线 4D、BE、CF 关于 全 48C 各 和 角 的 等 角 线 与 对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 分 
别 为 杂居 .天 .证 明 : 万 .天 、 丰 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 六 、 及 、 屎 三 点 共 
线 . 
证 明 ”如 图 B2.3,B2.4 所 示 , 由 等 角 线 的 定义 ,我 们 有 + Bh4D' = x D4C， 
+ DA4C = + BAD, ¢ CBE' = + EBA, + E'BA = CBE, ¢ 4CP = 4 FCB, 
+ FCB = 了 4ACF, 所 以 
sn BAD sin CBE’ sin ACF 
sn DAC sin¢ EBA sn FCB 
sin £ DAC sin + EBA sin ¥ FCB 
sin ¢ BAD sin ¢ CBE sin + ACF 
于 是 ,由 定理 Bl.1,D、.E、F 三 点 共 线 到 


sin BAD sin + CBE ,sin ACF 1 
sin DAC sin EBA sin FCB -全 


sin DAC sin EBA sn FOB ] 
sin 大 B4D sin¢ CBE sin 4 ACF ”全 
sin 4 BAD' sin +_CBE’ sin £ ACF 


mt 


sin DAC™ sn EBAT sn¢ FCB = 全 
D' .FE'、F' 二 点 共 线 . 


图 B2.3 图 B2.4 


由 例 B2.2 可 知 , 当 公 4BC 的 三 边 BC、C4 、4B( 所 在 直线 ) 上 的 三 点 D 、E、 
在 一 直线 上 时 ,D' EF 、F' 三 点 也 在 一 直线 上 ,此 时 ,直线 D'E'F" 称 为 直线 
DEF 关于 全 4BC 的 等 角 共 轿 直 线 ( 因 而 直线 D'E'F' 与 直线 DEF 关于 人 4BC 王 
为 等 和 角 共 红 直 线 ). 三 角形 中 以 自身 为 等 角 共 辊 的 直线 称 为 自 等 角 共 示 直线 . 容 
易 证 明 , 非 等 腰 三 角形 的 自 等 角 共 罗 直 线 有 且 仅 有 四 条 .它们 是 :三 角形 的 三 内 
角 平 分 线 与 对 边 的 交点 ( 共 三 个 点 ) 两 两 确定 的 三 条 直线 以 及 三 外 角 平 分 线 与 
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对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 所 确定 的 一 条 直线 ( 见 例 B2.1). 
例 B2.4 设 P 为 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 . 证明: P4、PB、PC 分 别 关 于 
全 4BC 的 三 顶 角 的 等 角 线 共 点 或 互相 平行 . 
证 明 ”如 图 B2.5,B2.6 所 示 , 设 PA、PB 、PC 分 别 关于 公 4BC 的 三 顶 角 的 
等 角 线 为 4D 、BE 、CF. 考 虚 人 ABC 与 点 已 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 ,有 
sin 大 P4L .Sin PBA sin ¢ PCB _] 
sn BAP sin + CBP sin 4 ACP 
而 «BAD = + PAC, + DAC = ¢ BAP, + CBE = + PBA, + EBA = + CBP, 
ACF = + PCB, + FCB = ¢ ACP, 所 以 
sin BAD sin ¢ CBE sin¢ ACF 
sn DAC sin + EBA sin ¢ FCB ~ 


sin ¢£ PAC sin + PBA sn PCB ] 
sn 天 24P sin ¢ CBP sin¢ ACP 


图 B2.5 图 B2.6 


再 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 , 4D、BE 、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

本 题 曾 先 后 在 第 5 章 和 第 7 章 分 别 用 轴 反 射 变换 与 位 似 旋转 变换 给 出 过 两 
个 不 同 的 证 明 ( 见 例 5.8.7 与 例 7.4.1). 我 们 看 到 ,本 题 用 Ceva 定 理 的 第 一 角 元 
形式 的 证 明 是 十 分 简单 的 . 

例 B2.5 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 边 48 与 CD( 所 在 直线 ) 交 于 点 已 .过 点 
4 作 45 的 王 线 ,过 点 D 作 CD 的 垂 线 , 过 点 EE 作 BC 的 垂 线 .求证 :所 作 三 条 垂 
线 交 于 一 点 . 


证 明 ”如 图 B2.7,B2.8 所 示 , 设 所 作 三 条 垂 线 分 别 为 B14J 、DK. 因 
+ DAE = + ECB, + EDA = + CBE, 所 以 
4 AEI = 9 -+ CBE, + IED = 9%0p _¢ ECB 
+ DAJ = + DAFE -90F = + ECB - 90F, + JAE = ¢ EDK = 9 
+ KDA = + EDA - 90F -= CBE - 9 
于 是 
sn 一 457 sin DAJ] sin LEDK 
sin 一 AD sin A JAE sin LKDA ~ 
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cos A CBE 一 eos ECB . 1 _ 1 
cos A ECB 1 - cos 人 CBE 
而 4J 与 DK 显然 相交 , 故 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 ,三 线 共 点 . 
已 
A 
D 
B 7 和 
图 B2.7 图 B2.8 


例 B2.6 设 六 边 形 4BCDEF 的 三 组 对 边 分 别 平行 , 广 太 RN、N 分 别 
是 边 4B、BC、CD、DE 、EF、F4 的 中 点 .求证 : 化、JM.、KN 三 线 共 点 . 

证 明 ”如 图 B2.9 所 示 , 因 为 4B // DE ,而 
I 工分 别 是 边 4B、DE 的 中 点 ,所 以 ,直线 4D、 
BF 也 交 于 一 点 P. 同 理 , 直线 BE、CF、JM 交 
于 一 点 0 ,直线 A4D、CF 、KN 交 于 一 点 RR. 


AP AD < 
由 AB // DE 有 66 = 22 ,从 而 由 分 角 线 定 
理 ,有 


|- 人. 2. snr RAI 
~ 1B PB sin ¢ IPO 


J Sn RP BE — 
所 以 ,sin 民 IPQ = 4: 同 理 


sn POM CF sin QRK AD 
Sn MOF AD'’'siny KRD CF 


于 是 


sin RPI sin + POM , sin + ORK _ 1 
sin £ IPO sin + MOF sin KRD 


故 由 Ceva 定 理 的 第 一 角 元 形式 即 知 , PI、OM 、RK 三 线 共 点 , 即 开 、JM.、KN 三 线 
共 点 . 

根据 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 ,对 于 分 别 位 于 全 4BC 的 
三 边 BC、Ch 、4B 所 在 直线 上 的 三 点 DE、F, 欲 证 DD、E、F 三 点 共 线 或 4D 、BE、 
CF 二 线 共 点 ,只 需 取 一 个 适当 的 点 0 ,然后 设法 证 明 式 (B1.5) 或 (B1.6) 成 立 
即 .因而 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 非常 适应 于 处 理 那 些 与 
为 一 个 乍 点 有 关 的 三 点 共 线 问题 和 三 线 共 点 问题 . 

例 B2.7 设 0 为 和 4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,x BOC 的 外 角 平 分 线 与 
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直线 BC、C4 、4B 交 于 D, 大 CO4 的 外 角 平 分 线 与 直线 C4 交 于 E, < 40B 的 外 
角 平 分 线 与 直线 4B 交 于 下 .求证 : D、E、F 共 线 . 

证 明 如 图 B2.10 所 示 , 因 0D 是 x BOC 的 外 角 平 分 线 , 所 以 , x DOC = 
-大 BOD. 同 理 , x E04 = -COE, Fr08 = - 40F, 因 此 


sn BOD sin + COE .snx AO0F ] 
sin DOC sin E04 sin¢ FOB ~ 


于 是 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 D、E、F 三 点 共 线 . 

例 B2.8 设 人 4BC 与 公 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 0,D、E、F 分 
别 为 人 4BC 的 三 边 (所 在 直线 ) 上 的 点 ,直线 0D .OF .OF 分 别 交 和信 4'B'C' 的 三 
边 B'C'、C'4' 、4'B'( 所 在 直线 ) 于 D'、E' 、F' .求证 :D、E、F 三 点 共 线 的 充分 必 
要 条 件 是 D'、E' 、F"' 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 B2.11 所 示 , 显 然 

BOD' =Y BOD, + D'OC’ = ¢ DOC 
COE' = + COE, + E'0A' = ¢ EOA 
AOF = + AOF, + F'OB' = ¢ FOB 
所 以 
sn BOD’ sin C'OF .Sn AOF 
sin¥ DOC sin E04A’' sing FOB’ ~ 
sin 大 有 OH .Sn 区 LO sin < AOF 
sn 大 DOC sin + E04 sin FOB 
于 是 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 


， 一 sn 藉 BOD sn COE , sin ¢ AOF 
D、E\F 二 点 共 线 人 sin DOC sin EOA sing FOB YY 全 


sn BOD .sin COE sin A'OF _ my mw -- 
sin¢ DOC sin 大 天 04' sin¢ FOB' ~ looD' 、E'、F" 二 点 共 线 . 


图 B2. 10 图 B2.11 


例 B2.9 设 0 为 全 ABC 所 在 平面 上 一 点 ,D、EF 分 别 为 全 4BC 的 三 边 
BC、C4 、4B 所 在 直线 上 的 三 点 , 0D 关于 x BOC 的 等 角 线 交 BC 于 D' ,OF 关于 
你 C04 的 等 角 线 交 Ch 于 E' ,OF 关于 x 408B 的 等 角 线 交 48B 于 下 , 则 D'、E'、 
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庆 三 氮 共 线 的 充分 必要 条 件 DE、F 三 点 共 线 . 4 
证 明 ”如 图 要. 也 所 示 , 由 假设 ,大 BOD' = 
大 DOC, + DOC = BOD, + COF 
E04A, + E04 = + COE, + AOF = 
+ FOB, + F'OB = < AOF ,PhL 
sin £ BOD sin ¢ CO ， sin AOF’ -££ + 
sn DOC sin¢ EOA siny F'OB 
sn 区 DOC .sin + E04 sin ¢ FOB 图 B2.12 
sn BOD sin ¢ COE sin ¢ AOF 
于 是 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 
D’'E'.F 三 点 共 线 S06 : 4 : St = - 1o 


sn DOC .sn EOA sin FOB _ |) 
sin¥ BOD sin¢ COE sin A0OF ~ OO 


sn 玉 BOP sin ¢ COE sin + AOF __1 
sin ¥ DOC sin + E04 siny FOB 二 -全 


DD EF 三 点 共 线 
例 B2.10 设 0 为 个 4BC 所 在 平面 二 一 点 ,04 关于 x BPC 的 等 角 线 与 
BC 区 于 D,0B 关于 类 CP4 的 等 角 线 与 C4 交 于 E,0C 关于 x 4PB 的 等 角 线 
与 4B 交 于 下 , 则 4D 、BE 、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
证 明 如 图 B2.13,B2.14 所 示 , 由 假设 , x BOD = ¢ A0C, x DOC = 
* BOA, + COE = + BOA, + EOA = ¢ COB, + AOF = ¢ COB, + FOB - 
大 40C, 于 是 


sin ¢ BOD sin¢ COE sin AOF 
sin .DOC sin EO4A sin FOB ~ 


sin ¢ AOC sin + BOA sin ¢ COB 


sin ¥ BOA sin¢ COB sin ¢ AOC ~ ! 


故 由 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 ,4D 、BE .CF 三 线 共 点 或 互相 平行 . 


| 


F 


图 B2. 13 图 B2.14 


例 B2.11 设 公 4BC 与 全 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 0,D.EF 
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分 别 为 全 4BC 的 三 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 点 ,直线 0D 、OE .OF 分 别 交 公 4'B'C' 的 
三 边 BC'、C'h' 、4'B'( 所 在 直线 ) 于 及 、 忆 Fr、F"' .求证 :4D、BE、CF 三 线 共 点 的 
充分 必要 条 件 是 4'D' 、B'E' 、C'F" 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
证 明 如 图 B2.15 ~ B2.17 所 示 , 与 例 
B2.8 一 样 ,我 们 可 得 到 
sin ¢ B'OD’ sin C'OF ,Sn A'OF 
sn DOC sin EOA’ sin¢ FOB'’ ~ 
sin < BOD ,sin ££ COE .Sin ¢ AOF 
sin ¥ DOC sin ¢ E04 sin + FOB 
于 是 ,由 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 即 得 , 4D、 
BE、CF 二 线 共 点 或 互相 平行 
sin BOD sin ¢ COE . Sin ¢ AOF 1 
sin 大 DOC sinxyFO4 sin FOB 一 何 
sin BOD sin COF .sn AoOF | ] 
sin 丈 DOC' sin 4 FOA’' sin¢ FOB’ 全 
A'D'、B'E'、C'F" 二 线 共 点 或 互相 平行 . 
Fr" 


图 B2. 16 图 B2. 17 


例 B2.12 设 D、E、F 分 别 为 全 4BC 的 三 边 BC、Ch、4B 所 在 直线 上 的 三 
点 ,0 为 人 ABC 所 在 平面 上 一 点 , 0D 关于 x BOC 的 等 角 线 交 BC 于 D', OE 关 
于 了 CO4 的 等 角 线 交 CA 于 EF ,OF 关于 大 408 的 等 角 线 交 4B 于 F' , 则 4D、 
BE 、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 : 4D' 、BE' .CF' 三 线 共 点 或 互 
相 平 行 . 

证 明 如 图 B2.18 ~ B2.20 所 示 ， 因 
+ BOD'’ = DOC，y D'OC = ¢ BOD, 
COE' = + EO0A, + EF'04 = ¢ COE, 
A0F = ¢ FOB, + F'OB = ¢ AOF ,FL 


sin 4 BOD sin¢ COE sin AOF 
sm DOC sn FOA sin¢ FOB 
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sin + DOC sin ¢ E04 sin 4 FOB 
sin + BOD sin ¥ COE sin ¢ AOF 


于 是 ,由 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 即 
4D 、BE、CF 三 线 交 于 一 点 或 互相 平行 所 
sin x BOD sin COE sin «¢ AOF 1 


sin + DOC sin + EOA sin + FOB ~ 


sin + _ DOC ,Sin 区 EOA ,Sin 区 FOB ] 
sin BOD sin¢ COE sin x AOF 一 一 


sin 慷 BOD’ sin¢ COE sin AOF 1 
sn 大 DOC sing FOA sin¢ FOB 一 一 


AD' 、BFE'、CFP 三 线 共 点 或 互相 平行 . 


B3 大 显 身手 


当 我 们 将 一 些 三 点 共 线 或 三 线 共 点 问题 试图 用 Menelaus 定理 与 Ceva 定理 
的 角 元 形式 处 理 时 ,一 个 奇怪 的 现象 发 生 了 : 想 找 一 个 能 用 Menelaus 定理 的 第 
一 角 元 形式 或 Ceva 定理 的 第 二 角 元 形式 处 理 的 三 点 共 线 或 三 线 共 点 的 例子 似 
乎 “一 将 难 求 ”. 而 对 于 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 与 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 
形式 来 说 ,情形 完全 相反 ,它们 在 处 理 三 点 共 线 或 三 线 共 点 问题 这 方面 则 可 以 
比 哇 风云 ,大 显 号 手 . 

例 B3.1 设 A、.8、C、.D、E、F 是 一 加 上 六 点 .证 明 ;4D、BE、CF 三 线 共 点 


或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 9f + SP 。 FA = 1. 
证 明 ” 仅 对 图 B3.1 ~ B3.3 所 示 三 种 情形 
讨论 .不 难 知道 ,总 有 
sin AFEB sin CAD sin¢ ECF 
sin BEC sin DAE sin FCA 
sin A AEB sin 一 C4 sin A ECF 
sin 一 PFC sin LDAE sin FCA 
因而 我 们 只 知 对 无 向 角 讨 论 即 可 . 
设 圆 的 半径 为 R, 由 正 吾 定理 


>0 


AB = 2Rsin LAEB,BC = 2Rsin A BEC, CD = 2Rsin / CAD 
DE = 2Rsin LDAE, EF = 2Rsin A ECF, FA = 2Rsin 一 PFC4 
所 以 


AB CD .EF sin AEB sin CAD sin ECF 
sin A BEC sin /DAE sin FCA 


BC DE FA = 


因 D、E、B 是 全 4ACE 所 在 平面 上 的 三 点 ,于 是 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 
AB .CD .EF _ 1 sin AAEB .sin A CAD sin A ECF | 
BC DE FA ~ sin /BEC sin ADAE sin LFCA = 全 
sin + AEB . sn 大 CAD ， sin < ECF _] 
sin 大 BEC sin + DAE sin FCA - 仿 
AD 、BE 、CF 三 线 共 点 或 平行 . 


B3.2 图 B3.3 

我 们 将 例 B3.1 称 为 三 弦 共 点 定理 . 当 4BCDEF 是 一 个 圆 内 接 凸 六 边 形 时 ， 
三 纺 共 点 定理 是 1988 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ,也 是 1997 年 中 国 香港 队 选 拨 
考试 题 . 

由 三 弦 共 点 定理 可 以 简单 地 证 明 1997 年 举行 的 第 11 届 中 国 数学 奥林匹克 
的 一 道 平面 几何 试题 ( 例 8.6.9). 

设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 , 边 48B 与 DC 的 延长 线 交 于 点 P,4D 与 BC 的 延 
长 线 交 于 点 9. 由 点 0 作 该 圆 的 两 条 切线 OF .OP , 切 点 分 别 为 严正 .求证 :已 、 
EF 二 点 共 线 . 

事实 上 , 如 图 B3.4 所 示 , 由 人 ODP cn 
人 OFA,A 人 OCA ww 人 人 0DB,A 人 OCE WW 人 OFB， 
有 4 = D1 CA - ,所 - 全 .又 OF = 
OF ,所 以 

AF .DB .EC QF QD .OC _) 

FD CA BE ~ OD OC OE 

由 三 张 共 点 定理 ,4B 、FE 、DC 三 线 共 点 或 图 3 4 
平行 .但 48B 与 DC 交 于 点 P, 故 4B、FE、DC 共 | 
点 于 P, 也 就 是 说 ,PEF 三 点 共 线 . 
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例 B3.2 ”一 个 圆 和 和 人 4BC 的 三 边 BC 、C4 、48B 分 别 相 交 于 Di、D，,, Ei、E;， 
让、 下 .线段 万 局 和 FD, 交 于 点 上 ,线段 EF 和 DsE; 交 于 点 用, 线段 FD 
和 EF 交 于 点 NN. 证明 :4L、BM、CN 三 线 共 点 . (第 20 届 中 国 数学 奥林匹克 ， 
2005) 

证 明 ”如 图 B3.5 所 示 , 由 正弦 定理 

sin LBAL _ Pak sin LIE1A AL sm ZU824 _ FiD, 


sin LLF2A ~ AL ’sin ALIAC ~ LE’sin LLEA ~ DE, 


所 以 
sin ABAL sin /BAL smn 一 LEI4 sn 一 Po24 
sn /LAC ”sinL14 sin LLAC sin LLEWA 一 
L2 AL .FD FL Fb, 
AL LE DiE LE, DIE 
FL FD 


i FD! FID 
AID 入 ID \ Lf2t fF2 gy sinLBAL 22 .Libs 
X 1f2 2E1, PR ,TE - 万 万 ,因此 ,sin FraAC DE! DiE, 
同 理 


sin ASCBM D2aE! Diks sin /ACN EF EF, 
sin ~ MBA EsF,) Ei,F,’ sin NCB FD FD, 


于 是 4 


A 

sn BAL sin CBM sin¢ ACN A 

sn LAC sin + MBA sin + NCB ~ J IR 

sin ABAL sin LCBM sin LACN Cr 

sin 一 EL4C sin MB4 sin 一 NCB ~ CA 二 

7 e 

FD FiD; DoE) Dik, EF Ei F, x 
DE! DIE EF EF FD FiD, B DP Pp 


而 4L 与 BN 显然 相交 , 故 由 Ceva 定理 的 第 -- 角 
元 形式 , AL 、BM 、CN 三 线 共 点 . 

例 B3.3 设 A、B8、.C.D 是 一 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 . 分别 以 
AC 、BD 为 直径 的 圆 交 于 X 了 两 点 ,直线 XY 交 BC 于 点 Z,P 为 直线 XY 上 异 于 
2 的 一 点 ,直线 CP 与 以 4C 为 直径 的 圆 交 于 C、M 两 点 ,直线 BP 与 以 BD 为 直 
径 的 圆 交 于 B、N 两 点 .求证 : 4M .DN 、XY 三 线 " 
共 点 . (第 36 届 IMO,1995) 

证 明 如 图 B3.6 所 示 , 不 难 知 道 ， 
大 YAM + YCP, + NDY =¢ NBP, 
££ DYX = x YBC, + XY4 = x BC7. 又 显然 
A、Z、P.M 四 点 共 圆 ,P.Z、D.N 共 圆 , 所 以 
大 MAD = 4 CPY, x AND = x YPB ,因此 


图 B3.5 
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sn YAM sin + ADN si + DYX 
sin MAD sin + NDY sin + XYA ~ 


sin ££ YCP sin + YPB , sin £ YBC 
sn 大 (LpP sin¢ PBY sin ¢ BCY ~ 


sin BPY sin ¢ CBY sin ¢ PCY 
sin YPC sin ¢ YBP sin ¢ YCB 


考虑 公 PBC 与 点 了 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 


sn 到 BPY sin + CBY ,sin PCY 1 
sn 大 ypPC sn 大 op sin YCB ~ 


从 而 


Sin 赤 YAM sin + ADN sin DYX _) 
sn MAD sin + NDY sin ¢ XYA ~ 


于 是 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 4M 、XY、DN 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
又 点 已 异 于 2 ,所 以 点 型 异 于 4、C ,因而 直线 4M 与 XY 必 相 交 , 故 AM 、XY、DN 
三 线 共 点 . 

例 B3.4 设 妃 是 人 4BC 的 垂 心 , 忆 为 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 , 厂 是 以 PH 
为 直径 的 圆 , 4H、A4P 分 别 与 圆 矿 交 于 另 一 点 41、4,, BH、BP 分 别 与 圆 矿 交 于 另 
一 点 B1、B2, CH、CP 分 别 与 圆 卫 交 于 另 一 点 
Ci、C2. 求证 : 4142、B1B2、C1C 2 三 线 共 点 或 互 
相 平行 . (第 1 届 全 俄 几 何 奥林匹克 中 ,2005) 

证 明 如 图 B3.7 所 示 , 由 PH 为 圆 卫 的 直 
径 知 41P | 4H, 而 A1H | BC, 所 以 4P NA 
BC, 因 此 , + BAA1 = ByPAl = + PP4; = 
PBC, + 440 = 大 4iPC = 大 AIPC = 
BCP. 同 理 ， CiBB = PCc4， 图 B3.7 
大 BiB24 = 大 CAP, 4¥ AsCsC1 = 六 PAB, x C1iC;B, = x 4BP, 从 而 有 


sin 大 B,A,A) sin 人 CGC BB 。 sin 区 A C2» C1 
sin AiA2C» sin BiBsA, sin CC 有 


sin PBC sin PCA sin¢ PAB 
sn BCP sin CAP sin ABP ~ 


sn BAP sin ¢ CBP sin ¢ ACP 
sn 大 PAC snxy PBA sn PCB 
考虑 全 ABC 与 点 已, 由 Ceva 定理 的 第 一角 元 形式 


sin ¢ BAP sin ¢ CBP sin ¢ ACP ] 
sn 大 P4C sin PBA sin PCB 


QD 为 纪念 俄罗斯 著名 的 初等 几何 及 数学 教育 家 沙 雷 金 (H. 中 .Happrnn ,1937 一 2004) 而 设 . 
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于 是 
sin 天 BAsA! sin 天 C2B2B1 sin 区 42C2C1 
sin 4 4i42C> sin BiBsA, sin 大 CiC2p2 
故 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 4,4,， Bi B, 、CiC2 三 线 共 点 或 互相 平行 . 
例 B3.5 设 P 是 全 4BC 所 在 平面 上 一 点 (不 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 ) , 圆 卫 
过 点 了 P 且 分 别 与 直线 PA 、PB 、PC 交 于 另 一 点 D、E、F, 且 山本 分 别 与 人 PBC、 
人 PC4、 和 Ph4B 的 外 接 圆 交 于 男 一 点 L、M、N. 证 明 : DL、EM、FN 三 线 共 点 .( 罗 
马 尼 亚 国家 队 选 拔 考 试 ,2004) 
证 明 ”如 图 B3.8 所 示 , 设 加 了 的 圆心 为 
0, 全 PBC、 人 全 PCA、 全 PA4B 的 外 心 分 别 为 O01、 
02.03, 则 O001 | PL,0301! | PB,010, | 
PC, 所 以 , ¢ EDL = ¢ EPL = BPL = 
£ O0301:0, + LDF = LPF = LPC -= 
你 0010;. 同 理 ， FEM = 010;0,， 
+ MED = ¢ 00.03, + DFN = ¢ 0,030, 
类 NFE = 了 00301. 因 此 


sin ¢ EDL sin ¢ FEM sin DEN 
sn LDF sin MED sin NEE 
sn O3010 . sin 大 OQ1020 . sin + O030 
sin 大 OO0O10 sin 00,03 sin 大 00;30 
考虑 人 0,1003 与 点 0 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 
sn 大 OOO0O snx O01020 sn 区 02030 


sin + 0010， sin + 00203 sin ¢ O00301 = 


于 是 


sin 天 EDL sin ¢ FEM sin ¢ DEN 1 
sin LDF sin + MED sn 二 NFE ~ 


由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 , DL、EM 、FN 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

如 果 DL /EM /FN, 则 有 + MED + EDL = 0, 此 时 00;03 + 
类 03010 =0, 因 而 0、01、0; 三 点 在 一 直线 上 . 同 理 ,0、0,、0; 三 点 在 一 直线 
上 ,从 而 四 个 圆心 0、01、0,、0; 四 点 在 一 直线 上 .但 这 四 个 圆 有 一 个 公共 点 P， 
因而 它们 必然 还 有 男 一 个 公共 点 ,这 说 明 L、M、N 重合 于 一 点 ,于 是 点 已 在 
全 4hBC 的 外 接 圆 上 ,元 盾 . 故 DL、EM 、FN 三 线 共 点 . 

例 B3.6 在 四 边 形 4BCD 中 ,0 是 对 角 线 4C 与 BD 的 交点 ,一 条 直线 分 别 
与 4B、BC、CD 、D4 交 于 E、F、.G、H ,直线 08 OF .0G、OH 依次 交 CD 、D4、4B、 
BC 于 EF 、G 、H' ,求证 :EF 、G' 、H' 四 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 B3.9 所 示 , 设 BC 与 4D 交 于 KK, 因 .EF 为 全 KA4B 三 边 所 
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在 直线 上 的 共 线 三 点 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 
角 元 形式 
sin KOH sin ¢ AOE sin «+ BOF __ 1 
sin + HOA snEOP sin + FOK 
显然 , + KOH' = KOH, ¢ HOC =" 
+ HOA, 4 AOF = 大 COFE, + EOD = 
+ EOB, 4 DOF = 大 DOF, + FOK = 
二 FOK. 于 是 
sin AKOH sn 一 COF sin /DPOFW 
sin LHOC sin /EOD sin A FOK 一 
sin KOH sin ALCOE sin LDOF 
sn A HOC sin A EOD sin LFOK 
而 二 、E'、 扣 为 全 KCD 三 边 所 在 直线 上 的 点 ,再 由 Menelaus 定 理 的 第 二 角 元 形 
式 即 知 下 . 尼 、F"' 三 点 共 线 ; 同 理 , .EF 、G' 三 点 共 线 , 故 EF 、F'、G'、H' 四 点 
共 线 . 
本 题 是 已 故 平面 几何 大 师 梁 绍 鸿 先 生 所 著 《 初 等 数学 复习 及 研究 (平面 几 
何 部 分 ) 了 (北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1958) 中 习题 十 四 第 29 题 . 尚 强 先生 在 《4 平面 
几何 题解 (上 册 )》( 北 京 :中国 展望 出 版 社 ,1985) 中 给 出 的 证 明 用 了 Menelaus 定 
理 的 必要 性 5 次 , 相 比 之 下 ,这 里 的 证 明 则 简单 得 出 奇 . 
例 B3.7 设 P 为 全 4ABC 所 在 平面 上 一 点 ,过 点 PP 作 P4 的 冬 线 交 直 线 BC 
于 DD, 作 名 的 垂 线 交 直线 C4 于 E, 作 PC 的 垂 线 交 48 于 F. 求 证 :D、E、 下 共 线 . 
证 明 当 忆 在 人 4BC 的 某 边 所 在 直线 上 
时 ,结论 显然 ;下 设 点 已 不 在 全 4BC 三 边 所 在 
直线 上 . 如 图 B3. 10 所 示 , 因  BPD = 90? - 
+ APB, + DPC = .90 - CPA, +4 CPE = 
90P - z BPC, + EPA = %P - + APB, + APF = D 
90 - z CPA, ¢ FPB = 9%P - ¢ BPC, 所 以 


sin £ BPD sin ¢ CPE sin ¢ APF 
sin DPC sin ¢ EPA sin 大 pp 


] 


cos £ APB -cos BPC cos CPA __] 
— cos + CPA cos APB - cos BPC 


几何 变换 


与 几何 证 题 


故 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 D、.E、F 三 点 共 线 . 

例 B3.8 四边 形 4BCD 的 对 角 线 交 于 O ,在 直线 4C 上 取 一 点 E, 设 DE 交 
AB 于 F,FO 交 CD 于 G,BGC 交 CO 于 H,BE 交 AD 于 1,DH 交 BC 于 J ,文明 ;17、 
0 、J 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 B3.11 所 示 , 考 虑 全 ECD 与 截 线 OGF ,由 Menelaus 定理 的 第 二 


508 


Geometric transformation and their applications 


角 元 形式 


sin £ CBG sin + DBF sin ¢ EBO __ 1 
sin 大 GBD sin FBE sin + OBC 


但 CBG =- HBJ, + GBD =-y OBH, + DBF = -+ ABO, + FBE = 
-1BA, + EBO = -+ DBI, ¢ OBC = -4+ JB8D, 所 以 


sin ¢ DBI sin 4 ABO sn HBJT 
sin BA sin OBH sin¢ JBD 


sin + HBJ ， sin ABO ,Sin 芍 DBI __1 
sn OBH sin IBA sin¢ JBD 


于 是 ,再 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 1 .0、J 三 点 共 线 . 

例 B3.9 设 四 边 形 4BCD 的 边 4B 与 CD 所 在 直线 交 于 E,BC 与 4D 所 在 
直线 交 于 ,0 是 4BCD 内 一 点 , 且 了 40B + COD = 180P. 求 证 :人 BOE = 
LFOD. 

证 明 ”我 们 证 明 当 OE 关于 BOD 的 等 角 线 与 4D 交 于 点 下 时 ,B.C、F 
三 点 共 线 . 

如 图 B3.12 所 示 , 由 40B + COD = 180, 人 BOE = FOD 知 
£ EOC = 4 FOA.X ¢ DOF = -4+ BOE, 所 以 


sin ¢ AOB sin EOC sin ¢ DOF | 
sin ¥ BOE sin¢ COD sing FOA YY 


于 是 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 B、P、F 三 点 共 线 . 


B J C 
图 B3.11 图 B3. 12 


例 B3.10 设 E、F 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 BC、CD 所 在 直线 上 的 点 , BF 
与 DE 交 于 点 P. 求 证 :如 果 4P、4C 是 人 BAD 的 两 条 等 角 线 , 则 4E、AF 也 是 
攻 BAD 的 两 条 等 角 线 . 

证 明 我们 只 需 证 明 : 当 4E 关于 人 B4D 的 等 角 线 与 CD 交 于 点 下 时 ,已 、 
P、F 共 线 即 可 . 

如 图 B3.13,B3.14 所 示 , 因 yx AD =- E4B, + DAP = -+ BAC, 
+ PAE = -+ CAF, 所 以 


sn EAB sin C4F sin DAP 1 
sin BAC sin FAD sin PAE ~ 


于 是 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 B、P、F 三 点 共 线 . 
当 4C 平分 人 BAD 时 , 且 E、F 分别 在 边 8C、CD 上 时 ,本 题 即 1999 年 全 国 
高 中 数学 联赛 加 试 的 平面 几何 题 (命题 4.2.2 或 例 5.2.4). 


图 B3. 13 图 B3.14 


这 两 例 说 明 ,如 果 一 个 问题 的 已 知 条 件 中 有 集中 在 一 个 顶点 的 角 的 关系 ， 
则 我 们 应 设法 将 其 转化 为 三 点 共 线 问题 ,然后 考虑 用 Menelaus 定 理 的 第 二 角 元 
形式 去 解决 . 

下 面 两 个 例子 说 明 ,将 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 与 Ceva 定理 的 第 一 
角 元 形式 绪 合 使 用 可 以 简捷 地 处 理 某 些 点 共 线 与 线 共 点 共存 一 体 的 问题 . 

例 B3.11 圆 内 三 纺 4D、BE、CF 交 于 一 点 0,P 为 圆周 上 一 点 ,直线 PD、 
PE、PF 分 别 交 直 线 BC 、C4 、4B 于 上 、M、N. 求 证 :0 、L、M、N 四 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 B3.15 所 示 , 因 4D、BE、CF 交 于 一 点 0, 由 Ceva 定 理 的 第 一 角 
元 形式 


sin BAD sin¢ CBE sin ACF ] 
sin DAC sin EBA sin FCB 


+ BPL = + BPD = BAD, 4¢ LPC = + DAC, + CPM = CBE, 
+ MPA = + EBA, + APN = + ACF, + NPB = FCB ,所 以 


sin BPL sin + CPM sin ¢ APN 
sin LPC sin + MPA sin + NPB 


~- sin BAD sin CBE sin ACF ] 
sin + DAC sin EBA sin FCB 


由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 地.M 、N 三 点 共 线 . 

再 考虑 圆 内 接 六 边 形 ABEPFC ,由 Pascal 定理 即 知 M、0O、N 三 点 共 线 , 故 
0O、L、M、N 四 点 共 线 . 

例 B3.12 设 恕 是 和 人 48BC 的 重心, MAN 分 别 为 BC、C4 、 4B 所 在 直线 上 
的 点 ,分 别 过 4、.B、C 作 下、 ME 的 垂 线 4X、BY、CZ .求证 :AX、BY、CZ 共 点 
或 互相 平行 的 充分 必要 条 件 是 上 、M、N 共 线 . 且 若 4X、BY、CZ 交 于 一 点 P 时 ， 
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MN | PH. 

证 明 ”如 图 B3.16 所 示 , 设 A、B、C 在 其 对 边 上 的 射影 分 别 为 D、E、F,X、 
Y、Z 就 是 垂 足 . 因 针 .4A 、H、E 四 点 共 圆 ,XH、4、F 四 点 共 圆 ,所 以 «x CAX = 
£ EHX = ¢ BHL, + XAB = ¢ FHX = -+ CHL. 同 理 , x ABY = 大 CHM, 
YBC = -+ AHM, ¢ BCZ = -+ NHA, + ZCA4 = x NHB ,这 样 便 有 


sin ¢ CAX sin ABY sin ¢ BLZ 
sin XAB sin YBC sin ZCA 


sn BHL sin ¢ CHM sin < AHN 
sn LHC sin ¢ MHA sin ¢ NHB 


图 B3. 15 B3. 16 


于 是 ,由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 及 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 得 


sin A BHL .sin 人 CHM .sin /AHN 
LAMN 共 线 » i TTIHC ' sin PMHA ' sin SNHB = ~ 1 


sin A CAX sin ABY .sin BCZ _ 1 
sn A XAB sin LYBC sin 人 ZC4 = 全 


4X 、BY、CZ 共 点 或 互相 平行 
当 4X、BY、CZ 交 于 一 点 已 时 ,注意 中 .了 天、 四 点 共 圆 , B.C、E、F 四 点 
共 圆 , C、Z、F、N 四 点 共 圆 ,所 以 
HY: HM = HB-. HE = HC.: HF = HZ. HN 
因此 , MN、Y、Z 四 点 共 圆 ,从 而 人 HNM = 人 ZYH. 又 显然 HH.P、Y、Z 四 点 共 
圆 , 所 以 人 ZYH = 人 2ZPH, 这 说 明 人 HNM = 人 ZPH. 于 是 , 设 直 线 PH 与 MN 交 
于 尺 , 则 KN、P、Z 四 点 共 圆 ,所 以 人 人 NKH = HZP = 90°, 即 MN | PH. 


B4 再 显 神威 


平面 几何 中 的 大 多 数 著名 定理 都 是 有 一 定 难 度 的 ,而 且 有 的 还 难度 不 小 . 
但 令 人 意 想 不 到 的 是 ,有 一 批 结论 是 三 点 共 线 或 三 线 共 点 的 颇 有 难度 的 著名 定 
理 都 可 以 用 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 或 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 得 到 异 
常 简捷 的 证 明 ,充分 显示 了 Ceva 定理 的 第 - 角 元 形式 与 Menelaus 定理 的 第 二 
角 元 形式 的 神奇 功能 . 
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例 B4.1( 正 交 三 角形 定理 ) 设 人 48C 的 各 顶点 到 和 人 4'B'C' 的 对 应 顶点 
的 对 边 的 三 垂 线 共 点 , 则 从 全 4'B'C' 的 各 顶点 到 全 4BC 的 对 应 顶点 的 对 边 的 
三 垂 线 也 共 点 . 
证 明 ”如 图 B4.1 所 示 , 设 公 4BC 的 各 顶点 到 公 4’B'C' 的 对 应 顶点 的 对 边 
的 三 牌 线 共 点 于 P, 合 4'B'C' 的 各 顶点 到 全 ABC 的 对 应 顶点 的 对 边 的 三 垂 线 
分 别 为 4'D、B'E 、C'F(DD、E、 开 为 垂 足 ) .考虑 人 4BC 与 点 已 ,由 Ceva 定理 的 第 
一 角 元 形式 
sn 天 CAP sin x ABP sin ¢ BCP _ 1 
sn 大 PP sin + PBC sin + PC4 
男 一 方面 , 因 4'D | BC,A'B' | PC,C4 | PB, 所以, B'A'D = 
大 PCB, + DA'C’ = 4 PBC. 同 理 , yy C'B'E = + PAC, ¢ EB'A' = + PC4， 
ACF = ¢ PBA, + FC'B'’ = + Ph4B, 所 以 
sin BA'D ,SnLCBE sntACF 
sin 大 DA'C' sinz EB'A’ sing FC'B'’ ~ 
sin ¢ PCB sin 4 PAC sin PBA 
sin PBC sin + PCA sin < PAB ~ 


sin CAP sin + ABP ,sin BCP 1 
sin PAB snxyPpCO sn 二 PC4 


于 是 ,再 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 ,A'D、B'E、C'F 三 线 共 点 或 互相 平 
行 .但 4D 六 BE( 因 A4'D | BC,B'E |] C4), 故 A4'D、B'E、C'F 三 线 交 于 一 点 
0. 

像 例 B4. 1 这 样 的 两 个 全 4BC 与 全 4'B'C' 称 为 两 个 正 交 三 角形 . 

例 B4.2(Steinbart 定理 )” 设 全 ABC 的 内 切 圆 分 别 切 边 BC、Ch 、4B 于 DD、 


E、F,P、O、R 分别 为 EF .FD 上 的 点 , 则 4P、BO 、CR 三 线 共 点 的 充分 必要 条 件 
是 DP、EQ、FR 三 线 共 点 . 
证 明 如 图 B4.2 所 示 , 考 虑 全 AFE 和 点 已 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 


sn 区 4P sin EFP sin ¢ AEP ] 
sin PAE sin + PFA sin PEF 


但 文 EFP = AEP = EDP, + PEF = + PFA = ¢ PDF, 所 以 


sin FAP sin ¢ PDF 
sn PAE sin ¢ EDP 


同 理 
sin DBO sin + QED sin ¢ ECR sin + RFE 
sin ¥ QBF sn FED 'sin 4£ RCD ~ sim + DFR 
三 式 相 乘 ,得 


sn 一 Ah4P sin LDBO sin ALECR 
sin APAE sin LOBF sin A RCD 一 


几何 变换 


与 几何 证 题 51< 
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(sm APDF sin 一 OFD sin SREE) 
sin LEDP sin LFEQ sin LDFR 
又 因 P.O .RR 分别 为 EF、FD 、DE 上 的 点 ,所 以 


sin £ PDF sin ¢ OED sin ¢ RFE 、0 
sin 大 EDP sn 大 FLO sin 4 DFR 


于 是 4P 、BQ 、CR 三 线 共 点 cs 


sin + FAP sin ¢ DBO sin ECR 
sn PAE sn 大 OBF sin ££ RCD 


sin ¢ PDF sin ED .sin RFE | 
sin EDP sin¢ FEO sin¢ DFR YY 何 


DX、EY .FZ 三 线 共 点 


1 


1 


图 B4.1 


例 B4.3(Jacobi 定理 ) 设 D.E、F 是 个 ABC 所 在 平面 上 的 三 点 , 且 hE 与 
AF 、BF 与 BD、CD 与 CE 分 别 是 人 A、 人 人 B、 作 C 的 两 条 等 角 线 , 则 4D、BE、CF 三 
线 共 点 或 平行 . 

证 明 如 图 B4.3,B4.4 所 示 , 设 4.B8、C 表示 全 4BC 的 相应 内 角 ， 
+ FAB = +4 CAE = a, 4 DBC = + ABF = 8B, + ECA = x BCD = 7y. 考 虑 
从 ABC 与 点 D ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 ,有 


sin 4 BAD sin ¢ CBD sin ¢ ACD ] 
sin DAC sin + DBA sin x DCB 


注意 x CBD = -B,DCB=-Y, DBA= B+B, ACD= C+Y, 
由 此 可 得 
sn BAD siny sin(B+ 8) 
sn DAC ~ sin 8 sin(C + 7) 
同 理 
sn CBE sina sin(C +7)Y) sn ACF sinB , sn(A +a) 
sn EBA ~ siny sin(A +a)'sin FCB ~ sina sin(B + B) 
三 式 相 乘 ,得 
sin £ BAD sin ¢ CBE sin + ACF _ 1 
sin DAC sin EBA sin FCB 
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故 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 4D 、BE 、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 . 


图 B4.3 图 B4.4 

例 B4.4(Pascal 定理 ) 圆 内 接 六 边 形 的 三 组 对 边 ( 所 在 直线 ) 的 交点 共 
线 . 

证 明 ”如 图 B4.5,B4.6 所 示 , 设 圆 内 接 六 边 形 为 4BCDEF ,直线 4B 与 DE 
交 于 P,BC 与 EF 交 于 OQ,CD 与 Ff4 交 于 R. 因 ¢ DCB = x DAB, BCF = 
大 BAF, + FRP = + ARP, +¢ PRC = + PRD, + CFE = + RDE, ¢ EFR = 
人 EDA, 所 以 

sn DCB si FRP Sin CFE 
sin BCF sin PRC sin + EFA ~ 
sn £ DAB sin + ARP , Sin « RDE 
sin £ BAF sin PRD sin + EDA 
考虑 人 4D0 和 点 P, 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 
sin £ DAB sin 天 AQOP sin DE 
sin BAF sin POD sin + EDA ” 
所 以 
sin DCB sin OF sm CEE | 
sn 天 EC sin ¢ POC sin EFA 
而 BC 与 FE 相交 于 点 0Q ,由 Ceva 定 理 的 第 一 角 元 形式 , BC、FE、RP 三 线 共 点 于 
0. 故 P.O、R 三 点 共 线 . 
A 


图 B4.5 图 B4.6 
例 B4.5(Pappus 定理 ) ” 设 A、C、E 是 一 条 直线 上 的 三 点 ,8、D、F 是 另 一 
条 直线 上 的 三 点 .直线 4B 与 DE 交 于 L, CD 与 4F 交 于 和 M, EF 与 BC 交 于 NWN, 则 
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5 1MW、N 三 点 共 线 . 
证 明 如 图 B4.7,B4.8 所 示 , 连 A4D、CF、PR. 对 公 ADR 和 点 P 用 Ceva 定 
理 的 第 一 角 元 形式 ,并 注意 分 角 线 定理 ,有 
sin 琅 DAB sin CDE sin + ARP _ 1 
sn 大 BAF sin + EDA sin ¢ PRD 
4D sinx DAB DB CD sin¢ DCB 


AF sin BAF ~ BF ™ CF ' sin ¢ BCF 


DC .sin CDE CE FC sin CFE 
DA sinz EDA EA FA sin¢ EFA 


图 B4.7 


XX FRP = 4RP, x PRC = x PRD. 于 是 


sin DCB sin ¢ CFEE sin ¢ FRP 
sn 大 BC sin ¢ EFA sin yy PRC 


CF AD sin DAB FA DC sin CDE sin¢ ARP 
CD AF sin¢ BAF FC DA sin EDA sny PRD 


sin + DAB , Sin £ CDE sin ARP 1 
sin BAF sin EDA sin PRD 


再 由 Ceva 定 理 的 角 元 形式 即 知 , CB、FE、RP 三 线 共 点 或 平行 .但 BC 与 FE 
相交 于 点 0 ,所 以 CB 、FE、RP 三 线 共 点 于 0Q. 故 LM、N 三 点 共 线 . 

尚 强 先 生 在 《平面 几何 题解 (上 册 )》( 北 京 :中 国 展望 出 版 社 ,1985) 中 给 出 
的 Pappus 定 理 的 证 明 也 用 了 Menelaus 定 理 的 必要 性 5 次 ,而 这 里 用 Ceva 定 理 的 
第 一 角 元 形式 给 出 的 证 法 则 大 大 地 缩短 了 其 证 明 过 程 . 

例 B4.6(Maclaurin 定理 ) ” 设 4、8、C.D 内 接 于 圆 厂 上 四 点 , 则 圆 荆 在 A、 
8B 两 点 的 切线 的 交点 ,C、D 两 点 的 切线 的 交点 ,4C 与 BD 的 交点 ,BC 与 4D 的 交 
点 , 凡 四 点 共 线 . 

证 明 如 图 B4.9,B4.10 所 示 , 设 圆 卫 在 4,B8 两 点 的 切线 交 于 点 E,C、D 
两 点 的 切线 交 于 点 下 , 4C 与 BD 交 于 点 P, BC 与 4D 交 于 点 0. 考 虑 人 4BP 和 点 
五, 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 ,并 注意 x BAE = 大 FEB4, 有 


sin APE sin PBE sin APE sin ¢ PBE sin ¢ BAE _ 1 
sn EPB sin 坟 FE4P osin + EPB sin + EBA sin EAP 
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XCPE = + APE, ¢ EPD = ¢ EPB, * PDF = -+ PBE,Y FCP = 


-EAP, + DCF = FDC, 所 以 
sin ¢ CPE sin ¢ PDF ,Sin DCF sin ¢ EPA , Sin ¢ PBE | 
sn EPD sn 大 FDC sinxFP ~ sin¢ BPE sin 类 EAP 
再 由 用 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 即 知 PE 、DF、CF 三 线 共 点 ,所 以 E.P.F 三 


凡 共 线 ; 同 理 ,E、0 、F 三 点 共 线 . 故 E、F、P、0 四 点 共 线 . 


B4.9 
由 Maclaurin 定理 立即 可 得 Newton 定理 . 
Newton 定理 ”网 外 切 四 边 形 对 边 切 点 的 连 线 及 两 对 角 线 , 凡 四 线 共 点 . 
事实 上 ,如 图 B4.11 所 示 , 设 圆 外 切 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC、CD 、D4 分 
别 与 圆 切 于 E、F、G、H,EG 与 FH 交 于 点 P, 则 由 Maclaurin 定 理 ,A4、P.C 三 点 共 


线 ,B、P.D 三 点 共 线 . 故 ECG ,FH 4C、5D 四 线 共 点 . 
圆 外 切 六 边 形 三 组 对 顶点 的 连 线 交 于 一 点 . 


例 B4.7(Brianchon 定理 ) 
证 明 如 图 B4.12 所 示 , 设 4BCDEF 是 一 个 圆 外 切 六 边 形 , 边 AB、BC、 
CD、DE 、EF、Fh 分 别 与 贺 切 于 点 P、O、R、S、T、U. 由 Newton 定理 , AD 、PS、UR 


六 于 一 点 人 , UR、FC、QT 交 于 一 点 上 , OT、BE、RS 交 于 一 点 人 M. 
考虑 人 KPI 与 点 4 ,由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 


sin UKA sin «x KPA sin ¢ PUA _ 1 
sin AKP sin ¢ APU sin yy AUK ~ 


但 x APU = x PUA, 所 以 
sin + UKA _ sin 玉 AUK 


sn AKP sn 天 P4 


sin LC sin COL sin SME sin + ESM 
sin ¢ CLR sin 4 LRC sin ¢ EMT ~ sin ¢ MTE 


而 «AUK = + LRC, #4 COL = + MTE, + ESM = + KPh ,因此 


sin x LKD sin ¢ MLF sin + KMB _ 
sn DKS sn FLK sn BML ~ 
sin ¢ AUK sin CCL .sn ESM _ 1] 
sin ££ KPA sn 大 ZRCO sin ¢ MTE ~ 


同 理 
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再 由 Ceva 定理 的 第 一 角 元 形式 , KP .LF .MB 三 线 共 点 或 平行 . 即 AD、BE、CF 
三 线 共 点 或 平行 .但 4D、BE、CF 是 圆 外 切 六 边 形 的 三 条 对 角 线 , 故 4D 、BE、 
CF 三 线 共 点 . 


4 


图 B4.11 图 B4.12 


例 4.8(Droz - Farny 定理 ) 设 上 HH 是 公 ABC 的 重心 ,过 瑟 作 两 条 互相 垂直 
的 直线 ,其 中 一 条 与 直线 BC、C4 、48B 分 别 交 于 Di、El、Fi, 男 一 条 与 直线 BC、 
CA、4B 分 别 交 于 D2，、E2、 忆 ,线段 D1D;、E1E2、Fi 的 中 点 分 别 为 L、M、N, 则 
L、M、N 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 B4.13 所 示 , 以 4、.B.C 表示 全 4BC 的 相应 内 和 角 , 设 
庆 F2D2B = 0. 因 工 是 Rt 全 HD1D; 的 斜 边 DiD; 的 中 点 ,所 以 x LHD, = 0， 
+ FLDI =20, 而 4 CBH = 90 - C, 因 此 

BHL = 1809 -20-(9%p-C)=9%p-206+0C 
再 由 x BHC = 180? - 4, 得 
££ LHC = + BHC -+ BHL= 0F+20-A-C= B+20- 9 

同样 ,由 WN 分别 为 E1E2、FiFz 的 中 点 , ME2H = C -9,4 HFA = 
B+0, ACH = + HBA = 9 - A, + CHA = 180P - B, + AHB = 180P -CC 
可 得 


+ CHM =- 90 -20+C-B, 4 MHA=%0+20-C 
+ AHN = 90F -20-B, 4 NHB=%0+20+B-C 


于 是 
sin LABHL sin LCHM sin AHN 
sin 一 PC sin /MHA sin A NHB ~ 


sin(90P ~- 20 + C) sin(9P - 20+ C-B) sin(90° ~ 20 - B) 和 
sin(B + 20 -90p) sin(90P + 20 ~- C) sin(90p + 20 + B-C) 


cos(C - 20) cos(206 + B-C). cos(20 + B) __1 
~ cos(B + 20) cos(20 - C) cos(20 +B-C) 


故 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 LM 、N 三 点 共 线 . 
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B DI CL 万: 
图 B4.13 图 B4.14 


例 B4.9( 清宫 定理 ) 设 P.O 是 人 4BC 的 外 接 圆 上 两 点 ,4 、B' 、C' 分 别 
为 0 关于 BC 、C4 、48B 的 对 称 点 , 则 P4’ 与 BC 的 交点 D、PB' 与 C4 的 交点 PC 
与 48 的 交点 下 共 线 . 
证 明 ”如 图 B4.14 所 示 , 当 点 忆 为 全 4BC 的 某 个 顶点 时 ,结论 是 显然 成 立 
的 ;下 设 点 了 不 是 人 4BC 的 任何 顶点 .由 假设 易 知 ,4'B = 0B,4'C = 0C. 于 是 
由 正弦 定理 ,有 
sn 区 BOD AB .sin ABP 0OB snx4BP 
sn 大 DPC 4C sin Ph ~ QC sin 大 PCA’ 
同 理 
sn CPE QC sn 广 有 CP sin APF 0O4 sin¢ C4P 


sn EPA 0O4 sin + PhAB’’sin + FPB ~ QB ' sin ¢ PBC' 

三 式 相 乘 ,得 

sin £ BPD sin 康 CPE sin ¢ APF 

sn 大 DPC sin ¢ EPA sin¢ FPB ~ 

sn ABP sm BCP sing CAP 

sin ¢ PCA’ sin + PA4AB’ sin ¢ PBC' 

又 大 4B0=2xCBO =27 CA0 = 有 Bh40, x QBP -x 04P, 所 以 ， 

A'BP = B'AP =-+ PAB'. 同 理 , ¢ B'CP =-+4 PBC', ¢ C'AP = 
-< 丸 PCA'. 于 是 


Si 区 BPD .sn CPE sin 4 APF __1 
sn 大 DPC sn 大 EpF4 sin FPB 


故 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 D、E、F 三 点 共 线 . 

例 B4.10( 他 拿 定理 ) 设 P、0 是 关于 公 4BC 的 外 接 圆 的 一 对 互 反 点 ,4 、 
B'、C' 分 别 为 点 0 关于 BC 、CA、4B 的 对 称 点 , P4' 与 BC 的 交 于 点 D, PB' 与 Ch 
的 交 于 点 五 ,PC' 与 4B 的 交 于 点 下, 则 D、E、F 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 B4.15,B4.16 所 示 , 设 公 4BC 的 外 心 为 0,OP 交 其 外 接 圆 于 
R. 连 4B'、AC’ 、BC' 、BA’' 、PA 、PB .PC 、04 .0B、QC、RA、RB、RC. 同 例 B4.9 类 
似 ,我 们 有 
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sin 区 BPD sin¢ CPE sin APF 
sin 大 DPC sin EPA sin ¢ FPB 


sn ABP sin¢ BCP sin¢ CAP 


sn + PCA’ sin ¢ PAB’ sin ¢ PBC’ 


图 B4. 15 图 B4.16 


因 P、0 关于 全 4BC 的 外 接 圆 互 为 反 点 ,所 以 , 08B* = 0P， 00, 于 是 ， 
人 OBO AOPB, PW + 0BO = OPB. 又 x OBR = xz 0RB, 因此 ， 
大 RBQ = + PBR. 再 因 4'、0 关于 BC 对 称 , 所 以 x 0BA' = 2 x 0BD ,从 而 
大 PBA' =2 + RBC. 同 理 , x P4B' = 2 Rh4C. 但 yx RAC = RBC, 所 以 ， 
+ PAB' = + PBA’ = -+ A’'BP. 同 理 , y PBC' =-¢ B'CP, + PC4' = 
-大 C'4P, 于 是 
sin 广 BPD .sin CEP .sin¢ APF _ | 
sin ¢ DPC sin + EPA sin < FPB 
故 由 Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 即 知 D、E、F 三 点 共 线 . 
最 后 我 们 指出 ,由 Menelaus 定理 (Ceva 定理 ) 与 其 角 元 形式 的 等 价 性 可 知 ， 
凡 能 用 Menelaus 定理 (Ceva 定理 ) 处 理 的 有 关 三 点 共 线 (三 线 共 点 ) 问题 , 几 可 
以 用 其 角 元 形式 处 理 , 反 之 亦 真 .实际 上 ,它们 只 不 过 是 同一 定理 的 几 种 不 同 的 
表现 形式 而 已 .这 几 种 不 同 的 形式 相辅相成 , 互 为 补充 . 当 我 们 用 来 处 理 三 点 共 
线 或 三 线 共 点 问题 时 究竟 应 该 选取 哪 种 形式 要 根据 具体 问题 而 定 ,不 可 偏 废 . 
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参考 解答 


习题 1 


1. 证 明定 理 1.2.2, 推论 1.2.1, 推论 1.2.2, 定理 1.4.2 (2), 定理 1.5.2. 

定理 1.2.2 合同 变换 的 逆 变 换 也 是 合同 变换 ;两 个 合同 变换 之 积 也 是 合 

证 明 设 广 ' 是 平面 x 的 合同 变换 f 的 逆 变 换 , 对 平面 x 上 任意 两 点 4'、 
B', 设 4.B' 一 全 > 4.B, 则 4、.B8 一 全 >A4'、B'. 而 /是 平面 x 的 合同 变换 ,所 
以 ,4A:B'， = AB, 改 瑟 为 4B = 4'B' , 即 知 广 ! 也 是 平面 x 的 合同 变换 . 故 合同 变 
换 的 道 变换 也 是 合同 变换 . 

再 设 f、g 是 平面 x 的 两 个 合同 变换 ,gp = g。f. 对 平面 x 上 的 任意 两 点 4、 
B, 设 4.B 一 > h"、B', 则 存在 平面 x 上 的 两 点 4'、B' ,使 得 4、B / A'、 


B' 一 一 如、B". 因 fg 都 是 平面 r 的 合同 变换 ,所 以 4B' = 4B,4"B”= 
4'B' ,因此 ,4"B = 4B. 故 vw% 也 是 平面 x 的 合同 变换 .这 就 证 明了 两 个 合同 变换 
之 积 也 是 合同 变换 . 

推论 1.2.1 在 合同 变换 下 ,直线 的 像 是 直线 ;射线 的 像 是 射线 ;线段 的 像 
是 与 之 相等 的 线段 ,是 线段 的 中 点 的 像 是 像 线段 的 中 点 . 

证 明 第 一 个 结论 在 书 中 已 给 出 证 明 . 我 们 证 明 后 两 个 结论 . 

先 证 在 合同 变换 下 ,射线 的 像 是 射线 . 

事实 上 , 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,04 是 平面 x 上 的 一 条 以 0 为 端点 
的 一 条 射线 , 0、4 一 > 0' .4'. 设 PP 是 射线 04 上 异 于 0.4 的 任意 一 点 , 设 
P 一 全 > P', 则 由 定理 1.2.3, 点 P' 在 直线 0'4' 上 且 如 果 P 在 0、4 之 闻 , 则 P 
在 0' .A' 之 间 ; 如 果 4 在 0.P 之 间 , 则 4' 在 0'.、P' 之 间 . 总 之 ,P 在 射线 0'4' 上 . 

反之 ,对 于 射线 0'4' 上 异 于 0 .4' 的 任意 一 点 0' ,考虑 了 的 道 变换 广 ! ,由 
定理 1.2.2. 广 ! 也 是 平面 r 的 -- 个 合同 变换 , 日 0'.4' 一 一 0.4. 设 


Q' 一 个 ~ 0, 则 重复 刚才 的 讨论 可 知 ,0 在 射线 04 上 , 生 0 一 全 0". 
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综 上 所 述 ,合同 变换 /将 射线 04 变 为 射线 0'4'. 

再 证 在 合同 变换 下 ,线段 的 像 是 与 之 相等 的 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 像 
线段 的 中 点 . 

事实 上 , 设 /是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,48 是 平面 x 上 的 一 条 线段 ,4、 


B 一 > 4'、B' .对 线段 4B 上 任意 一 点 P, 设 P 一 全 > P', 则 由 定理 1.2.3, 点 
P' 在 直线 4'B 上 . 因 点 P 在 4 有 之 间 , 所 以 ,点 已 在 4 8 之 间 , 即 点 P' 在 线 
段 4'B' 上 . 

有 反之 ,对 于 线段 4'8' 上 的 任意 一 点 0' ,考虑 f 的 逆 变 换 广 !, 由 定理 1.2.2， 
广 ! 也 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 , 且 A'、B' 一 人 >A.B. 设 0' 一 人 > 0, 则 重复 


刚才 的 讨论 可 知 ,0 在 线段 48 上 , 且 0 一 全 > 0'. 
综 上 所 述 ,合同 变换 /将 线段 4B 变 为 线段 4'B'. 由 于 /是 合同 变换 ,所 以 


A'B' = 4B. 再 设 M 是 线段 4B 的 中 点 ,村 一 人 >, 则 MM 在 4'B 上 ,县 
A'M' = AM = MB = M'B' ,所 以 M' 是 线段 4'8' 的 中 点 .这 就 是 说 ,在 合同 变换 
下 ,线段 的 像 是 与 之 相等 的 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 像 线段 的 中 点 . 

推论 1.2.2 在 合同 变换 下 ,两 正 交 (垂直 ) 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ;两 
平行 直线 的 像 仍 是 两 平行 直线 , 且 两 平行 直线 之 间 的 距离 保持 不 变 . 

证 明 ”由 定理 1.2.4, 合 同 变换 保持 两 直线 的 夹 角 大 小 不 变 ,因此 ,在 合同 
变换 下 ,两 正 交 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ; 设 f 是 平面 + 的 一 个 合同 变换 ,ab 


是 平面 r 上 的 两 条 平行 直线 ,a .4 一 一 ~a ,由 推论 1.2.1,o 5 仍 是 平面 x 
上 的 两 条 直线 .如 果 a’、b' 有 公共 点 忆 ,考虑 了 的 道 变换 广 : ,由 定理 1.2.2, 广 ! 


也 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,日 @' 、&% 广 a.b. 设 P 六 P, 因 为 P' 既 
在 直线 a 上 ,也 在 直线 六 上 ,所 以 点 已 既 在 直线 c 上 ,也 在 直线 b 上 , 即 直 线 至 
少 有 一 个 公共 点 ,这 与 a /6b 矛盾 .这 个 矛盾 说 明 直 线 a'、b' 也 无 公共 点 . 故 
a' Vi .再 作 两 平行 线 之 间 的 垂 线段 即 可 知道 两 平行 直线 之 间 的 距离 保持 不 

定理 1.4.2 (2) 任意 一 个 旋转 变换 都 可 以 表示 为 两 个 轴 反 射 变换 之 积 ， 
两 条 反射 轴 皆 过 旋转 中 心 ,第 一 条 反射 轴 到 第 二 条 反射 轴 的 交角 等 于 旋转 角 的 
一 半 , 且 其 中 一 条 反射 轴 可 以 在 过 旋转 中 心 的 直线 中 任意 选取 . 

证 明 设 R(0,0) 是 平面 7 的 一 个 旋转 变换 ,过 旋转 中 心 0 任 取 两 条 直 


线 由 4, 使 1 到 1， 的 交角 等 于 , 则 由 定理 1.4.1(3) 即 知 SCL)S(4) = R(O,， 


0). 夏 R(O,09) 是 两 个 轴 反 射 变换 之 积 , 且 其 中 一 条 反射 轴 可 以 在 过 旋转 中 心 
的 直线 中 任意 选取 ， 
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定理 1.5.2 有 限 图 形 不 可 能 是 滑动 向 量 非 零 的 滑动 反射 变换 的 不 变 图 
形 . 

证 明 如果 平 面 x 上 的 一 个 有 限 图 形 是 滑动 反射 变换 G(l,y)(v 之 0) 的 
不 变 图 形 , 则 由 定理 1.2.7 知 ,G(1,v) 至 少 有 一 个 不 动 点 .但 滑动 向 量 ”0 
时 ,滑动 反射 变换 G(1,y) 没有 不 动 点 .因此 ,滑动 向 量 非 零 的 滑动 反射 变换 没 
有 有 限 的 不 变 图 形 . 


2. 证 明 : 如 果 平 面 x 的 一 个 变换 使 得 平面 上 的 任意 一 条 直线 都 是 不 变 直 
线 , 则 这 个 变换 是 恒 等 变 换 . 
证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 使 得 平面 x 上 任 
意 一 条 直线 都 是 不 变 直 线 的 变换 . 如 图 1.1 所 示 ， a 
对 平面 x 上 的 任意 一 点 4 , 取 过 点 4 的 两 条 不 同 直 
线 a、b, 因 点 4 既 在 直线 a 上 ,也 在 直线 b 上 ,而 a、 4 
b 都 是 f 的 不 变 直 线 , 所 以 ,f(A4) 既 在 直线 a 上 ,也 
在 直线 5 上, 即 f(4) 为 直线 a、b 的 交点 4, 亦 即 人 6 
fA(4) = 4. 由 点 4 的 任意 性 即 知 ,f 是 平面 x 的 恒 
等 变换 . 图 1.1 


3. 证 明 ;如果 平面 x 的 一 个 变换 使 得 平面 上 的 任意 一 个 圆 都 是 不 变 圆 , 则 
这 个 变换 是 恒 等 变 换 ， 
证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 使 得 平面 x 
上 任意 一 个 圆 都 是 不 变 圆 的 变换 . 如 图 1.2 
所 示 ,对 平面 x 上 的 任意 一 点 4 , 取 与 点 4 相 
切 的 两 个 不 同 的 圆 PP， , 因 点 4 既 在 圆 卫 ， 
上 ,也 在 圆 上 ,而 圆 TT 都 是 f 的 不 变 
圆 ,所 以 ,A(4) 既 在 圆 局 上 ,也 圆 上 , 即 
了 4) 为 圆 T 与 卫 的 公共 点 ,但 相 切 两 圆 
刀 与 T 只 有 一 个 公共 点 即 切 点 4 , 因 图 1.2 
此 f(4) = 4. 由 点 4 的 任意 性 即 知 ,f 是 平面 x 的 恒 等 变 换 . 
注 ”也 可 以 取 过 点 4 的、 圆心 不 在 一 直线 上 的 三 个 不 同 的 圆 仿 上 题 证 明 . 


4. 如 果 平 面 x 的 一 个 变换 /满足 条 件 f。f = 1. , 则 称 /是 平面 r 的 一 个 对 
合 变 换 . 证 明 :f 是 平面 x 的 一 个 对 合 变换 的 充分 必要 条 件 是 /的 逆 变 换 . 广 存 
在 , 且 广 = /. 

证 明 ”必要 性 . 设 f 是 平面 x 的 一 个 对 侣 变换 , 则 f。f = 7 
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往 证 :f 作 为 平面 到 自身 的 一 个 映射 ,f 既是 单身 ,也 是 满 射 . 

事实 上 , 对 平面 x 上 任意 两 点 4、B, 若 f(4) = f(8), 则 f(f(4)) = 
ffF6B)), 即 (f° 有 (4) = (f。 有 (B). 但 fo。f = 了 ,因而 有 1(4) = 1(B), 这 说 
明 4 = 8B. 故 了 是 平面 x 的 一 个 单 射 . 

又 对 平面 x 上 的 任意 一 点 B, 设 4 = f(B),; 则 f(4) = ff(8)) = 
(f-: 有 (B) = 1(B) = B, 即 在 平面 上 存在 -~- 点 4( = f(B)), 使 得 f/(4) = B, 故 
了 是 满 射 . 

因为 既是 单身 ,也 是 满 射 , 所 以 ,f 是 一 个 一 一 映射 , 即 f 是 一 个 一 一 变 
换 , 从 而 其 逆 变 换 广 ! 存在 , 且 

f= T= (fo) = of f=1° f= 

充分 性 . 设 平面 x 的 变换 f 的 逆 变 换 广 ' 存在 , 且 广 : = f, 则 有 

f°f=fF -f=1 
由 定义 即 知 ,f 是 平面 x 的 一 个 对 合 变 换 . 


5. 证 明 : 乎 面 x 的 一 个 变换 f 是 合同 变换 的 充分 必要 条 件 是 :f 将 平面 x 的 
任意 一 个 三 角形 变 为 与 之 全 等 的 三 角形 . 

证 明 当 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 时 ,显然 ,f 将 平面 x 的 任意 一 个 三 角 
形变 为 与 之 全 等 的 三 角形 .反之 , 若 f 将 平面 x 的 任意 一 个 三 角形 变 为 与 之 全 等 


的 三 角形 .对 平面 + 上 的 任意 两 点 4.8, 设 4.8 一 二 >4'、B' .再 在 平面 zx 上 取 


不 在 直线 4B 上 的 一 点 C, 设 C 一 人 > C', 由 假设 ,人 4'B'C' 各 和 4BC, 所 以 ， 
A'B = AB, 由 合同 变换 的 定义 即 知 ,f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 . 


6. 证明: 如 果 一 个 圆 是 合同 变换 f 的 不 变 圆 , 则 这 个 圆 的 圆心 是 了 的 一 个 不 
动 点 . 

证 明 如 图 1.3,1.4 所 示 , 设 圆 卫 是 合同 变换 太 的 不 变 圆 , 圆 卫 的 圆心 为 
0 ,在 圆 上 取 两 条 不 同 的 弦 4B .CD , 设 4B .CD 的 垂直 平分 线 分 别 为 1、.m, 则 加 


心 0 为 直线 1 与 m 的 交点 .再 设 4B 一 全 >4'B',CD 一 全 >C'D',l,m 一 + 
1 二 ,m , 则 二、m’ 分 别 为 4'B'、C'D' 的 垂直 平分 线 . 因 圆 玉 是 合同 变换 太 的 不 变 
圆 ,所 以 ,4B8 CD 仍 为 圆 卫 的 两 条 不 同 的 弱 , 从 而 ! 与 m 的 交点 仍 为 圆心 
0. 但 在 合同 变换 f 下 ,直线 /与 m 的 交点 的 像 为 直线 与 m' 的 交点 , 即 有 
f(0) = 0, 故 圆 卫 的 圆心 0 是 f 的 一 个 不 动 点 . 

男 证 ”由 定理 1.2.5 及 其 证 明 可 知 ,在 合同 变换 f 下 ,圆心 的 像 是 像 圆 的 
圆心 .因而 当 一 个 圆 是 合同 变换 f 的 不 变 圆 时 ,其 圆心 必 为 的 不 动 点 . 
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图 1.3 图 1.4 


7. 设 f 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 .如 果 平 面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、B, 使 
得 4) = 8,f(B) = 4h. 求证 :f 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 ” 因 在 合同 变换 下 ,线段 仍 变 为 线段 , 旦 线段 的 中 点 变 为 其 像 线 段 的 
中 点 ,于 是 , 设 MM 为 线段 48B 的 中 点 , 则 f( MM) 为 线段 BA 的 中 点 .但 线段 Bh 的 
中 点 就 是 线段 48 的 中 点 M ,所 以 FM) = 1 , 即 线段 48B 的 中 点 M 是 合同 变换 
下 的 一 个 不 动 点 . 


8. 证 明 : 至 少 有 两 个 不 动 点 的 真正 合同 变换 是 恒 等 变换 . 

证 明 由 定理 1.4.8, 至 少 有 两 个 不 动 点 的 合同 变换 或 是 恒 等 变换 ,或 是 
轴 反 射 变换 .而 轴 反 射 变换 是 镜像 合同 变换 , 故 至 少 有 两 个 不 动 点 的 真正 合同 
变换 必 为 恒 等 变 换 . 


9. 设 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 ,平面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、B, 使 得 
f(4) = B,f/(B) = 4. 求 证 :线段 4B 的 重 直 平分 线 是 f 的 一 条 不 变 直 线 . 


证 阴 如 图 1.5 所 示 , 因 f(4) = 8B， ) 


AB8) = 4. 出 题 7, 线 段 4B 的 中 点 让 是 f 的 -- 个 Pp(P’) 
不 动 点 ,对 线段 48B 的 垂直 平分 线 1 上 不 同 于 MM 
的 任意 一 点 P, 设 f(P) = P', 则 人 P'BM = 4 py B 


了 PAM =90, 所 以 ,点 P' 仍 在 直线 1 上 (实际 
上 ,由 PM = PM 知 ,或 者 PP = 已, 或 者 已 是 
点 已 关于 直线 48 的 对 称 点 ). 故 直线 ! 是 合同 
变换 f 的 一 条 不 变 直 线 . 1.5 


10. 证 明 :正三 角形 (包含 内 部 ) 不 可 能 分 成 不 相交 的 合同 的 两 部 分 . 

证 明 ”如 图 1.6 所 示 , 设 全 4BC 是 一 个 正三 角形 .如 果 全 4BC( 包 含 其 内 
部 ) 可 以 分 成 不 相交 的 合同 的 两 个 点 集 M、N, 则 存在 一 个 合同 变换 f, 使 得 
FMH) = N. 考 虑 和 人 45C 的 三 个 顶点 4.8 、C, 则 其 中 至 少 有 两 点 属于 M 、_N 中 的 
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同一 个 点 集 ,不妨 设 4.BE NMN, 且 F4) = 4 ， 4 
f(B)=B', 则 4’、B' EWN. 因 f 是 合同 变换 ,所 

以 ,4'B' = A4B. 注 意 到 正三 角形 中 任意 两 点 的 

距离 都 不 大 于 其 边 长 , 因而 4'、B” 必 为 正 

全 ABC 的 两 个 项 点 ,但 全 ABC 只 有 三 个 顶点， 

从 而 4'、B' 中 至 少 有 一 个 是 项 点 4、B8 之 一 ,这 c 
与 MN 不 相交 矛盾 .故人 4BC 不 能 分 成 不 相 

交 的 合同 的 两 部 分 . 图 1.6 


11. 证 明 :平移 向 量 平行 于 一 条 定 直 线 的 所 有 平移 变换 构成 的 集合 作成 平 
移 群 的 一 个 子 群 . 

证 明 ” 设 1 是 平面 x 上 的 一 条 定 直 线 ,G 是 平面 x 上 所 有 平移 问 量 都 平行 
于 直线 1 的 平移 变换 所 构成 的 集合 . 任 取 TC(v) €E 6, 则 vA/ 1 所 以 , -vA/1， 
因此 ,7T-1(y) = T(-y) E€ GCG. 又 任 取 TOv),T(y2) EE C, 则 mA NI 所 
以 ,mW + v2/ 1 因此 ,TO(y2)T(v1) = TOv1+Y2) EE G. 于 是 ,由 定理 1.1.3 即 知 ， 
CG 是 平面 x 的 一 个 变换 群 .而 6G 的 元 素 都 是 平移 变换 , 故 G 是 平移 群 的 子 群 . 


12. 设 平面 x 的 变换 f 既是 平移 变换 又 是 旋转 变换 .证 明 :f 必 为 恒 等 变换 . 

证 明 ” 设 平 面 x 的 变换 f 既是 平移 变换 T(v) 又 是 旋转 变换 R(O,0). 因 
旋转 中 心 0 是 旋转 变换 R(O,9) 的 不 动 点 ,所 以 ,f 作为 平移 变换 有 一 个 不 动 
点 .但 除 恒 等 变 换 外 ,平移 变换 没有 不 动 点 ,因而 了 必 为 恒 等 变 换 . 


13. 证 明 : 平 移 变 换 T(y)(v x 0) 没有 不 变 圆 . 

证 明 设 圆 丁 是 平移 变换 T(v) 的 不 变 圆 ,由 第 6 题 , 圆 丁 的 圆心 0 是 平 
移 变 换 T(v) 的 不 动 点 .于 是 ,v = 06 = 0, 这 与 vy zz 0 矛盾 .因此 , 当 平 移 向 量 
vy 关 0 时 ,平移 变换 T(y) 没有 不 变 圆 . 


14. 证 明 ; 一 个 圆 是 非 恒 等 的 旋转 变换 的 不 变 圆 当 且 仅 当 圆心 是 旋转 中 心 ; 
一 个 圆 是 轴 反 射 变换 的 不 变 圆 当量 仅 当 圆 心 在 反射 轴 上 . 

证 明 (1) 当 一 个 圆 的 圆心 即 旋转 中 心 时 ,这 个 圆 显然 是 旋转 变换 的 不 变 
圆 . 

反之 , 设 圆 卫 是 旋转 变换 R(O,0)(0 zz 2krx, 上 为 整数 ) 的 一 个 不 变 圆 . 如 
图 1.7 所 示 ,在 圆 下 上 任 取 两 个 不 同 的 点 4.B, 设 4.B- 全 Ce 4 8 . 因 圆 下 


是 R(O,9) 的 不 变 圆 ,所 以 4'、B' 两 点 仍 在 圆 卫 上 . 由 于 在 旋转 变换 下 ,任意 一 
点 与 其 像 点 的 连 线段 的 垂直 平分 线 过 旋转 中 心 , 所 以 ,旋转 中 心 0 是 线段 44 
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的 垂直 平分 线 与 线段 BB 的 垂直 平分 线 的 交 
点 .但 因 旋 转角 0 zz 2pr, 所 釉 ,44'、BB' 是 圆 卫 
的 两 条 弦 , 其 垂直 平分 线 的 交点 即 圆心 , 故 圆 下 
的 圆心 即 旋转 中 心 0. 

(2) 当 一 个 圆 的 圆心 在 轴 反 射 变 换 的 反射 
轴 上 时 ,这 个 贺 显 然 是 轴 反 射 变换 的 不 变 圆 . 

及 之 , 设 圆 本 是 轴 反 射 变换 S(1) 的 一 个 不 
变 圆 .如 图 1.8 所 示 , 在 圆 夏 上 任 取 两 个 不 同 的 
所 4、 了 ,使 得 4B 与 反射 轴 / 既 不 平行 也 不 垂 
直 . 设 线段 4B 的 垂直 平分 线 为 mm 


Si 全 【人 
AB— > 4 (7) 


则 m 是 4'B' 的 垂直 平分 线 . 因 48B 与 反射 轴 
既 不 平行 也 不 垂直 ,所 以 ,直线 m 与 m’' 既 不 平 
行 也 不 重合 , 因而 它们 必定 相交 , 由 定理 
1.3.18, 直线 m 与 m’' 的 交点 在 反射 轴 /!/ 上 . 另 一 
方面 , 因 圆 厂 是 S(1) 的 不 变 圆 ,所 以 4'、B' 两 R18 

点 仍 在 圆 夏 上 ,于 是 直线 m 与 m’ 的 交点 即 圆 卫 的 圆心 . 故 圆 下 的 圆心 在 反射 轴 
i 上. 


15. 证 明 : 至 少 有 一 个 不 动 点 的 真正 合同 变换 是 旋转 变换 . 
证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 真正 合同 变换 ,0 是 f 的 一 个 不 动 点 ,在 平面 


上 任 取 异 于 0 的 一 点 B8, 设 B 一 一 >B', < B0B - 0. 对 平面 上 任意 异 于 0、 


B 的 一 点 4, 设 4 一 人 >4', 则 04' = 04, 且 从 04'B' 与 人 04B 真正 合同 ,于 


是 , x 404' = x BO0B8' = 9. 而 当 4 = 8B 时 ,也 有 04' = 04, x 404' = 0. 故 
f= R(O,9) 是 一 个 旋转 变换 . 

另 证 ”由 定理 1.4.13, 真 正 合 同 变换 或 是 平移 变换 ,或 是 旋转 变换 .而 当 
平移 问 量 非 零 时 ,平移 变换 没有 不 动 点 ,这 说 明 至 少 有 一 个 不 动 点 的 真正 合同 
变换 或 是 平移 向量 等 于 零 向 量 的 平移 变换 ,或 是 旋转 变换 ,但 平移 向 量 等 于 零 
回 量 的 平移 变换 是 恒 等 变 换 , 而 恒 等 变 换 也 是 旋转 变换 ,因此 ,至少 有 一 个 不 动 
点 的 真正 合同 变换 是 旋转 变换 . 


16. 设 了 是 平面 x 的 一 个 合同 变换 , 且 平 面 x 上 存在 两 个 不 同 的 点 4、8B ,使 
得 f(4) = B,f(B8) = Ah. 证 明 : 
(1) 若 f 是 真正 合同 变换 , 则 f 是 中 心 反 射 变换 ; 
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(2) 车 f 是 镜像 合同 变换 , 则 f 是 轴 反 射 变换 . 

证 明 因 f(4) = 8,f(B) = 4, 由 第 7 题 ,线段 48B 的 中 点 0 是 f 的 一 个 
不 动 点 .对 直线 4B 上 蜡 于 0 的 任意 一 点 P, 设 fA(P) = P', 则 由 定理 1.2.3,P 
也 在 直线 4B 上 , 且 0P' = OP,P'B = Ph. 因 此 ,0 必 为 PP' 的 中 点 . 

(1) 若 /是 一 个 真正 合同 变换 .如 图 1.9 所 
示 ,对 平面 x 上 不 在 直线 4B 上 的 任意 一 点 PP， 
设 f(P) = 已 , 则 全 OP4 与 人 OPB 真正 合同 ， 
所 以 x P'0B = x P04, 从 而 PP、0、P 三 点 共 
线 , OP' = 0P, 于 是 0 正好 是 PP' 的 中 点 .而 当 
P 在 直线 4B 上 时 ,0 也 是 PP' 的 中 点 .总 之 ,对 
平面 x 上 异 于 0 的 任意 一 点 P, 设 f(P) = P'， 
则 0 为 线段 PP' 的 中 点 . 故 f = C(0) 是 以 0 为 
反射 中 心 的 中 心 反射 变换 . 

(2) 知 /是 一 个 镜像 合同 变换 .如 图 1. 10 所 
示 , 对 平面 x 上 不 在 直线 48 上 的 任意 一 点 己 ， 
设 FLP) = P', 则 全 0P'B 与 和 人 OP4 镜像 合同 ， 
所 以 x P'0B = x P04,0P' = OP, 于 是 ,P'、 
P 两 点 关于 线段 4B 的 垂直 平分 线 ! 对 称 . 而 当 
P 在 直线 4B 上 , P' 、P 两 点 也 关于 线段 48 的 垂 
直 平 分 线 / 对 称 . 总 之 ,对 平面 x 上 任意 一 点 已， 
设 FP) = P', 则 P'、P 两 点 关于 直线 1 对 称 . 故 图 1.10 
f = S(L) 是 以 直线 ! 为 反射 轴 的 轴 反 射 变换 ， 


17. 设 /是 平面 r 的 一 个 合同 变换 , 且 广 = f. 证 明 : 

(1) 若是 真正 合同 变换 , 则 /是 恒 等 变 换 或 中 心 反 射 变换 ，; 

(2) 若 /是 镜像 合同 变换 , 则 /是 轴 反 射 变 换 . 

证 明 ”如果 和 平面 x 上 的 任意 一 点 都 是 f 的 不 动 点 , 则 了 为 平面 x 的 恒 等 变 
换 . 如 果 平 面 x 上 至 少 有 一 点 4 不 是 f 的 不 动 点 . 设 f(4) = 有 B, 因 广 = f, 所 以 
FEB) = 4. 由 上 题 , 如 果 j/ 是 真正 合同 变换 , 则 /是 中 心 反 射 变换 ; 如果 是 镜像 
合同 变换 , 则 是 轴 反 射 变换 . 


18. 证 明 :奇数 个 中 心 反 射 变换 之 积 仍 是 一 个 中 心 反 射 变换 ;偶数 个 中 心 反 
射 变换 之 积 是 一 个 平移 变换 . 

证 明 因 C(O) = RCO,r), 于 是 , 设 C00),C00) CO 是 平 
面 x 上 的 2n +1 个 中 心 反 射 变 换 , 则 有 
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CCLOUD)CLO2)…C(COz) = ROOi1r) ROO mR) RCO>, ,sn) 
故 由 定理 1.3.15(1) ,存在 点 0 ,使 得 
RCOIT)RCO2r)…RCO TR) = R(O, (2n + 1)rx) = R(O,r) = C(O) 
仍然 是 一 个 中 心 反 射 变换 . 故 奇数 个 中 心 反射 变换 之 积 仍 是 一 个 中 心 反 射 变 
换 . 
又 2nr 是 2x 的 整数 倍 ,由 定理 1.3.15(2) ,存在 向 量 v, 使 得 
R(O1,n) R(O3,T)*R(O,, ,NT) = Ty) 
是 一 个 平移 变换 . 故 偶 数 个 中 心 反 射 变 换 之 积 是 一 个 平移 变换 . 


19. 设 1 、 /2 、/3 是 平面 上 的 任意 三 条 直线 , 令 2P = S(L)S(L)S(L;). 证 明 .; 
9g” 是 一 个 平移 变换 . 

证 明 ”由 于 变换 的 乘积 满足 结合 律 ,所 以 

pg* = [SC(1)S(1) IS(1) SC(L) LS() SC)] 

如 果 三 直线 Lib\ls 互相 平行 ， 则 由 定理 1.4.1(2),S(1)S(1,)、 
SC)S(C1D)、 SO2)S(053) 和 肖 为 平移 变换 ,因而 2 是 一 个 平移 变换 . 

如 果 三 直线 l1、l,、l3 中 有 两 条 平行 且 都 与 第 三 条 直线 相交 , 则 或 者 1/ 
有 ,或 者 ly// 1, 或 者 1 /上 4. 当 如 /2;, 时 , 则 由 定理 1.4.1(2),S(1)S(1,) = 
7T(v1) 是 一 个 平移 变换 . 设 l,l 交 于 点 0 5 1 交 于 点 0s, 由 定理 1.4.1(3) 

S(L12)S(L3) = R(O1,2 ¥ (12,13)), SC(L3)S(N) = R(O,,2 + (43,11)) 
而 2 天 (13, 10) +2 广 (1253) = 2r, 由 定理 1.3.15(2) 

R(O2,2 £ (3,11))R(O1,2 4 (2,13)) = 了 (y>) 
是 一 个 平移 变换 , 故 wo” = 7T(v1)T(v,) 是 一 个 平移 变换 . 

类 似 地 , 当 2 V ,时 ,9 也 是 一 个 平移 变换 . 

当 l3 V 0 时 ,由 和 定理 1.4.1(2),SC0)S(C0) = 7T(v) 是 一 个 平移 变换 . 设 
hil 交 于 氮 0 5 六 交 于 点 02 ,由 定理 1.4.1(3) 

S(L)S(L) = R(O3,2 ¢ (Ui,12)),S(L2)S(Ll) = R(O1,2 天 (013)) 

又 由 定理 1.3.14, 平 移 变 换 与 非 恒 等 的 旋转 变换 之 积 仍 是 一 个 旋转 变换 ， 
因而 存在 点 0' ,使 得 T(v)R(O1,2 (12,B3)) = R(O' ,2 文 (1 5)). 再 注意 
2 (DD) +2 < (bb,13) = 2x, 由 定理 1.3.15(2) 

p2 = R(O3,2 ¢ (ll) Ty)R(OL2 ¢ (bl3)) = 
R(O3,2 £ (11,12))R(O',2 4 (b,13)) 
是 一 个 平移 变换 . 

如 果 三 直线 1、ls、43 两 两 相交 , 设 1、43 交 于 点 0 51 交 于 点 02,1 22 交 

于 点 03, 则 由 定理 1.4.1(3) 
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SC0)SC12) = R(O3,2 太 ( 人 012)) 
S(13)S(1) = R(O2,2 + (3,11)), SC)SC0) = R(O1,2 ¢ (bl, b3)) 
而 2 DD)+2x (B01)+2 (bb,b) = 4r, 由 定理 1.3.15(2) 
p2 = R(O3,2 ¥ (11,12))R(O2,2 + (BB3,1))R(O,2 ¢ (b, 13)) 
是 一 个 平移 变换 . 


20. 设 li、Lls 是 平面 x 上 任意 两 条 直线 .求证 : S(15)S(11) = S(41)S(1,) 当 
且 仪 当 li | /2 或 li 与 [2 重合 . 

证 明 令 了 f= S(4)S(), 则 六 = S(1,)S(L). 因 ff 是 一 个 真正 合同 变 
换 , 由 第 17 题 , 广 = f 当 旦 仅 当 f 是 忆 等 变换 或 中 心 反 射 变换 .由 定理 1.4.1,f 
是 恒 等 变 换 当 且 仅 当 i 与 六 重合 ;了 是 中 心 反 射 变换 当 且 仅 当 六 | bo. 故 
S(12)S(CA) = S(L)S(l2) 当 且 仅 当 上 或 几 与 1 重合 . 


21. 设 T(y)、R(O,0)、S(1) 分 别 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 旋转 变换 和 轴 
反射 变换 .证 明 : 
(D7T(-y)S(DT(V) 与 R(0O, -09)S5S(1)R(O,9) 都 是 平面 x 的 轴 反 射 变 
换 ; 
(2)S(C1)7T()S(CL) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 ; 
(3)S(1)R(O,0)S(1) 是 平面 7 的 一 个 旋转 变换 . 
证 明 (1) 先 证 7(- py)S(1)7T(y) 是 平面 x 的 轴 反 射 变换 . 
事实 上 , 由 定理 1.4.2(1), 可 设 T(y) = S(42)S(L), 则 T(-y) = 
S(1)3S(12) ,于 是 
7(-y)SCOD7TCV) = [SC0)SC2) SG)LSC2)SCND)] = 
S(L)[E SCL1,)S(L)S(1,)1S(L) 
由 推论 1.4.2,S(1,)S(1)S(4) 仍 是 一 个 轴 反 射 变换 . 设 S(1,)5(1)5S(l) = 
S(D), 再 一 次 应 用 推论 1.4.2 即 知 T(-y)S(D)T(y) = S(1)S(V)S(L) 是 一 
个 轴 反 射 变换 . 
再 证 R(O，- 0)S(1)R(O,9) 是 平面 x 的 轴 反 射 变 换 . 
事实 上 ,由 定理 1.4.2(2) ,可 设 R(0,0) = S(1)S(C0), 则 RCO，- 6) = 
S(053)S(14) .完全 仿 刚 才 的 证 明 即 可 证 得 R(O, - 0)S(1) R(O,09) 也 是 一 个 轴 
反射 变换 . 
(2) 由 定理 1.4.2(1), 可 设 T(v) = 5(4,)S(4), 其 中 1 /4. 于 是 
S(I)T(y)S(1) = S(D{ES(L)S(1)]S(1) = 
[S(L1)S(1))[ SC(2)S(7))] 
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如 果 阅 MAILVAD, 则 SC)S(CD) 与 SS(CL) 缘 为 平移 变换 ,因而 
SC TO(Y)S(L) = [SCDDS(CD2)j LS(5)S(CID)] 
是 一 个 平移 变换 . 
如 果 4 与 1 相交 , 则 4 与 1 亦 相 交 . 设 外 4 与 1 分 别 交 于 01、0,, 则 由 定理 
1.4.1(3) 
S(l)S(1) = R(O,2 (71,01)),S(1)S(L) = R(O,2 ¢ (1,,1)) 
而 六 [1 所 以 2 太 ( 人 让)+2 类 (有 = 2x, 于 是 ,由 定理 1.3.13(2) 即 知 
S(T(v)S(1) = [SC0)SC2)]LSC)SCDD)] = 
R(O,2 «(1,1))R(O,2 + (1,1)) 
是 一 个 平移 变换 . 
(3) 由 定理 1.4.2(2), 可 设 R(0,9) = SC52)S(0) ,其 中 让 与 岂 缘 过 旋转 
中 心 0. 于 是 
S(I)R(O,0)S(1) = S(I)LS(L)S(L1)]S(1) = 
[S(1)S(L1,)][S(L)S(D)] 
如 果 /1 或 /14, 则 4 与 [1 相交 ,或 4 与 1 相交 ,于 是 S()S(1) 与 
S(1)S(L) 一 个 为 平移 变换 , 另 一 个 为 旋转 变换 (但 非 恒 等 变换 ). 因而 
SCDDRCO,09)SCD) = 1SGC0)SGC2)] SC)SCDj 
为 一 个 旋转 变换 与 平移 变换 之 积 , 由 定理 
1.3.14, S(1) R(O,9)S(1) 是 一 个 旋转 变换 . py 
如 果 五、 人 六 两 两 相交 ,如 图 1.11 所 示 , 设 O, Or 
4 与 1 分 别 交 于 O01、0;, 则 由 定理 1.4.1(3) 
S(11)S(1) = R(O,2 + (1,1)) 


S(I)S(L) = R(O,2 + (L,1)) 1 
显然 2 之 (1, 用) +2(1 7) 2krn( 上 为 整 
数 ) ,于 是 ,由 定理 1.3.13(1) 图 1.11 
S(I)R(O,0)S(1) = 


R(O,2 «(1,1))R(O,2 + (1,1)) 
仍 是 一 个 旋转 变换 . 


22. 证 明 ;T(y)R(O,9)(9 z 0) 是 一 个 旋转 变换 ,是 旋 转角 不 变 . 
证 明 由 定理 1.4.2, 可 设 
T(y) = S(1)S(L1,),R(O,0) = $(1,)S(1,) 
其 中 直线 /> 过 旋转 中 心 0 有 旦 垂直 于 平移 向 量 v ,ll /42, 始 于 4 终于 了 县 平行 


于 ， 的 向 量 为 v, 直 线 5 过 旋转 中 心 0, 且 x (13,4) = 这 0. 于 是 
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T(y)R(O,0) = [Sn)SCo)1LS(C2)SCo)] = 

S(T)LS(L1)S(1) 1S(L3) = SC(U) SL) 

如 图 1.12 所 示 , 因 6 六 0, 所 以 4 与 ls 相交 

(不 重合 ) ,而 i Vb, 因此 ,4 与 4 凸 必 交 于 一 点 

O04. 由 Nb 知 丸 (Bh) = (1314) = 六 9 

再 由 定理 1.4.1 即 得 S(11)S(l3) = R(0O01,0). 

故 T(v)RCO,09) = R(01,9) 仍 是 一 个 旋转 变 
换 , 且 旋转 角 不 变 . 


23， 设 v | 1， 证 明 :7T(v)S(L1) 与 
S(1) TCv) 都 是 轴 反 射 变 换 . 
证 明 因 ， | i, 由 定理 1.4.2(1), 可 设 T(y) = SC(41)S(7), 其 中 由 /1， 


且 设 垂直 于 / 的 直线 与 1\1, 分 别 交 于 4.8, 则 大 = "于 是 
T(y)S(1) = [SCL)SC)1SCU) = SCU)LSC) SG)) = SC) 
是 一 个 轴 反 射 变换 . 
同样 , 可 设 TC(v) = S(1)S(42), 其 中 1 是 4 关于 1 对 称 的 直线 ,此 时 
S(1)T(v) = S(42) 也 是 一 个 轴 反 射 变换 . 


24. 设 点 0 在 直线 1 上 .证 明 : R(O,9)S(1) 与 S(1)R(O,90) 都 是 轴 反 射 变 
证 明 因 点 0 在 直线 /上 ,由 定理 1.4.2(2), 可 设 R(0,0) = S(4)S(7)， 
其 中 局 过 点 0, 且 文 (10) = 方 9. 于 是 

R(O,0)S(1) = [S(L1)SCI)1S(C) = SCL)LSC() SD] = SOC) 
是 一 个 轴 反 射 变换 . 

同样 ,可 设 RCO,9) = S(1)S(12) ,其 中 心 过 点 0, 且 文 (51) = 方 9. 此 

时 S(1)R(O0,0) = S(2) 也 是 一 个 轴 反 射 变换 ， 


25. 已 知 平面 上 的 一 条 直线 /不 在 直线 / 上 的 一 点 0O 以 及 任意 一 点 4. 证 
明 :只 利用 轴 反 射 变换 S(1) 和 以 点 0 为 旋转 中 心 的 旋转 变换 , 即 可 以 将 点 0 
变 为 点 4.( 第 19 届 原 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985) 

证 明 ”如 果 只 利用 轴 反 射 变换 S(1) 和 以 点 0 为 旋转 中 心 的 旋转 变换 , 即 
可 以 将 点 对 变 为 点 7 了 , 则 称 点 了 是 点 了 可 到 达 的 .我 们 需要 证 明 : 平 面 上 的 任意 


S31 


几何 变换 
与 几何 证 题 


一 点 4 都 是 点 0 可 到 达 的 .或 者 ,等 价 地 我 们 只 需 证 明 : 平 面 上 任意 一 点 都 可 以 
到 达 点 0. 下 面 分 三 步 证 明 . 

le 设 点 0 到 直线 1 的 距离 为 4,n 为 正 整 数 ,以 0 为 圆心 .2nd 为 半径 作 圆 
PP , 则 圆 ,上 任意 一 点 都 可 以 到 达 点 0. 

事实 上 ,如 图 1.13 所 示 , 设 0, 是 过 点 0 且 垂 直 于 / 的 直线 与 圆 忆 的 一 个 和 
点 0 位 于 直线 1 同 侧 的 交点 ,0 一 一 > 0',0, -中 > 0,', 则 0' 在 加 上 ,0 
在 圆 Ti 上 (n = 1,2,…). 于 是 , 对 于 圆 P 上 的 点 01, 我 们 有 0, 0 到 


0' > 0. 因此 ,点 0 可 以 到 达 点 0. 设 点 0, 可 以 到 达 点 0 , 因 0 ，&0 吧 


0 一 > 0 ,所 以 ,点 0， 可 以 到 达 点 0. 这 就 用 数学 归纳 法 证 明了 ;对 任意 


正 整 数 m ,点 0. 可 以 到 达 点 0. 而 点 0, 在 圆 上 ,因此 , 圆 卫 上 任意 一 点 都 可 
以 到 达 点 0. 


图 1.13 
2 对 任意 正 整数 ”, 圆 卫 , 内 的 任意 一 点 都 可 以 到 达 点 0. 我 们 只 需 证 明 圆 
六 内 的 任意 一 点 都 可 以 到 达 点 0 即 可 . 


事实 上 , 仍 如 图 1.13 所 示 . 设 圆 T 与 直线 1 交 于 BC 两 点 ， 刚 BO'C— > 3 
BOC. 对 图 内 任意 一 点 4 , 设 以 0 为 圆心 .04 为 半径 的 圆 与 BOoC 交 于 一 点 D， 
则 点 4 可 以 到 达 点 D. 于 是 , 设 D 一 一 > D', 则 六 在 圆 届 上 ,由 le,D 可 以 到 
达 点 0 ,因而 点 4 可 以 到 达 点 0. 
3 平面 上 任意 一 点 4 都 可 以 到 达 点 0. 


事实 上 ,对 平面 上 任意 一 点 4, 当 mm 充分 大 时 ,点 4 一 定 在 圆 卫 , 内 ,于 是 ,由 
2 即 知 , 点 4 可 以 到 达 点 0. 


26. 证 明 ;S(1)T(v) 与 S(1) R(O0,0) 都 是 滑动 反射 变换 . 

证 明 ” 先 证 明 S(1)7T(v) 是 滑动 反射 变换 . 

事实 上 ,如 图 1.14 所 示 , 设 向 量 v 在 反射 轴 上 的 射影 为 向 量 ,而 v> = 
py -py 则 vA lv 71 上 且 = +o 所 以 
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7(7) = 7T(p)TCv) = TO(p2) TOV1) 
由 定理 1.4.2, 可 设 7(m2) = S(1)S(4), 其 中 A 1, 始 于 岂 终于 11 且 平行 于 v， 
的 向 量 为 廊 v2. 于 是 
SCITCy) = SCDLTCy,) TV) = 
SCD[LSCI)SCAOITOY) = SC(L) T(r) 
由 mA /LIL 知 ,vi /从 而 由 滑动 反射 变换 的 定义 立即 可 知 
S(L)T(y) = CGO) 
故 S(1)T(y) = G(U,vi) 是 一 个 滑动 反射 变换 . 
再 证 S(1) R(O,0) 是 滑动 反射 变换 . 
事实 上 ,如 图 1.15 所 示 ,由 定理 1.4.2, 可 设 R(0,0) = S(1,)S(4), 其 中 
/1 、/2 丝 过 旋转 中 心 0, 是 上 MA 1. 再 由 定理 1.4.1, 存在 向 量 v, 使 得 
S(L)S(l2) = T(v). 于 是 
St)R(O,0) = S(DLS(L1)S(1)] = 
[S(1)S(1))S(W) = TOv)S(1,) 
从 而 由 定理 1.4.6 即 知 ,S(1)R(O,60) 是 -- 个 滑动 反射 变换 . 


图 1.14 图 1. 15 


27. 证 明 ; 对 于 平面 x 上 任意 两 条 既 不 平行 也 不 共 线 的 线段 4B 与 CD ,存在 


Gll,v) 


平面 x 的 一 个 滑动 反射 变换 G(1,v), 使 48 一 一 一 > CD. 

证 明 ”如 图 1.16,1.17 所 示 , 设 直线 4B 与 CD 交 于 0, 过 点 0 作 x (48， 
CD ) 的 平分 线 .再 设 过 点 4 旦 平行 于 1 的 直线 与 过 点 C 且 垂直 于 上 的 直线 交 于 
4' ,过 点 B 且 平 行 于 i 的 直线 与 过 点 D 日 垂直 于 1 的 直线 交 于 B' .显然 4B、CD 
在 直线 :上 的 射影 相等 ,而 4'4 AN B'B, 所 以 4'4 = B'B, 这 说 明 4'B'BA 是 
一 个 平行 四 边 形 ,因此 ,4'B' 全 AB. 又 4'B' .CD 与 直线 :成 等 和 角 , 且 A'C、B'D 各 
与 直线 1 垂直 , 于 是 ,A'C 的 垂直 平分 线 !/ 即 B'D 的 垂直 平分 线 . 这样 ,如 果 记 


-一 和 T(r) Ss(! SCI)T(Cp) 
44 =v, 则 有 4B 一 一 > A'B' ) CD. AB > CD. 而 mw AL， 
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G{(il,v) 


所 以 ,SC(D)T(v) = G(1,vY) 是 一 个 滑动 反射 变换 .日 48B 一 一 > CD. 
注 ”由 上 面 的 证 明 可 知 ,反射 轴 ! 正 是 4C 的 中 点 与 BD 的 中 点 的 连 线 . 


28. 利 用 1.4 节 的 相关 知识 证 明 : 
(1) 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 . 
(2) 三 角形 的 三 条 内 角 平 分 线 交 于 一 点 . 


(3) 设 A4、.B、C.D.E、F 是 加 上 任意 六 点 ,如果 4B // DE,DC // AF, 则 


BC /EF.( 第 11 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1959) 
证 明 《1) 如 图 1.18 所 示 , 设 公 A4BC 的 边 

BC 、Ch 、4B 的 垂直 平分 线 分 别 为 Ll、ls, 显 

然 , S(L1)S(L)S(43) 是 一 个 镜像 合同 变换 . 又 


SCD) S(L,) S(L) 
B-— ”A— ”CC— Bb 


这 说 明 点 B 是 镜像 合同 变换 S(1,)S(1,)S(1;) 
的 一 个 不 动 点 ,但 由 定理 1.4.9, 至 少 有 一 个 不 
动 点 的 镜像 合同 变换 是 轴 反 射 变换 .因此 ,存在 


图 1.18 


直线 / ,使 得 S(L1)S(l,)S(l3) = SC ) ,再 注意 三 条 垂直 平分 线 01、 、53 中 任意 


两 条 都 相交 ,由 定理 1.4.5 即 知 ls、bs 三 线 交 
于 一 点 . 

(2) 如 图 1.19 所 示 , 设 4D、BE、CF 是 
全 4BC 的 三 条 角 平 分 线 , 其 中 D、E、F 分 别 在 
边 BC、C4、 4B 上 . 显然 ,S(CF)S(BE)S(AD) 
是 一 个 镜像 合同 变换 . 

设 BC=a,C4 =65,AB =c, 点 了 在 Ch 边 
上 , 且 AX = (6 +c-a), 则 


CX = (a+b-e) 


| 
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SCBE 、 
340 了 -3 7 则 AY = AX < 4B, 所 以 ,点 了 在 边 4B 上 , 且 


BY =c-48=c- 二 0+ce-oa = 了 (cra-b 
因此 ,B82Z = BY < BC, 从 而 点 Z 在 边 BC 上 ,是 
CZ =4a-BZ=a- (cta-b)= 7(a+b-c)= CX 


再 设 世 


S(CE) 


于 是 ,2Z .这 说 明 点 XX 是 镜像 合同 变换 S( CF)S(BE)5(4D) 的 一 个 不 
动 点 ,但 由 定理 1.4.9, 至少 有 一 个 不 动 点 的 镜像 合同 变换 是 轴 反 射 变 换 . 因 此， 
存在 直线 1, 使 得 S(CF)S(BE)S(A4D) = $S(1). 再 注意 三 条 角 平 分 线 中 任意 两 
条 都 相交 ,由 定理 1.4.5 即 知 4D、BE、CF 三 线 交 于 一 点 . 

(3) 如 图 1.20 所 示 , 设 4B 与 DE 的 公共 对 
称 轴 为 L1, 作 轴 反射 变换 S(1), 则 4 一 B， 
B— A,D— E,E->D, 设 CC 一 C,F->m, 则 
DC —EC’,AF — BF', 由 DC/ AF EC' // 
BF"' ,再 设 EC' 与 BF"' 的 公共 对 称 轴 为 l,, 作 轴 
反射 变换 S(1,), 则 EC,C -> E,B—F'， 
Fr" 一 B. 最 后 , 设 BE 的 垂直 平分 线 为 3, 作 轴 反 
射 变换 5S(4), 则 B 一 ,EE 一 B. 于 是 ,在 变换 图 1.20 
S(13)S(1)S() 下 ,CF -> BE, 但 ll 都 过 关心 ， 由 定理 1.4.5， 
S(h3)S(l2)S(Ll) = S$S(7) 仍 是 一 个 办 反射 变换 ,因而 在 轴 反 射 变 换 5S(1) 下 ， 
CF -> BE. 故 BC // EF. 


29. 利 用 1.4 节 的 相关 知识 证 明 : 千 PP 是 全 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ,分 别 过 
顶点 4、.B、C 作 直 线 几 、ls、4s, 使 

(li,AC) = + BAP, 4 (Lb,BA) = CBP, 4 (13,CB) = + ACP 
则 、bs、43 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

证 明 ”如 图 1.21,1.22 所 示 , 因 大 (1,4C) =  B4P, 由 定理 1.4.2(2) 

SCAP)S(AB) = S(CA)S(L) 
所 以 S(11) = S(CA4)S(A4P)S(A4B). 同 理 
S(1,) = S(AB)S(BP)S(BC),S(13) = S(BC)S(CP)S(CA) 
于 是 
S(L1)S(L)S(13) = S(CA)S(AP)S(BP)S(CP)S( CA) 

由 定理 1.4.5, 存在 直线 1, 使 得 S(AP)S(BP)S(CP) = S(1). 由 推论 

1.4.2, 存在 直线 ,使 得 S(CA)S(1)S(C4) = SC(W), 所 以 ,，S(1)S(l,)… 
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Si3) = SC ) .再 由 定理 1.4.5 即 知 , ,ls、43 三 线 共 点 或 互相 平行 . 


4 4 


AAS 


OC P 
图 1.21 图 1.22 


30. 设 全 4BC 与 全 4'B'C' 真正 合同 .证 明 ; 三 线段 44' .BB'、CC’' 的 垂直 平 
分 线 共 点 或 互相 平行 . (新 加 坡 数 学 奥林匹克 ,1988) 
证 明 如 图 1.23,1.24 所 示 , 因 人 4BC 与 人 4'B'C' 真正 合同 ,所 以 ,存在 


一 个 真正 合同 变换 f, 使 得 人 ABC 全 4'B'C' .由 定理 1.4.13,f 或 是 平移 
变换 ,或 是 旋转 变换 . 如果/ 是 平移 变换 , 则 三 线段 44' 、B8B' 、CC' 的 垂直 平分 线 
互相 平行 .如 果 /是 旋转 变换 , 则 三 线段 44' 、BB' CC' 的 垂直 平分 线 都 过 旋转 
中 心 (在 旋转 变换 下 ,任意 两 个 对 应 点 的 连 线 段 的 垂直 平分 线 都 过 旋转 中 心 )， 
因而 此 时 三 线段 44'、BB' .CC' 的 垂直 平分 线 共 点 . 


图 1.23 


31. 设 人 48C 与 全 4'B'C' 真正 合同 ,1、J、 
KLMN 分 别 为 BC'、B'C、CA'’、C'A、AB'、 
4A'B 的 中 点 , 则 J、KL、MN 三 线 共 点 . 

证 明 如 图 1.25 所 示 , 设 0、0’ 分 别 是 
个 4BC 和 人 4'B'C' 的 外 心 ， 则 全 BOC 与 
全 C'0'B' 是 镜像 合同 的 ,由 定理 1.4.15, BC' 的 
中 点 I、CB’ 的 中 点 .00 的 中 点 是 共 线 的 , 即 
1 通过 00’ 的 中 点 . 同 理 , KL 、MN 皆 通 过 00" 
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的 中 点 . 故 J、KL、MN 三 线 共 点 . 


32. 设 线段 4B = CD ,但 4B 六 CD .确定 具有 下 列 性 质 的 点 0 的 几何 位 置 : 
线段 4B 关于 点 0 的 对 称 线段 是 线段 CD 关于 某 直 线 的 对 称 线段 . (捷克 数学 奥 
林 匹 克 ,1968) 


证 明 如 图 1.26 所 示 , 设 线段 4 关于 点 8 | 2 
0 的 对 称 线段 为 48' ,而 4'B' 正好 是 线段 CD < 1 人 Se 


关于 直线 1 的 对 称 线段 , 则 4'C A B'D 或 4'D// 
B'C. 

当 4'C / B'D 时 , 因 0 既是 44’ 的 中 点 ,也 
是 BB' 的 中 点 ,于 是 , 设 线 段 4C、BD 的 中 点 分 
别 为 P.0, 则 0P /A'C,00 /BP'D, 而 A'C/W 
B'D, 所 以 ,0O、P、Q 三 点 共 线 , 换 名 话说 ,点 0 
在 直线 PO 上. 同 理 , 当 4D // B'C 时 , 设 线段 BC 、4D 的 中 点 分 别 为 MN , 则 点 
0 在 直线 MN 上 . 

又 不 难 知道 , PWMON 是 一 个 菱形 ,是 MOV PN // CD, PM // NO /4B. 于 
是 , 当 点 0 在 直线 PO 上 时 , 若 线 段 48B 关于 点 0 的 对 称 线段 为 4'B', 则 A'B’ // 
BA // QN, 而 CD // PN ,直线 MN 平分 人 PNQ ,所 以 ,4B、CD 与 直线 MN 成 等 
角 . 再 注意 4A'C // PQ // B'D,MN | P00 邑 知 ,A4'C | MN,B'D | MN. 于 是 , 设 
4'C 的 垂直 平分 线 为 上 显然, | PO) , 则 线段 4'B' 是 线段 CD 关于 直线 1 的 对 
称 线段 (4'、B’' 分 别 对 应 于 C、D). 同 理 , 当 点 0 在 直线 Po 上 时 , 若 线段 4B 关 于 
点 0 的 对 称 线段 为 4'B' , 则 线段 4'8' 是 线段 CD 关于 与 直线 MN 垂直 的 某 直线 
m 的 对 称 线段 . 

综 上 所 述 ,点 0 的 几何 位 置 是 直线 PQ 与 直线 MN 的 并 .其 中 P.O、M、N 分 
别 为 线段 4C、BD 、BC 、4D 的 中 点 . 


33. 证 明 : 如 果 一 个 八 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 ,上 且 边 长 为 有 理 数 ,那么 这 个 
八 边 形 有 对 称 中 心 . ( 原 联 邦 德 国 数学 奥林匹克 ,1988 ) 

证 明 ”如 图 1.27 所 示 , 设 八 边 形 4,4，… Ah。 的 每 一 个 内 角 都 相等 , 边 长 
Ai4, 二 ai, A1A, 二 a2,""*, AgAl 二 xsg .由 于 八 边 形 的 每 一 个 内 角 都 相等 ,因而 
其 每 一 个 外 角 也 都 相等 .又 多 边 形 的 外 角 和 等 于 360 ,所 以 ,这 个 八 边 形 的 每 一 
个 外 角 都 等 于 8- = 49. 由 此 可 知 , 这 个 八 边 形 是 由 一 个 矩形 PORS 在 四 个 角 
切 掉 四 个 等 腰 直 和 角 三 角形 而 成 .于 是 ,由 PO = RS 可 得 

V2 V2 


~ Ug+ dt a2 二 2, + Us | 
2 2 2 2 
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所 以 

(ag + ga2 ~ a4 -ac)y2 = 2(0s ~ al) 
而 01,a2,… ,as 都 是 有 理 数 ,y2 是 无 理 数 ,所 4 
以 ,al = aag+a = 4 + a6. 同 理 ,a3 = cd， 


28 十 CC6 = C2 十 ca4. 又 由 


za+62= G4+ 06 08+ 06 = a2+ a4 0 
可 得 aog = a4,06 = az. 即 八 边 形 4142…As 的 
对 边 平 行 且 相等 . 于 是 ,4145 与 4246 互相 平 
分 , 4246 与 4347 互相 平分 ,4347 与 444s 互相 平分 ,因而 4145 的 中 点 0 是 
4246、4347、4448 的 共同 中 点 . 故 点 0 是 八 边 形 414。… hs 的 对 称 中 心 . 


图 1.27 


34. 设 一 个 平面 图 形 是 某 个 滑动 反射 变换 (滑动 向 量 非 零 ) 的 不 变 图 形 .证 
明 ; 这 个 图 形 也 是 某 个 平移 变换 的 不 变 图 形 . 

证 明 ” 设 图 形 F 是 滑动 反射 变换 G(1,v) 的 不 变 图 形 , 则 F 也 是 变换 
[G(l1,v) 上 的 不 变 图 形 . 而 G(l1,v) = SC(D)T(y) = T(vy)S(7), 所 以 
[G(rv)l = [TCv)SCI) ESC TOr)] = TOv)LSC(I) SCD) IT(y) = T(2y) 
故 图 形 FF 也 是 平移 变换 T(2v) 的 不 变 图 形 ( 图 1.28). 


图 1.28 


35. 设 平面 图 形 有 一 条 对 称 轴 和 一 个 对 称 中 心 , 且 对 称 中 心 在 对 称 轴 上 .证 
明 :过 对 称 中 心 且 垂直 于 对 称 轴 的 直线 也 是 这 个 图 形 的 对 称 轴 . 

证 明 ” 设 平 面 图 形 尺 有 一 条 对 称 轴 ;! 和 一 个 对 称 中 心 0 , 且 点 0 在 直线 1 
上 ,直线 1 过 点 0 且 垂 直 于 /1 .由 和 定理 1.4.4 

S(11)S(1) = R(O,2 x 90F) = RO,180) = C(O) 

而 [S$S(1)]-! = S(7), 所 以 ,S(L) = C(O0)S(71). 因 FF 既是 S(1) 的 不 变 图 形 , 也 
是 C(0) 的 不 变 图 形 , 所 以 ,F 是 C(O0)S(1) 的 不 变 图 形 , 即 FF 既是 S(4) 的 不 
变 图 形 , 故 直线 li 也 是 图 形 F 的 对 称 轴 . 


36. 设 平面 图 形 既 是 中 心 对 称 图 形 , 又 是 轴 对 称 图 形 , 且 仅 有 有 限 条 对 称 
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轴 . 求 证 :或 者 图 形 F 只 有 唯一 的 一 个 对 称 中 心 , 且 所 有 的 对 称 轴 都 通过 这 个 
对 称 中 心 ;或 者 图 形 F 只 有 唯一 的 一 条 对 称 轴 , 且 所 有 的 对 称 中 心 都 在 这 条 对 
称 轴 上 . 

证 明 ” 设 平 面 图 形 FF 既是 中 心 对 称 图 形 ,又 是 轴 对 称 图 形 , 且 仅 有 有 限 条 
对 称 轴 . 

首先 证 明 如 下 事实 : 

设 0 和 i 分 别 是 图 形 F 的 任意 一 个 对 称 中 心 和 任意 一 条 对 称 轴 , 则 0 一 定 
在 1 上 . 

事实 上 ,如 图 1.29 所 示 , 如 果 0 不在! 上 , 则 由 定理 1.5.7, 直线 1 关于 点 0 
的 对 称 直线 4 也 是 图 形 下 的 对 称 轴 ,点 0 关于 直线 1 的 对 称 点 01 也 是 图 形 下 
的 对 称 中 心 ,直线 站 关于 点 01 的 对 称 直 线 1, 也 是 图 形 下 的 对 称 轴 ,点 01 关于 
直线 4 的 对 称 点 02 也 是 图 形 FF 的 对 称 中 心 ,……… ,如 此 继续 ,就 得 到 一 个 由 图 
形 F 的 对 称 轴 和 对 称 中 心 相间 组 成 的 无 穷 序列 

1,0,11,0110p0 1 


! [i lp ln-! ln 


图 1.29 

设 点 0 到 直线 1 的 距离 为 d, 则 d > 0. 显 然 直 线 ,到 1 的 距离 为 2nd, 这 说 明 序 
列 中 的 对 称 轴 是 互 不 相同 的 ,从 而 图 形 F 有 无 穷 条 对 称 轴 ,与 图 形 F 只 有 有 限 
条 对 称 轴 矛盾 ， 

其 次 证 明 : 如 果 FF 只 有 一 个 对 称 中 心 , 则 图 形 FF 的 所 有 对 称 轴 都 通过 这 个 
对 称 中 心 ， 

事实 上 ,由 刚才 所 证 ,图 形 F 的 这 个 唯一 的 对 称 中 心 在 图 形 F 的 所 有 对 称 
轴 上 . 故 图 形 FF 的 所 有 对 称 轴 都 通过 这 个 对 称 中 心 . 

最 后 证 明 :如 果 严 有 多 于 一 个 的 对 称 中 心 , 则 图 形 只 有 唯一 的 一 条 对 称 
轴 , 且 所 有 的 对 称 中 心 都 在 这 条 对 称 轴 上 . 

事实 上 , 取 图 形 FF 的 一 条 对 称 轴 1, 则 由 开头 所 证 ,图 形 FF 的 任意 一 个 对 称 
中 心 都 在 对 称 轴 ! 上 ,由 此 即 知 ,图 形 尺 仅 有 一 条 对 称 轴 , 且 所 有 的 对 称 中 心 都 
在 这 唯一 的 对 称 轴 上 . 


37. 设 平面 图 形 恰 有 偶数 条 对 称 轴 . 求 证 :这 个 图 形 必 为 中 心 对 称 图 形 . 
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证 阴 设 图 形 F 有 偶数 条 对 称 轴 山 ? 2，…， bh， bn+l 9 /2 ,由 和 定理 1.5.9, 
这 2n 条 对 称 轴 交 于 一 点 0, 且 相 邻 两 条 对 称 轴 的 夹 角 为 ~. 由 于 7 “n= 
所 以 Lv. 上 青 由 定理 1.5.5 即 知 ,图 形 FF 必 为 中 心 对 称 图 形 . 


工 
2 Ej 


38. 证 明 : 只 有 奇数 条 对 称 轴 的 平面 图 形 不 可 能 是 中 心 对 称 图 形 . 

证 明 设 图 形 有 奇数 条 对 称 轴 刀 ,1 ,…, 4441, 由 定理 1.5.9, 这 2n+1 
条 对 称 轴 必 交 于 一 点 0, 且 相 邻 两 条 对 称 轴 的 夹 角 都 相等 . 因而 其 中 没有 两 条 
垂直 的 对 称 轴 . 如果 图 形 严 有 对 称 中 心 , 则 对 称 中 心 必须 位 于 图 形 F 的 所 有 对 
称 轴 上 (否则 ,由 定理 1.5.7, 这 些 对 称 轴 关于 点 0 的 对 称 直线 也 是 图 形 F 的 对 
称 轴 , 而 点 0 关于 这 些 对称 轴 的 对 称 点 也 是 图 形 FF 的 对 称 中 心 , 这 就 导致 图 形 
F 有 无 穷 条 对 称 轴 , 巴 盾 ). 因 而 其 对 称 中 心 必 为 点 0, 于 是 由 第 35 题 ,过 点 0 
且 垂 直 于 对 称 轴 六 , 疡 11 的 直线 也 是 图 形 FF 的 对 称 轴 , 这 与 图 形 F 中 没 
有 了 两 条 垂直 的 对 称 轴 歼 盾 . 故 只 有 奇数 条 对 称 轴 的 平面 图 形 不 可 能 是 中 心 对 称 
图 形 . 

39. 设 平面 点 集 $S 有 两 条 对 称 轴 , 其 夹 角 为 9, 且 人 是 无 理 数 .证 明 : 如 果 点 
集 5 至 少 含有 两 个 点 , 则 $ 必 含有 无 穷 多 个 点 . (第 21 届 IMO 预选 ,1979) 


证 明 ” 设 0 为 点 集 8 的 两 条 对 称 轴 , 其 夹 角 为 6, 因 《 是 无 理 数 ,所 以 ， 
1 4 必 相 交 , 设 其 交点 为 0. 考 虑 轴 反 射 变换 S(1) .5S(10), 因 10.1 都 是 点 集 5 
的 对 称 轴 , 所 以 ,点 集 $ 作为 平面 图 形 既 是 S(1) 的 不 变 图 形 , 也 是 S(10) 的 不 
变 图 形 .而 S(41)S(16) = R(O,20), 所 以 ,5S 是 旋转 变换 R(O,29) 的 不 变 图 形 . 
如 果 点 集 $ 至 少 含有 两 个 点 , 则 8 中 至 少 有 一 个 点 46 2 0. 设 4 <> 


4 — e020, 4, E020, ,.. _R(0.20) A, R020) ..， 则 对 任意 正 整 数 i 
< 丈 A;_104, =20. 因 是 旋转 变换 民 (O ,2a ) 的 不 变 图 形 , 所 以 ,40 ,4 4， 


4,，,… 皆 属 于 5S. 如 果 存 在 正 整 数 i,j(i > /站 ,使 得 4; = 4;, 则 存在 整数 ,使 得 


2(i -用 = 2kr, 于 是 后 = ;为 有 理 数 ,矛盾 .因此 ,40,4i,4a,，… 4， 互 不 
相同 , 故 $ 含有 无 穷 多 个 点 ， 


40. 设 $ 是 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 .如 果 点 0 是 $ 中 除 一 点 以 外 的 集合 的 
对 称 中 心 , 则 点 0 称 为 集合 $ 的 “ 准 对称 中 心 ”, 间 :集合 $ 可 以 有 几 个 “ 准 对 称 
中 心 ”? 

解 ” 设 点 集 S 有 nn 个 点 ,将 这 个 点 射影 到 某 条 直线 上 ,使 这 n 个 点 的 射 
影 没有 重合 的 . 因为 对 称 中 心 必 为 集合 $ 中 的 点 的 连 线 的 中 点 ,中 点 的 射影 仍 
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为 中 点 ,所 以 ,我们 只 需 对 这 nn 个 点 在 一 直线 上 的 情形 讨论 即 可 . 
设 直 线 上 的 nn 个 点 的 坐标 满足 x < x < … < 和 1< zx. 如果 在 集合 5 中 


去 掉 xl, 那么 S 中 剩 下 的 点 所 购 成 的 集合 的 对 称 中 心 只 能 是 广 (xa + %。); 如 果 


在 集合 S 中 去 掉 和 ,那么 $ 中 剩 下 的 点 所 构成 的 集合 的 对 称 中 心 只 能 是 广 (z1 + 
xm_0); 如 果 在 集合 $ 中 去 掉 其 他 的 任意 一 点 ,那么 5 中 余下 的 点 所 构成 的 集合 


的 对 称 中 心 只 能 是 广 (xi + x). 因 此, 有限 集 5 不 可 能 有 超过 3 个 的 “ 准 对 称 中 
心 ”. 
如 果 S 是 由 一 个 凸 四 边 形 4BCD 的 四 个 顶点 4、B、 4 
C.D 构成 , 则 5 没有 “ 准 对 称 中心 "( 图 1.30); 站 
如 果 S 是 由 公 4BC 的 三 个 顶点 4、B8、C 以 及 边 BC 的 
中 点 导 构 成 , 则 去 掉 点 4 后 ,点 必 即 B、M、C 三 点 的 对 称 
中 心 , 而 去 掉 B、M、C 三 点 中 的 任意 一 点 , 剩 下 的 三 点 都 
没有 对 称 中 心 . 故此 时 5S 仅 有 一 个 “ 准 对 称 中 心 ” 
(图 1.31); 
如 果 5 是 由 线段 48B 的 两 个 端点 4、B 所 构成 的 集合 ， 图 1.30 
则 去 掉 任 意 一 点 , 剩 下 的 一 点 就 是 自己 的 对 称 中 心 , 故 此 时 5 仅 有 两 个 “ 准 对 
称 中 心 “( 图 1.32); 
如 果 5S 是 由 全 4BC 的 三 个 顶点 4、B、C 所 构成 , 则 去 掉 4、B、C 中 任何 一 
氮 , 剩 下 的 两 点 所 在 边 的 中 点 即 这 两 点 的 对 称 中 心 .故此 时 $S 有 三 个 “ 准 对 称 中 
心 ”( 图 1.33). 
综 上 所 述 , 有 限 点 集 $ 可 以 有 0,1,2,3 个 “ 准 对 称 中 心 ”. 


过 


B 


图 1.31 图 1.32 图 1.33 
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习题 2 


1. 证 明定 理 2.1.1, 定 理 2.1.2; 定 理 2.1.5 ~ 定理 2.1.7; 推 论 2.1.1 与 推论 
2.1.2. 

定理 2.1.1 相似 变换 是 一 一 变换 . 

证 明 ” 设 f 是 平面 rx 的 一 个 相似 系数 为 k 的 相似 变换 .对 平面 x 上 任意 两 


点 4.B, 设 4.B 一 全 >4'、B', 因 A'B = hk. 4B, 于 是 , 当 A4'、B' 重合 时 ,4、B 
亦 重合 ,所 以 人 是 单 射 . 

另 一 方面 ,在 平面 zx 上 任 取 一 点 0Q ,再 任 取 一 点 4, 令 f(4) = 4' .如果 A4 = 
0, 则 f(4) = 0; 如 果 4' z 0, 再 在 平面 + 上 任 取 一 点 有 ,使 上 .4B = 4'Q( 图 
2.1), 令 AFLB) = B', 则 因 了 是 相似 变换 ,所 以 4'B' = 4B = 4'0. 如 果 B' = 
0, 则 F(B) = 0; 如 果 B' 0, 再 在 平面 x 上 取 一 点 C, 使 人 4BC 中公 4'B'Q， 
则 这 样 的 点 C 只 有 两 个 , 设 为 C1、C2. 由 于 上: AC; = 4'Q,k: BC = B'Q(i = 
1,2) ,因此 ,车 f(C1) 关 8, 则 必 有 f(C2) = 8. 总 之 ,对 平面 x 上 任意 一 点 8, 在 
平面 x+ 上 存在 一 点 P, 使 f(P) = 0. 这 说 明 f 是 满 射 . 故 f 是 平面 x 的 一 一 变换 . 


4 QO=f(C;) 
(1 (> A 
了 了 
B B CI) 
图 2.1 


定理 2.1.2 ”相似 变换 的 逆 变 换 也 是 相似 变换 ,其 相似 系数 是 原 相 似 系数 
的 倒数 ;两 个 相似 变换 之 积 仍 是 相似 变换 ,其 相似 系数 是 原 两 个 相似 系数 之 积 . 
证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 系数 为 上 的 相似 变换 , 广 是 j 的 逆 变 换 ， 


对 平面 x 上 任意 两 点 4'、B', 设 A'、B 人 A、B, 则 A、B / A'、B'. 而 f 
是 平面 x 的 相似 系数 为 的 相似 变换 ,所 以 ,4'B' = kk， 4B, 因 此 4B = 大 
A'B' . 故 广 ! 也 是 平面 x 的 相似 变换 , 且 其 相似 系数 是 原 相似 系数 的 倒数 . 
再 设 fg 是 平面 x 的 两 个 相似 系数 分 别 为 1、ks 的 相似 变换 ,gp = g。f. 对 
平面 x 上 的 任意 两 点 4.8, 设 4.B 一 一 4" 、P", 则 存在 平面 x 上 的 两 点 4'、 
B' ,使 得 4.B 一 >A .B' 一 <>A"、B'. 因 fg 都 是 平面 x 的 相似 变换 ,上 且 相 
似 系数 分 别 为 说 ,hz, 所 以 4'B' = ky .4B,A"B” = 有 ， 4'B' ,因此 ,A"BP” = 
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kik2> "4B. 故 vo 也 是 平面 x 的 相似 变换 ,其 相似 系数 是 原来 两 个 相似 系数 之 积 . 
定理 2.1.5 在 相似 变换 下 ,两 直线 的 夹 角 大 小 保持 不 变 . 
证 明 ” 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 系数 为 k 的 相似 变换 ,平面 x 上 的 两 条 直 


线 5 .5 相交 于 点 0 ,直线 a.6 在 相似 变换 f 下 的 像 直 线 分 别 为 a'、b' ,0 一 >0'. 


因 点 0 既 在 直线 a 上 又 在 直线 b 上 ,由 推论 2.2.1, 点 0' 既 在 直线 a’ 上 ,也 在 直 
线 b' 上 . 即 0' 是 直线 a'、b' 的 一 个 公共 点 .在 直线 c .5 上 分 别 取 异 于 0O 的 点 4、 


B. 设 4、.B 一 >A'、B' ,由 定理 1.2.3,4' 在 直线 a 上 ,有 在 直线 5 上, 且 由 相似 
变换 的 定义 ,有 04' = .04,0'B =. 0B,A'’B = kk， AB( 图 2.2). 所 以 ， 
和 人 40'B nm 人 408, 故 一 40'B = 了 人 408. 即 直线 a、b 的 夹 角 大 小 在 合同 变 
换 f 下 保持 不 变 . 


图 2.2 
定理 2.1.6 ”在 相似 变换 下 , 圆 的 像 仍 是 圆 , 且 保 持 圆 上 点 的 顺序 不 变 . 像 
圆 半 径 与 原 圆 半径 之 比 等 于 相似 比 . 
证 明 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 系数 为 上 的 相似 变换 ,@(O,r) 是 平面 x 
上 的 一 个 以 0 为 圆心 、r 为 半径 的 圆 . 对 @(O,r) 上 的 任意 一 点 4, 设 0、 


4 一 大 > 0'、4', 则 由 相似 变换 的 定义 ,有 0 = 大 .04 = kr, 这 说 明 点 4 
在 (0',k.r) 上 .反之 ,对 @(0',k，r) 上 的 任意 一 点 4' ,考虑 了 的 道 变换 


广 . 设 4 广 4, 因 04 广 0 ,所 以 ,04 = k-!. O04 = ,这 说 明 点 4 在 
(0,r) 上 . 故 合同 变换 f 将 所 (0,r) 变 为 @@(0' Er). 

再 设 4、B、C、D 是 (0,r) 上 依 道 时 针 方 向 或 依 顺 时 针 方 向 排列 的 任意 
四 点 , 则 弦 4C 与 强 BD 必 交 于 一 点 P( 图 2.3). 设 4、B、C、D、P 在 变换 f 下 的 像 
分 别 为 4'、B'、C'、D'、P', 则 4'、B'、C'、D' 在 (0',r) 上 . 因 点 P 既 在 弦 AC 
上 ,又 在 纺 BD 上 ,由 定理 1.2.3, 点 P' 既 在 弦 A'C' 上 ,也 在 弦 BD' 上 . 即 弱 
A'C' 与 BD' 交 于 点 PP .所 以 ,4'、B'、C'、D' 在 (0',r) 上 也 是 依 逆 时 针 方 向 
或 顺 时 针 方 向 排列 . 故 相似 变换 还 保持 圆 上 点 的 顺序 不 变 . 

定理 2.1.7 设 公 4BC 与 全 4A'B'C' 是 平面 x 上 的 两 个 相似 三 角形 , 则 存在 


平面 x 的 唯一 的 相似 变换 f, 使 得 人 4BC 一 全 > 人 A'B'C'. 
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图 2.3 

证 明 因为 人 4BC 会 4'B'C' ,所 以 ,如 果 设 其 相似 比 为 有 , 则 存在 平面 
r 的 一 个 相似 系数 为 的 相似 变换 f, 使 得 A’ = f(4),B’ = f(B),C’ = f(C). 
吞 存 在 平面 x 的 一 个 相似 变换 g ,使 得 4’ = g(4),B = g(B),C' = g(C), 则 
相似 变换 g 的 相似 系数 亦 为 上 . 设 P 为 平面 x 上 异 于 4、B、C 的 任意 一 点 ,已 = 
FP),P =g(P), 则 P4' = kk. P4,PB -= kk: PB,P'C' = 人 .PC( 图 2.4)， 
于 是 ,P 为 @(4 ,5. PA).O(B',k. PB) OOCC,E PC) 这 三 圆 的 公共 点 . 同 
样 , 因 g(4) = 4',g(B) = B',g(C) = C' ,所 以 , 户 也 是 这 三 个 圆 的 公共 点 . 
如 果 PP zz P', 则 这 三 个 圆 有 两 个 公共 点 已 , 户 , 从 而 这 三 个 圆 的 圆心 4 、B'、 
C' 三 点 共 线 ,矛盾 .因此 必 有 P = P' .这 就 是 说 ,对 平面 x 上 的 任意 一 点 P, 都 
有 g(P) = fA(P), 故 g = f. 换 名 话说 ,使 得 全 4BC 变 为 人 A'B'C' 的 相似 变换 
是 唯一 的 . 


A 


PP") 


图 2.4 
推论 2.1.1 在 相似 变换 下 ,直线 的 像 是 直线 ;射线 的 像 是 射线 ;线段 的 像 
是 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 对 应 线段 的 中 点 . 
证 明 ”人 先 证 明 在 相似 变换 下 ,直线 的 像 是 直线 . 
事实 上 ,如 图 2.5 所 示 , 设 f 是 平面 z 的 一 个 相似 变换 ,1 是 平面 x 上 的 一 条 
直线 .在 1 上 取 两 个 不 同 的 点 4、8, 令 4' = AH4),B' = f(B8). 由 定理 2.1.1,4'、 
8B' 也 是 平面 + 上 的 两 个 不 同 的 点 ,从 而 4A'、B' 两 点 确定 一 条 直线 1 . 设 P 是 直 


线 1 上 异 于 4 .有 的 任意 一 点 ,P 一 二 > 忆 .由 定理 2.1.3,P' 在 直线 ! 上 ;反之 ， 
对 于 直线 ! 上 异 于 4'、B' 的 任意 一 点 0' ,考虑 f 的 道 变换 f-!, 由 定理 1.2.2, 广 ! 


也 是 一 个 相似 变换 . 设 0' 一 全 > 0,4' 一 ~ 4.B8' 一 全 > B, 而 4.B 是 I 上 
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的 两 个 不 同 的 点 ,再 由 定理 2.1.3, 点 0 在 /1 上, 且 0 = /LO). 故 相似 变换 /将 
直线 1 变 为 直线 /. 


过 和 B' 
P p' 
{ Lr 


图 2.5 
再 证 明 在 相似 变换 下 ,射线 的 像 是 射线 . 
事实 上 ,如 图 2.6 所 示 , 设 f 是 平面 x 的 


一 个 相似 变换 , 04 是 平面 + 上 的 一 条 以 0 0 
为 端点 的 一 条 射线 ,0 .4 一 一 ~ 0'、4'. 设 4 p 
P 是 射线 04 上 异 于 0、4 的 任意 一 点 , 设 / A 
P 一 全 > p', 则 由 定理 2.1.3, 点 P' 在 直线 0 


0'4’ 革 且 如 果 P 在 0.4 之 间 , 则 已 在 0 .4: 
之 间 ; 如 果 4 在 0、P 之 则 , 则 在 0'、P' 之 图 2.6 
间 . 总 之 , P' 在 射线 0'4' 上 . 
反之 ,对 于 射线 0'4' 上 异 于 0 .4' 的 任意 一 点 0' ,考虑 f 的 逆 变 换 f!, 由 


定理 2.1.2, 广 ! 也 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 , 且 0'.4' 一 > 0.4. 设 


0' 一 全 0, 则 重复 刚才 的 讨论 可 知 ,0 在 射线 04 上 ,日 0 一 0. 

综 上 所 述 ,相似 变换 f 将 射线 04 变 为 射线 0'4 

最 后 证 明 在 相似 变换 下 ,线段 的 像 是 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 像 线段 的 
中 点 ， 

事实 上 ,如 图 2.7 所 示 , 设 /是 平面 x 的 
一 个 相似 变换 ,4B 是 平面 + 上 的 一 条 线段 ， 


A、B 一 >A'、B'. 设 P 是 线段 48 上 任意 Pp 


点 ,P 一 全 > P', 则 由 定理 2.13, 点 P' 在 直 9 
线 4'B' 上. 因 点 PP 在 4、8B 之 间 , 所 以 ,点 P' 8 
在 4'、B' 之 间 , 即 点 已 在 线段 4'B' 上 . 

反之 ,对 于 线段 4'8' 上 的 任意 一 点 0， 图 2.7 
考虑 了 的 逆 变 换 广 ,由 定理 2.1.2, 广 ! 也 是 


平面 x 的 一 个 相似 变换 , 旦 4 .B' 一 > 4.8. 设 0' 一 全 > 0, 则 重复 刚才 的 
讨论 可 知 ,0 在 线段 4B 上 , 且 0 0'. 
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再 设 MM 是 线段 48 的 中 点 ,M 一 >M , 则 MM 在 4'B' 上 ,日 4M -= 天. 
AM = 下 .HB = M'B' ,所 以 M' 是 线段 4'8' 的 中 点 .这 就 是 说 ,在 相似 变换 下 ， 
线段 的 像 是 线段 , 且 线 段 的 中 点 的 像 是 像 线段 的 中 点 . 

推论 2.1.2 在 相似 变换 下 ,两 正 交 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ;两 平行 直 
线 的 像 仍 是 两 平行 直线 . 

证 明 由 定理 2.1.5, 相 似 变换 保持 两 直线 的 夹 角 大 小 不 变 , 因 此 ,在 相似 
变换 下 ,两 正 交 直线 的 像 仍 是 两 正 交 直线 ; 设 f 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 ,cb 


是 平面 x 上 的 两 条 平行 直线 ,ae 、.b a' 、b' ,由 推论 2.1.1,a’、b' 仍 是 平面 x 
上 的 两 条 直线 .如 果 ga’ 、b' 有 公共 点 P' ,考虑 f 的 道 变换 f!, 由 定理 2.1.2, 广 ! 


也 是 平面 x 的 一 个 相似 变换 , 自 a 、b -三 > a.b. 设 PP 广 P, 因 为 P 既 
在 直线 a 上 ,也 在 直线 6 上 ,所 以 点 P 既 在 直线 a 上 ,也 在 直线 上 上 , 即 两 条 直 
线 a、b 至 少 有 一 个 公共 点 ,这 与 a / 矛盾 .这 个 矛盾 说 明 直 线 a' 、b' 也 无 公 
共 点 . 故 ao /5b'. 


2. 证 明 : 平 面 x 上 任意 一 个 平移 变换 都 可 以 表示 为 两 个 位 似 变换 之 积 , 且 
其 中 一 个 位 似 变 换 可 以 任意 选取 , 只 要 位 似 系数 不 等 于 1 即 可 . 

证 明 ” 设 7T(v) 是 平面 x 的 一 个 平移 变换 .在 平面 x 上 任 取 一 个 位 似 变换 
H(O1,k) ,其 中 闫 1, 则 由 定理 2.2.8, 8(O01,k)T(v)、T(y)H(O,,k) 都 是 位 
似 变 换 , 且 位 似 系 数 不 变 .于 是 , 设 

H(Oj,kE)T(v) = H(O2,k), T(rv)H(OI,k) = H(O3,k) 
则 有 

T(vy) = [H(O1,k)]-'H(O,, Ek) = H(O'1,k™!)H(O,,k) 

T(vy) = H(O,,k)LH(OW, kK)! = H(O,,k)H(O,,k-!) 
即 乎 移 变 换 T(v) 可 以 表示 为 两 个 位 似 变换 之 积 , 且 其 中 一 个 位 似 变换 可 以 任 
意 选 取 . 


3. 证 明 : 平 面 x 上 的 所 有 位 似 变换 与 平移 变换 合并 在 一 起 构成 的 集合 作成 
一 个 变换 群 . 

证 明 ” 设 6 是 平面 x 的 所 有 位 似 变 换 或 平移 变换 所 构成 的 集合 .对 于 C 
中 的 任意 两 个 变换 Ag ,如 果 Ag 都 是 位 似 变换 ,由 定理 2.2.7, fe 是 一 个 位 似 
变换 或 平移 变换 , 即 fg 仍 属 于 C; 如 果 f、g 一 个 是 位 似 变 换 ,一 个 是 平移 变换 ， 
则 由 定理 2.2.8, 户 是 一 个 位 似 变换 ,此 时 产 仍 属于 GC; 如 果 Ag 缘 为 平移 变换 ， 
则 由 定理 1.3.3, 奴 仍 是 平移 变换 ,此 时 ,fg 还 是 属于 G. 又 由 定理 2.2.3, 位 似 变 
换 的 道 变换 仍 是 位 似 变换 ,由 定理 1.3.4, 平 移 变换 的 逆 变 换 仍 是 平移 变换 , 即 
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对 G 中 的 任意 变换 f,f -! 仍 属于 6, 故 由 定理 1.1.3,G 是 一 个 变换 群 . 


4. 设 ks 居 0,1, 目 H(O2,k2)H(O1,h) = H(O,kik>2). 求 证 :0 是 线段 
010; 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 


ki + 二 2 
证 明 ”由 等 式 (2.2.2), 有 010 = 二 一 | * 0105. 于 是 0 是 线段 010; 的 


中 把 必 010 = 六 DO Ei = oh + = 2. 
5. 设 01、0, 是 平面 x 上 不 同 两 点 ,12 #1, 且 H(O01,k1)H(0,,k2) = 
H(O ,kik2). 求 证 :对 于 任意 非 零 常数 上 ,00，= 010 的 充分 必要 条 件 是 
ki 1 1 
下 
证 明 因 00; = 010; - 00 ,而 由 等 式 (2.2.2) ,有 


010 = -i 0.0: 
于 是 , 00; = :O10 00 = (+1) 01100 
(zz -lt+l) 1 ki 1 _1 1 
kiks— 1 -Et + 


6. 设 01、0, 是 平面 x 上 不 同 两 点 ,kk -1, 有 量 
H(O1,k2)C(O)H(OI,R) = H(O, — kik,) 
求证 ; 
(1)0 与 0, 重合 的 充分 必要 条 件 是 hh + - 2. 


(2) 0 为 线段 010, 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 后 + 让 -4. 
证 明 ” 因 Cc(0,) = H(0,, - 1), 于 是 , 设 
C(O)H(O,k,) 一 H(O;, 一 k1) 
则 有 H(O1,k2)H(CO3, - 1) = H(O, -kik;). 且 由 等 式 (2.2.2), 有 


— 2 -i k>—]1 — 
O03 01 一 一 ki +1 010;, 003 一 有 2 + 1 O0301 
因 003 = 001 - 0301, 所 以 
一 一 一 k2 一 ] 一 一 一 一 ko( ki 十 1) 2k2» 
OO 二 (1 + Ep rl) 0301 二 有 大 + 1 O30 三 一 kiks+1 OO 
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于 是 


一 一 一 2k 
0 与 0 重合 局 0201 = -大 有 1 000:e 
2 
有 有 Tt 
0 为 线段 010; 的 中 点 全 
PP 工 . 廊 六 _ 2p _ 1 1 
O00; = - 9 010203 Fh + 1 二 2 全 后 + 有 = 


7. 设 直线 4B、CD 交 于 点 0 ,在 以 0 为 位 似 中 心 的 某 个 位 似 变 换 下 ,A4、B、 
CD 一 4'、B'、C'、D' .求证 :4、B、C.D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 
AA’ . BB’ = CC . DD’ 


、 、 H(O,k 
证 明 ”如 图 2.8.2.9 所 示 , 设 4.BCD 芋 2 人 4 及 CD 则 


0O4' 08 OC OD 


04 08- -05 
所 以 
04' -04 _ 08 -08 0C-0OC 0P -0D 
O4 加 QB OC 和 OD 
有 WC 
O04 “0B 0 0D 
A.BB Ce .Dy 
因此 Oi.08B = 元 而 


于 是 ,由 圆 客 定理 及 其 逆 定 理 即 得 ,4、.B、C、D 四 点 共 圆 一 
04.08 = 0C. OD AA’ . BB’ = CC . DD’ 


图 2.8 


8. 设 S(O0,k,0) 是 平面 x 的-- 个 位 似 旋转 变换 ,i 是 平面 + 上 的 一 条 直线 . 


S(O,k,0) 


试 在 直线 ! 上 求 一 点 已 ,使 得 当 PP 一 一 一 > P' 时 ,线段 PP' 为 最 短 . 
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解 ”如 图 2.10 所 示 , 当 点 在 直线 /上 变 
动 时 ,所 有 的 和 OPP' 都 是 相似 的 ,因而 5 是 
一 个 常数 .于 是 ,线段 PP' 为 最 短 当 且 仅 当 线段 


OP 为 最 短 . 因 此 , 当 点 P 为 位 似 旋 转 中 心 0 在 
直线 ;上 的 射影 Po 时 ,线段 PP' 为 最 短 . 


9. 设 S(0,k,9) 与 SC) 分 别 为 平面 x 的 
一 个 位 似 旋转 变换 与 一 个 轴 反 射 变换 , 旦 位 似 
旋转 中 心 0 在 反射 轴 1 上 .证 明 : 
(1)S(1)S(O,k,0)S(1) = S(O,k, - 0); 
(2) S(O,k,0)S(I)S(O,k,0) = S(L). 
其 中 直线 /通过 位 似 旋转 中 心 0, 且 x (1 ,1) = 0. 
证 明 (1) 如 图 2. 11 所 示 , 对 平面 x 上 任意 一 点 4, 设 在 变换 
S(1)S(O,k,0)S(1) 
S(1) S(O,k,0) S(1) 


下 ,4 一 4', 则 存在 41、4;, 使 得 4 一 一 > 41 一 一 一 > 4, 一 一 > 4'. 因 此 ， 
04' = 042,04; = 上， 041,04! = 04, 于 是 ,04' = 上， 04. 又 因为 Ai、 


4 4、4', 所 以 404' = A104， = - 9. 故 由 位 似 旋转 变换 的 定义 即 


知 S(1)SCO,0)SC) = SCO,E，- 0). 
(2) 如 图 2.12 所 示 ,对 平面 x 上 任意 一 点 4 , 设 在 变换 
S-'(O,k,0)S(1)S(O0,k,0) 


. S(O,k,0) SCT) 
下 ,4 一 4 , 则 存在 A1、4;, 使 得 4 一 一 ”4 一 人 >4， 


S11(0,k,9) = S(O,k-!,- 9), 因 此 

04' = k7'.04,,04, = 0A1,04A! = k. O04 
于 是 ,04' = 04. 为 一 方面 ,过 位 似 旋 转 中 心 0 作 直 线 /, 使 得 祈 (7 ,1) = 0. 
因为 4、4' Ce 41、42 ,1 一 > 14, 而 直线 1 平分 祈 A1042, 所 以 直线 
/平分 x 404' ,这 说 明 4 


S$-'(0,k,0) 、、 
一 一 ~4'. 注 意 


S(L) 


4'. 故 


S-'(O,k,0)S(I)S(O,k,0) = SC ) 
也 再 
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10. 设 S(O,k,0)(k 产 1)、T(y) 分 别 是 平面 x 的 一 个 位 似 旋转 变换 与 一 个 
平移 变换 .证 明 : 存 在 点 0' ,使 得 S(O,k,0)T(v) = S(O',k,0). 并 根据 0 、k、 
9 vr 确定 点 0' 的 位 置 . 

证 明 如 图 2.13 所 示 ,首先 取 点 P、0， 
使 得 OP = ， x P00 = 0, 且 0O0 = kh-!. 
OP; 其 次 在 直线 PO 上 取 点 R, 使 得 
你 ORP = 90; 最 后 以 OR 为 一 条 对 角 线 作 平 
行 四 边 形 OPRO' . 往 证 : S(0,k,0)T(v) = 
S(O',k,0). 

事实 上 ,由 x ORP = 0 知 , 人 AROP cm 
和 人 0O0P, 而 00 = -1. OP, 所 以 ,PR = 上， 图 2. 13 
OR. 又 OPRO' 为 平行 四 边 形 ,因此 ,  ROO' = xx ORP =0,00' = PR = 天. 
OR. 再 注意 0 页 = 0P 可 知 

DJ T(y) R S(O,k,0) Di 


、 7 S(O,k,0 
于 是 ,对 平面 + 上 任意 一 点 4, 设 4 一 > 4' 人 和 pr, 则 RA' = 0'4， 


04 = EE. RA',H ¢ (O04,RA’) = 0, (KR 04 ) = 9, 所 以 ,0'4 = 
上。 0'4, 且 
大 404 = 大人 (04,R4')+ 太 (R4 04) =0+9 = 6 
由 位 似 旋转 变换 的 定义 即 知 , S(O,k,9)T(v) = S(O0’,k,0). 
注 ”存在 性 也 可 由 定理 1.3.1 与 定理 2.3.2 得 到 .但 上 述 证 明 则 直接 根据 
OO 确定 了 点 0 的 位 置 . 


11. 平 面 上 有 两 个 其 对 应 边 不 平行 的 真正 相似 的 n(n > 3) 边 形 4142… A4， 
和 Bi1B,… B,( 不 一 定 是 凸 的 ). 设 直线 AA,,! 与 Bi:B;,i 交 于 点 C; ,过 4 、 有、C; 三 
点 作 圆 (i = 1,2,…,n, hiil = A1, Bri 二 B1). 求 证 :nn 个 圆 请 、…、T, 共 点 . 
(首届 全 国 数学 竞赛 命题 比赛 三 等 奖 ,1989) 

证 明 ” 因 n 边 形 4142… Ah, 和 8B1B,…B, 真正 相似 ,所 以 ,存在 一 个 位 似 旋 


S(O,k,0) 
转变 换 S(O,k,0) ,使 得 4142 4 -30 Bi1B,…B,. 由 定理 2.3.3， CO、4;、 


B:\C; 四 点 共 圆 (1; 一 1,2,…,n), 换 名 话说 , 辐 Ti TT, 丝 过 位 似 旋转 中 
心 O. 故 这 nn 个 圆 T、T,、…、T, 共 点 . 


12. T( O! 9 kl 9 11) 与 T( 0,,， 2 ， 12 ) 是 平面 下 上 的 两 个 位 似 轴 反射 变换 . 证 明 


(1) 当 嫉 /时 ,大 有 2 产 1, 则 存在 点 0 ,使 得 
T(O,,k2, 2) T(OI, ki,l) = H(O, kik,) 
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车 kik。 = 1, 则 存在 癌 量 ，, 使 得 
7T(O02 ,112)T(CO ED) = 了 (y) 
(2) 当 厂 上 六 时 , 则 存在 点 0 ,使 得 
T(O2, k,l2) TO kis 0) = H(O, - kik2) 
证 明 ”如 图 2.14 ~ 2.16 所 示 , 对 平面 x 上 任意 两 点 4、B , 设 


4A.B T( O01, ki, 11) A' Bp T( 0,, kz, La) pp 


则 有 4'B’ = 有 .4B;,4"B = ks: 4'8 ,所 以 ,4 区 = kik,* AB. 
又 由 定理 2.4.4, 文 (4B ,11) = (1,4'B'), (4B ,Ll) = (lA4P) 


所 以 
大 (AB,A’BP”) 二 和 (AB,1,) 十 不 (1 ,A'B’) 十 注 (A'B’ , [2 ) 十 区 《1 4 有 ) 三 
2 人 (L,A’'B') + 2 区 (A’'B’' ,1,) = 2 < (Li, 1L2) 


图 2.14 


(1) 当 有 /4 时 (图 2.14,2.15), 则 有 
大 《i,12) =0, 所 以 ,区 (4B,A"P") = 0. 再 结 
合 4B” = kp， AB 即 知 4 成 = 而 已 .个 .于 
是 ,由 定理 2.2.1, 若 kks 1, 则 存在 点 0 ,使 得 

T(O2,k2,12) TO k,l) = H(O, kik2) 

是 一 个 外 位 似 变 换 . 

若 fj2 = 1, 则 存在 向 量 v ,使 得 7( 0,,k,， 
有) T(O01,h, 11) = T(v) 是 一 个 平移 变换 . 图 2.16 

(2) 当时 (图 2.16), 则 有 六 (42) =90, 所 以 , 大 (4B ,4" 尺 ) = 
180p .再 结合 4"BPr = kk2， 4B 即 知 4 太 = - kk。 她 .于 是 ,由 定理 2.2.1, 在 
在 点 0 ,使 得 


T(O2,k2,12) T(O1, ki,l) = HCO, — kikz) 
是 一 个 内 位 似 变换 . 


13. 证 明 :H(O, -1)S(7) 与 S$S(1)H(O, -1) 缘 为 其 反射 轴 竺 直 于 /的 滑 
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动 反射 变换 . 

证 明 如 图 2.17,2.18 所 示 , 设 过 位 似 中 心 0 且 垂 直 于 反射 轴 / 的 直线 为 
由. 对 平面 r 上 任意 一 点 4, 设 4 一 > 4' 0 让 pr, 则 44' /1, 且 0 为 
线段 4'4" 的 中 点 ,所 以 ,线段 44" 被 直线 几 平分 .再 设 直线 1 与 1 交 于 及 ,点 4、 
4 4" 在 直线 /1 上 的 射影 分 别 为 P、O、R, 则 1 、O 分 别 为 线段 PO、OR 的 中 点 ， 
所 以 ,PO = 2. MMO,0OR - 2. 00. 于 是 

PR = PO + OR = 2. MO +2. 06 =2. MO 

是 一 个 固定 向 量 . 故 8(0, -1)S(1) = CG(L1,2. 及 ) 是 一 个 滑动 反射 变换 .又 

SC(ID)H(O, -1) = [S(1)]-IH(O, -1)]-! = [H(O, - 1)8(1)]-! = 

[GCG(11,2: MO)]J-! = G(11,2. OR) 

因此 ,S$S(1)H(O, -1) = CG(4,2. 0 用 ) 也 是 一 个 滑动 反射 变换 . 


\| 
4 
x 


| 
A 


图 2.18 


14. 证 明 ; 寿 一 个 平面 图 形 是 某 个 位 似 轴 反 射 变换 (位 似 系数 上 过 1) 的 不 变 
图 形 , 则 这 个 图 形 也 是 某 个 位 似 变换 的 不 变 图 形 . 

证 明 ” 设 图 形 请 是 位 似 轴 反 射 变换 T(O0,k,7) 的 不 变 图 形 , 则 下 也 是 变换 
[7T(0,k, 1) 了 的 不 变 图 形 . 因 7T(O,k,i1) = S(I)H(O,k) = H(O,k)S(1), 所 
A 

[T(O,k,1)] = [HC(O,Kk)S(I) [LS(DH(O,k)] = 
H(O,kE)L S(I)S(I) IH(O,k) = H(O, hk?) 
而 如 关 1( 因 产 1), 故 图 形 FF 也 是 位 似 变 换 有 H(O, 忆 ) 的 不 变 图 形 . 


15. 证 明 : 太 (0,k)SC(D(k 产 - 1) 是 一 个 位 似 轴 反射 变换 . 
证 了 朋 ”如 图 2.19,2.20 所 示 , 设 点 0 在 直线 ! 上 的 射影 为 M. 因 kk 关 -1, 所 
以 平面 x 上 存在 唯一 的 一 点 01, 使 得 


~ 一 大 


OM = . OM 
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、 SC1) 
设 O01 一 0 1 , 则 


O10™ - 20 诗 = 2 OF 
00 = OM - O01 = (1 -171) OF = 1 i* OM 
天 产 天 一斑 产 1 -kk)、 >» 2 
007 = O00 + O0107 = (和 + 一 可) 0OW = 2. 人 0 


一 一 > 一 -一 > H(O,Kk 
所 以 ,OO0| = 大。 00.1. 故 0 下 0 各 Ol. 


(k>0) (Kk<0) 
图 2. 19 2.20 
SI) H(O,k) 


对 于 平面 x 上 任意 一 点 4, 设 4 一 一 > 4' 一 一 > h”, 则 有 
O14” =1 kl-: 04 =|1k1. 014 
01'4' 与 014 关于 直线 1 对称 , 014” // 014'. 
lj? 当 k > 0 时 (图 2.19), 设 过 01 且 与 1 平行 的 直线 为 4 上, 则 由 014"” /VW 
014' ,014' 与 014 关于 直线 1 对 称 即 知 ,直线 /平分 4014". 由 位 似 轴 反射 
变换 的 定义 ,得 H(O,k)S(1) = T(01,k,1). 
2° 当 k < 0 时 (图 2.20) , 设 过 点 01 目 与 1 垂直 的 直线 为 由 , 则 0、01、Or 都 
在 直线 上 上 ,于 是 ,由 位 似 变换 与 轴 反 射 变换 的 性 质 , 有 
广 4001 = 六 400 = 区 4010 = 01014 
即 直线 4 平分 人 404" .由 位 似 轴 反射 变换 的 定义 即 知 
S(I)H(O,k) = 7(O0，- 大 人) 
综 上 所 述 ,只 要 大 产 - 1,H(O,k)S(1) 就 是 一 个 位 似 轴 反射 变换 . 


16. 设 7T(O0,k,1) 是 平面 x 的 一 个 位 似 轴 反 射 变换 ,m 是 平面 + 上 的 一 条 直 

线 . 试 在 直线 m 上 找 出 一 点 P, 使 得 当 P 一 > p' 时 ,线段 PP' 为 最 短 . 
证 明 。 当 m/ 1 时 ,如 图 2.21 所 示 , 设 mw- 一 全 > m', 则 m// m .此 时 ， 

设 位 似 中 心 0 在 直线 m 上 的 射影 为 P,P 一 一 > P', 则 PP' 为 两 平行 线 贺 、 
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m' 之 间 的 距离 .显然 ,对 直线 m 上 任意 一 点 0, 当 0 -0 0 时 ,00' -> 
PP' .因而 此 时 PP' 最 短 . 

当 直线 m 与 1 相交 时 ,如 图 2.22 所 示 , 设 m0 人 mm , 则 直线 抽 与 m 
相交 于 一 点 K. 设 位 似 中 心 0 在 mm 上 的 射影 分 别 为 用 .MM , 则 本 于 和 
M' .显然 ,0O、M、K、M' 四 点 共 圆 , 记 这 个 贺 为 卫 . 设 以 有 、M 为 定点 ,天 为 定 比 
的 阿 氏 圆 与 圆 了 的 另 一 个 交点 为 了 , 则 有 -7 = 名 和 = 天, 所 以 


OM 
S(T,E, MTM 
ME yy 


2.21 


T(O,k,1) 


对 直线 上 的 任意 一 点 O( 关 1M), 设 0O 0 , 则 0' 在 直线 m’ 上 ， 
有 -k= .又 TK、.M、M' 四 点 共 圆 ,所 以 x TM'0= x TMO ,这 样 
便 有 会 TM'Q' 中 和 TWO ,因此 ,0 一 信和 % 9' .反之 ,对 直线 mm 上 的 任意 


、 SCT,k, MTM') rn " ， 
-点 0OC2jM, 设 0 0 , 则 他 信 -天 =- 2 .又 K.M.O.M 


四 点 共 圆 ,所 以 ,x 0M'0 = x 0M0 ,因此 ,全 OM0 与 人 ONO 镜像 相似 .于 是 
我 们 证 明了 如 下 事实 : 

设 0 是 直线 m 上 一 点 ,0' 是 直线 m' 上 一 点 , 则 O、O' 是 以 0 为 相似 中 心 
的 镜像 相似 对 应 点 的 充分 必要 条 件 为 CQ .CO' 是 以 了 为 相似 中 心 的 真正 相似 对 应 
点 . 

这 样 一 来 ， 设 点 了 在 直线 mm' 上 的 射影 分 别 为 P.P， 则 


S(T,k, MTM’ ) 了 (人 ,天 人) _ 
一 一 一 人 一 一 > Pp', 从 而 PP 一 一 一 > P' .由 第 8 题 ,线段 PP' 为 最 短 . 


17. 设 两 个 三 角形 镜像 相似 . 证 明 : 它 们 的 对 应 边 的 交角 的 平分 线 互 相 平 
行 . 
证 明 ”如 图 2.23,2.24 所 示 , 设 个 4BC 与 全 4'B8'C' 镜像 相似 , 则 存在 一 个 


镜像 相似 变换 f, 使 得 全 4BC 一 公 4'B'C' , 因 平面 上 的 镜像 相似 变换 或 是 位 似 
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轴 反 射 变 换 ,或 是 滑动 反射 变换 . 若 /是 位 似 轴 反 射 变 换 , 则 由 定理 2.4.4 可 知 ， 
两 对 应 直线 的 交角 的 平分 线 平行 于 其 内 反射 轴 , 故 人 4BC 与 全 4'B'C' 的 对 应 
边 的 交角 的 平分 线 是 互相 平行 的 ,它们 皆 平 行 于 内 反射 轴 ; 若 f 是 滑动 反射 变 
换 , 则 由 滑动 反射 变换 的 定义 可 知 ,两 对 应 直线 的 交角 的 平分 线 平 行 于 其 反射 
轴 , 故 人 48BC 与 个 4'B'C' 的 对 应 边 的 交角 的 平分 线 是 互相 平行 的 ,它们 皆 平 行 
于 反射 轴 . 


图 2.23 图 2.24 


18. 设 全 48BC 和 人 48C ,相似 系数 不 等 于 1, 以 相似 比分 别 内 分 和 外 分 线 
段 44、B'B、C'C, 内 分 点 和 外 分 点 分 别 为 D.E、F 和 P、O、R, 再 分 别 以 DP、 
EQ、RF 为 直径 作 圆 .证 明 : 无 论 人 4'B'C' 与 人 4ABC 是 真正 相似 还 是 镜像 相似 ， 
所 作 三 个 圆 总 是 共 点 的 . 

证 明 ”如 图 2.25,2.26 所 示 , 若 人 4'BC' 与 人 4BC 真正 相似 , 则 存在 一 个 


位 似 旋转 变换 S(0,k,0), 使 得 ABC 下 和 4BC; 若 人 4'B'C' 与 
全 4BC 镜像 相似 , 则 存在 一 个 位 似 轴 反射 变换 T( 0 ,%,7) ,使 得 


T(O,k,! 
人 和信 A'B'C' TO 人 人 45C 


几何 变换 
与 几何 证 题 


因此 ,无论 全 4'B'C’ 与 人 4BC 是 真正 相似 还 是 镜像 相似 , 设 其 相似 中 心 为 0， 
则 有 人 4 = .又 由 假设 ,人 2 = 入 = ,所 以 0D、OP 分 别 为 和 4'04 的 内 角 
平分 线 和 外 角 平 分 线 ,因而 0D 1 0P, 这 说 明 点 0 在 以 DP 为 直径 的 圆 上 . 换 句 


话说 ,以 DP 为 直径 的 圆 过 点 0. 同 理 ,以 E0 为 直径 的 圆 和 以 RF 为 直径 的 圆 皆 
过 点 0. 故 分 别 以 DP 、EQ 、RF 为 直径 的 三 个 圆 是 共 点 的 . 


图 2. 26 


19. 设 4BCD 和 4'B'C'D' 是 同一 国家 同一 区 域 的 两 幅 正 方形 地 图 ,但 按 不 
同比 例 尺 画 出 ,并 且 一 正 一 反 又 放 . 求 证 :小 地 图 上 有 县 只 有 一 -点 0, 它 和 大 地 
图 上 表示 同一 地 点 的 0' 重合 . 

证 明 如 图 2.27 所 示 , 显然 , 正方 形 
ABCD 和 A'B'C'D' 锐 像 相似 , 且 相 似 比 大 = 


2 > 1, 由 定理 2.4.8, 存 在 一 个 位 似 轴 反射 


变换 T(O0,k,1) ,使 得 
正方 形 48CD -全 正方 形 4'B'C'D'. 
因 正 方形 4BCD 与 正方 形 4’B'C'D' 一 个 在 
另 一 个 内 部 ,所 以 ,点 0 一 定 在 小 正方 形 48CD 图 2.27 
内 部 . 由 于 位 似 中 心 是 位 似 轴 反 射 变换 的 唯一 的 不 动 点 . 故 点 0 无 论 作 为 小 地 
图 上 的 点 ,还 是 作为 大 地 图 上 的 点 ,都 表示 同一 地 点 . 


20. 设 半径 分 别 为 ri 、r2(ri sz 72) 的 两 圆 PP 相交 ,过 它们 的 一 个 交点 任 
作 两 条 割 线 48B、CD ,其 中 4、C 在 圆 P 上 ,B.D 在 加 上 .P、0 分 别 外 分 线段 
4D、CB, 且 PD = 外 = 于 ,两 圆 的 外 公 切 线 交 于 0. 证 明 :0 .P、@ 三 点 共 线 

证 明 如 图 2.28 所 示 , 设 圆 也、 了 的 圆心 分 别 为 01、0;, 则 014 = 0O1C， 
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02D = 028B8 ,再 设 害 线 4B、CD 过 圆 局 与 的 交点 $, 则 

+ AOC = 2 AKC = 2 + BKD = 4 BOD 
所 以 ,全 014C 与 人 0,DB 镜像 相似 . 而 P、0 分 别 外 分 其 对 应 顶点 的 连 线段 
AD、CB, 所 以 ,P、0 都 在 全 014C 与 全 0,DB 的 外 反射 轴 上 .又 因 圆 了 | 与 T, 的 


外 公 切线 的 交点 0 外 分 线段 010, 且 60 = 型, 所 以 点 0 也 在 人 014C 与 


全 02DB 的 外 反射 轴 上 . 故 0、P、Q 三 点 共 线 . 


21. 设 人 2 是 公 ABC 的 第 一 Brocard 点 ,直线 40 与 BC 交 于 DD. 求 证 : 


BD AB” 
DC ”BC? 
证 明 如 图 2.29 所 示 , 因 0 是 个 4BC 的 一 一 ~ 4 


第 一 Brocard 点 , 所 以 ,B40 = 一 4CQ = 
过 CBQ . 设 射线 4D 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 EE， 
则 有 
NEB = 4CB, CEN = /CBA 
LEBN = /EBC+ /CBN = 
LEAC + /BAN = /BAC 
ANCE = LNCB + LBCE 
NCB + /BAE = 
LNCB + /AACN = /LACB 


， BO AB 02F AB” BO? 

从 人 人 一 -全 一 一 “一 20 _ 

所 LB, 人 BOE 人 ABC cn QEC ,从 而 让 = pC = EC ,因此 ， pea = EC 
另 一 方面 , 因 人 BO 人 QEC, 所 以 ,BOQE = 0EC, 因 此 ,BO0 A EC. 


故 
AB’ 


DC EC BC 


BD _ BO 
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22. 证 明 : 任 意 三 角形 的 Brocard 角 不 超过 30P. 

证 明 ”如 图 2.30 所 示 , 设 2 是 人 4BC 的 
第 一 Brocard 点 , 则 人 4BC 的 Brocard 角 

w = 一 B40 = 4GQ = /CBN 

设 直线 492 、BQ 与 人 4BC 的 外 接 圆 分 别 交 
于 D、E( 不 同 于 全 4BC 的 顶点 ), 则 不 难 知 道 
人 QBD cn 和 CE50 ,所 以 ,8 .OP = BD. CE. 

再 设 公 4BC 的 外 接 圆 的 半径 为 尺 , 则 由 正 
弦 定 理 , BD = CE = 2Rsin ww ,于 是 图 2. 30 

BN . NF = 4R’sinw 
为 一 方面 , 设 全 ABC 的 外 心 为 0, 则 由 圆 寡 定理 ( 见 附录 A) 
BON. QE = R*- O00 eR 

所 以 ,4sinw < 1. 由 此 即 可 得 到 w < 30p. 且 w = 30P 当 且 仅 当 全 4BC 的 第 一 
Brocard 点 Q2 与 外 心 0 重合 , 当 且 仅 当 人 48BC 是 一 个 正三 角形 . 


23. 设 忆 是 人 4BC 内 任意 一 点 .求证 : PAB、 人 PBC、 人 PC4 中 至 少 有 一 个 
角 不 超过 30?. (第 32 届 IMO ,1991) 

证 明 ”如 图 2.31 所 示 , 设 @Q 是 人 4BC 的 
第 一 Brocard 点 , 则 点 P 必 在 人 人 QpBC、 和 人 AQc4、 
人 248 这 三 个 三 角形 的 某 一 个 之 内 (包括 三 角 
形 的 边界 ) .不 失 一 般 性 , 设 点 已 在 人 CQBC 内 ， 
则 二 PEBC < 人 QBC. 由 上 题 ,了 QBC < 30p , 故 
LPBC 三 30. 


24. 设 人 ^A4;BiC 中 个 4,B,C, 小 人 48C， 图 2.31 
点 41、B1、Ci 分 别 在 的 边 4B、BC、C4 上 ,点 4,、B，、C; 分 别 在 的 边 C4、4B 、BC 
上 , 且 BC 和 B,C 与 BC 构成 等 角 . 求 证 : 

(1)AA1BIC! 人 4,B, Cs; 

(2)B2C MA BC, C2A1 // Ch,A2B1 / AB; 

(3)A1、Bi、C1i、4A2、B2、C; 六 点 共 圆 . 

证 阴 首先 证 明 (1). 如 图 2.32 所 示 , 因 为 人 4iBiC 路 人 4BC, 且 点 41、 
Bi、Ci 分 别 在 的 边 4B、BC、Ch4 上 ,所 以 ,全 41B1Ci 与 人 4BC 的 相似 中 心 是 
全 ABC 的 第 一 Brocard 点 Q21, 且 由 定理 2.3.2 知 , (BC, BiC1) = 40141. 同 
样 ,个 A，B2C; 与 全 4BC 的 相似 中 心 是 全 4BC 的 第 二 Brocard 点 D，, 且 (BC， 
B,C,) 三 庆 40242. 因 有 Ci 和 和 B2C, 与 BC 构成 等 角 , 即 
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大 (BC,BICI) = -+ (BC, B,C), 
所 以 , 类 40141 = - 丸 42242. 又 由 定理 
2.5.6, < 414(21 二 一 < 中 A, A{2,,， 因此 ， 


(214 
公 A(214， OD 公 A(2, 4,. 从 而 二 一 二 


14 
全 全 .这 说 明 从 A1B1C 与 公 4BC 的 相 8 
似 系 数 等 于 全 ,B,C 与 人 4BC 的 相似 
系数 . 故 全 A1BjCi 守 全 A,B,C,. 这 就 证 
明了 (1). 
现在 证 明 (2) .注意 了 B4021 = 了 4C01, 了 022Bh = 人 2,4C ,由 定理 2.5.6， 
人 Bh40 = 人 DB4, 所 以 ,ADi4C = B40), 从 而 全 AQ1C 人 40,B, 因 此 ， 


4C QC 
AB = 0,B 


男 一 方面 ,由 定理 2.3.2， 大 GO OC) = (BC, BiCi), Bl2,B, 二 < (BC ， 
B23C;), 而 大 (BC,BIC) = 大 (8C,8C) ,所 以 人 CQC = BOB,, 从 而 


21C CIC CIC 
人 CQ1C1D 人 BQ2By, 因 此 ,二 = 避让 .于 是 有 人 5 = 主 抽 - 故 BaC1W BC. 


同 理 , C4; MA C4 ,4B1 /4B. 这 就 证 明了 (2). 
最 后 证 明 (3). 因 为 全 41BiCi1 中 全 ABC, 所 以 , + C184 = + CB4. 
另 一 方面 , 因 全 40141 内 会 A0,4;, 全 A01C 只 全 A02B ,所 以 
AA! QA 4C 
A4, ™ (24 ~ 4B 
由 此 可 知 全 A441 内 公 4BC, 因 此 ,x 44;41 = x 4BC ,于 是 
天 Cl14241 = x 44241 = «ABC = « C1BiAl 
这 人 说明 4，、41、Bi、Ci 四 点 共 圆 , 即 点 4; 在 公 41B1Ci 的 外 接 贺 上 . 同 理 ,B,、C， 
都 在 全 41B1Ci 的 外 接 圆 上 . 故 41、B1、C1、42、B2、C 六 点 共 圆 . (3) 也 得 证 . 


25. 设 和 个 A1BICl 岂 人 43ByC; 岂 全 4BC, 且 4h1、4y 在 个 ABC 的 BC 边 上 ， 
Bi、Bz 在 C4 边 上 ,Ci、Ci 在 4B 边 上 .求证 :全 hjB1Ci 与 全 4;B,C; 的 相似 中 心 
是 全 4BC 的 外 心 . 

证 明 ”如 图 2.33 所 示 , 设 0 为 全 41B81Ci 与 会 4;B;C; 的 相似 中 心 , 因 直 
线 B1B, 与 C1C2 交 于 4, 于 是 ,由 推论 2.3.1,0、B1、4、Ci 四 点 共 圆 . 同 理 ,O、 
C1、B、4i 四 点 共同 ,0、41、.C、Bi 四 点 共 圆 . 因 0、B1、4、Ci 四 点 共 圆 ,所 以 ， 
LBIOC1+ BAC = 180. 但 BAC = 人 BiA1Ci( 因 全 4BC 个 41BC), 因 
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此 ,一 5iOCI + 一 BI41C = 180. 同 理 
ACO0AI1 + 一 CiBI4 = 180 
了 人 4108 + ALACIB!: = 180 
这 说 明 相 似 中 心 0 是 全 41B1Ci 的 重心. 因此， 
AAICIO = LO0B1Ai. 
男 一 方面 , 因 0、C1、8、4i 四 点 共 圆 , 0、 
A1、C、Bi 四 点 共 贺 ,所 以 
LCBO = AAICIO0,L0BiA! = LOCB 
这 样 一 来 ,由 41CIO = 了 人 08141 即 知 
降 CBO = 人 0CB, 所 以 ,0B = 0C. 同 理 ,0OC = 04. 故 人 4iBiCI 与 人 人 42B2C， 
的 相似 中 心 0 是 人 4BC 的 外 心 . 


26. 设 万 是 人 4BcC 的 边 BC 上 一 点 ,DC 的 垂直 平分 线 交 C4 于 E,BD 的 垂 
直 平 分 线 交 4B 于 下 ,0 是 人 4BC 的 外 心 .求证 :A4、E、O、F 四 点 共 圆 . (第 27 届 
俄罗斯 数学 奥林匹克 ,2001 ) 

证 明 ”如 图 2.34 所 示 , 设 @(CDEP) 与 BC 
的 男 一 交点 为 K, 则 人 人 FEK = FDB = 
LCBA( 因 FD = FB),/KFE = /CDE = 
4CB( 因 ED = EC), 所 以 ARKE 人 ABC. 
而 天、 天 、 下 分 别 在 人 4BC 的 边 BC、C4、4B 上 ， 
由 上 题 , 人 4BC 的 外 心 0 为 所 有 这 样 的 人 KR 
的 相似 中 心 .由 推论 2.3.1,(A4EF) 过 点 0, 换 
名 话说 ,4 、E、0、F 四 点 共 圆 . 


B 


27. 设 和 公 41B1iC1 与 全 4，B2C2 都 与 人 4BC 反 向 相似 ,其 中 Ah1、hs 在 个 4BC 
的 BC 边 上 ,Bi、Bs; 在 4B 边 上 ,Ci、C; 在 Ch 边 上 .确定 全 41B1Ci 与 人 4,B,C 
的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 

解 ”由 定理 2.5.4, 对 任意 两 个 这 种 形式 
的 与 人 4BC 反 回 相似 的 全 41B1C! 和 
人 42B2C2, 它 们 都 有 同一 个 相似 中 心 0. 今 取 
一 个 特殊 的 全 A1B1C1, 使 4 为 点 4 在 BC 上 的 
射影 ( 即 44; 为 人 4BC 在 BC 边 上 的 高 ) ,而 Bi、 
Cl 分 别 为 边 4B、4C 的 中 点 (图 2.35). 显然 ， 
人 41BiC 与 人 4BC 反问 相似 . 因 O 为 图 2. 35 
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A^A4iBIiC 与 人 人 4?B2C2 的 相似 中 心 , 直线 B1B, 与 CC 交 于 4, 于 是 , 由 推 
论 2.3.1,0、B、 4 、C; 四 点 共 圆 . 同 理 ,0、C1、B8、4i 四 点 共 圆 ,0 、 4 、C、BI 四 
点 共 圆 . 因 0、B1、4、Cl 四 点 共 圆 ,所 以 ,人 B10C1+ 一 BAC = 180?. 但 一 B4C = 
Bi4CI( 因 人 4BCn 人 4iBC ,因此 ,COpB + 人 BiA1C1 = 180?. 同 理 
4i0c + LBiCiA! = 180 
人 408 + AIBC!: = 180 

由 此 即 可 确定 任意 两 个 这 种 形式 的 与 
公 ABC 反 向 相似 的 全 41B1C1 和 全 42;BsC; 的 
相似 中 心 0 在 人 4BC 中 的 几何 位 置 : 

如 图 2.36 所 示 , 设 M、N 分 别 为 4B、A4C 的 
中 点 ,过 点 4 且 与 MN 相 切 于 点 MM 的 圆 记 为 了 i， 
过 点 4 且 与 MN 相 切 于 NN 的 圆 记 为 夏 , 癌 卫 , 与 
T 交 于 4、P 两 点 , 则 点 关于 直线 MN 的 对 称 “ ” 
点 即 全 41B1Ci 与 人 4;B;C; 的 相似 中 心 0. 图 2.36 

事实 上 ,由 点 P 的 作法 可 知 

LAPM + LNMA = 180° ,A NPA + LANM = 180 
进而 MPN + MAN = 180?. 

设 点 4 在 BC 上 的 射影 为 D, 则 4、D 关于 直线 MN 对称 ,而 0、P 也 关于 MN 
对 称 , 所 以 人 人 NOM + 人 NDM = 180p, DON + MND = 180P,/ MOD + 
了 DMN = 180?. 将 D.M、N 分 别 换 为 41、B1、Cli, 由 前 面 的 讨论 即 知 0 为 
从 A1B1C! 和 公 4,B2C; 的 相似 中 心 . 


28. 设 4D、BE、.CF 是 非 直角 公 4BC 的 三 条 高 ,D、 RE、 为 垂 足 ， 
会 刀 尼 有 小 和 DERF, 且 六 、 严 分 别 在 全 4BC 的 边 BC、CA4、4B 所 在 直线 上 . 
确定 全 D'E'F 与 人 DEF 的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 

解 如 图 2.37 所 示 , 设 且 为 
和信 D'E'F' 与 人 DEF 的 相似 中 心 , 因 直线 
EE' 与 FF 交 于 4, 于 是 ,由 推论 2.3.1， 
HE、A\F 四 点 共 圆 . 同 理 ,H.F、BD 
四 点 共 策 ,五 .D、C、E 四 点 共 圆 .而 4D、 
BE 、CF 是 非 直 角 人 4BC 的 三 条 高 ,因此 
满足 条 件 的 点 有 H 是 全 ABC 的 垂 心 . 故 
人 和信 D'E'F" 与 人 人 DEF 的 相似 中 心 五 是 
全 ABC 的 垂 心 . 
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29. 设 全 48C 的 内 切 圆 分 别 与 边 BC 、C4 、48B 切 于 DEF, 人 DD'E'F 小 
全 DEF, 且 D'、E'、F 分 别 在 全 4BC 的 边 BC、CA、4B 上 .确定 人 D'E'F' 与 
和 全 DEF 的 相似 中 心 0 在 全 4BC 中 的 几何 位 置 . 

解 ”如 图 2.38 所 示 , 设 0 为 全 D'E'F' 与 
全 DEF 的 相似 中 心 , 因 直线 EE' 与 FF 交 于 4， 
于 是 , 由 推论 2.3.1,0、E、4、F 四 点 共 圆 . 同 
理 ,0、FR.B、D 四 点 共 圆 ,0、D.CLE 四 点 共 
六 .而 D、.E、F 是 全 ABC 的 内 切 圆 与 人 4BC 的 
三 边 的 切 点 ,因此 ,满足 条 件 的 点 0 是 人 A4BC 
的 内 心 . 即 会 D'E'F' 与 人 DEF 的 相似 中 心 是 
全 4BC 的 内 心 . 


30. 设 D、E、F 分 别 为 人 4BC 的 三 边 BC、C4、4B 上 的 点 , 且 DB = DF， 
DC = DE,H 为 人 4BC 的 惟 心 .求证 :A、E、H、F 四 点 共 圆 . 

证 明 如 图 2.39 所 示 , 设 4P、BO、CR 是 
全 4BC 的 三 条 高 ,P、0、R 为 垂 足 ,@(DREF) 与 
BC 的 为 一 交点 为 K, 注 意 DB = DF ,DC = DE， 
所 以 
LFEK = 人 DB = 180 -2 一 CB4 = /ROP 
LKFE = LCDE = 180 -2 一 4CB = 一 PRO 
因此 ,全 KEF 内 人 POR. 而 KEF 分 别 在 
全 4ABC 的 边 BC、CA、4B 上 ,由 第 28 题 ,人 4BC 图 2.39 
的 垂 心 鼠 为 所 有 这 样 的 人 FAKE 的 相似 中 心 . 由 推论 2.3.1 即 知 ,@O(4EF) 过 点 
万 . 换 句 话说 ,4 .EE、.H、F 四 点 共 圆 . 


31. 设 D、.E、F 分 别 为 人 4BC 的 三 边 BC、 
C4、4B 上 的 点 , 且 BD = BF, CD = CE,1 为 
全 4BC 的 内 心 .求证 :A4、E、T、F 四 点 共 圆 . 

证 明 如 图 2.40 所 示 , 设 公 4BC 的 内 切 
圆 与 边 BC 、C4 、48B 分 别 切 于 P、QO、R,(DEF) 
与 BC 的 男 一 交点 为 K, 注 意 BD = BF,CD = 
CE ,所 以 


LFEK = LFDB = 9% - 7 和 CBA = LROP 
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LKFE = LCDE = 9pp - LACB = LPRQ 


因此 ,人 KFR 内 全 POR. 而 K、E、F 分 别 在 全 4BC 的 边 BC、C4、 4B 上 ,由 第 29 
题 , 人 4BC 的 内 心 了 是 所 有 这 样 的 人 KE 的 相似 中 心 . 由 推论 2.3.1 即 知 ， 
(AEF) 过 点 1. 换 名 话说 ,4 、E、IT、F 四 点 共 圆 . 


32. 设 个 41B1C1 中 全 42ByCz, 点 Di、.Ds 分 别 为 四 边 形 414,B,BI 的 边 
A1B1、4;B， 上 的 点 .证 明 : 若 四 边 形 C1D1D;C; 内 四 边 形 41B1B,42, 则 四 边 形 
有 B2D2Di 才 四 边 形 414,C;Ci. 

证 明 ”如 图 2.41 所 示 , 作 四 边 形 C1C2E2E1 只 四 边 形 414;C2 Ci , 则 由 四 
边 形 CD DC 内 四 边 形 41B1B,4;, 全 Ah1B1C1 只 全 4,B,C, 可 知 

ACiDIE1 DAABIC DD AAhB Ch eC,D,E, 


图 2.41 
因 公 4A1B1C1 内 人 人 CDE 内 全 C,D;E, 且 由 四 边 形 CD DC 中 四边形 
A1B1B2h2 知 , 合 A1C2C1 内 全 C1E2E1i. 于 是 由 三 相似 定理 即 得 ,个 B1D,Di 路 
A 人 AiC,Ci. 
同样 ,由 全 41B1C1 中 全 A423BaCy 内 全 CoDyEy 及 人 A1A2yC2y Db 人 CiC,E, 
知 ,全 B182D; 中 全 4142C2. 故 四 边 形 Bi B2D2 Di 内 四 边 形 A142C2 Ci. 


33. 设 EE、F、G、H 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 四 边 4B、BC、CD 、D4 上 的 点 , 且 


AE _ DE AH _ BF .in. 1 
FB = LC， Hp = Fc- 证明: 存在 点 P, 使 得 人 4BP 由 人 HFG, 介 CDP 中 
人 FHE. 


证 明 如 图 2.42 所 示 , 作 全 ABP 由 公 HFG, 合 4KB 内 信 HEF, 则 四 边 形 
和 人 4KBP 内 四 边 形 HEFG .在 线段 HF 上 取 一 点 0, 使 上 42 _ De 则 由 推论 


QF “EB ~ GC’ 
= E00 AH BF 有 了 
2.5.5,E、Q、G 三 点 共 线 , 且 06 = Fp = Fe. 又 四 边 形 人 4KBP 由 四 边 形 
AE HO gr 一 KE EkQO AH BF ey 
HEFG ,Fp = OF "所 以 ,K、E、P 三 点 共 线 , 且 Ep = 0C =D-= Fe. 再 注意 
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人 4KB 峭 人 HEF ,由 推论 2.5.3 即 知 人 CDP 中 人 FHE. 


图 2.42 


34. 在 四 边 形 4BCD 的 四 周作 个 4BE、 公 BCF、 信 DCC、 公 4DH. 证明: 如 果 
人 ABE 沁 人 DCG, 全 BCF 由 个 ADH, 则 存在 点 已 ,使 得 人 ABP8 出 人 人 PFC， 
人 CDP HD FHE. 

证 明 ”如 图 2.43 所 示 , 作 公 ABP 中 全 HFG ,我 们 证 明 人 CDP 中公 FHE. 


图 2.43 
事实 上 , 作 和 人 PrFo 由 全 4BE 中 全 DCG, 因 人 BCF 只 全 4ADH ,由 三 相似 定 
理 ,人 EC0 出 人 BCF 由 全 4DH .再 作 全 BAK 小 和 人 FEHE, 因 人 4BP 中 全 HFG,， 
所 以 ,四边形 人 A4KBP 内 四 边 形 HEFG. 而 人 HFO 中 售 4BE ,因此 , 公 KPE 中 
人 入 EGQ 内 人 4ADH, 又 人 BAK 出 人 FHE, 再 由 三 相似 定理 即 知 人 CDP 吵 
人 FHE. 


35. 设 n 边 形 4142…4, 与 B1B2… Bn(n > 3,n 边 形 不 一 定 是 凸 的 ) 真正 相 


是 = AiP, A,P, 4 百 
似 , 忆 在 直线 4;B; 上 (i = 1,2， 外 县 万 有 -BB 5 "求证 :或 
Pi、Ps\ PP, 重合 于 一 点 ,或 n 边 形 PP2…P， 中 n 边 形 4,4>……4，. 
oe 一 一 本 时 曙 三 = k, :| | …A, 与 B B BB., 
证 明 设 包 也 P,B, BB 若 n 边 形 414， 与 五; B2 


是 位 似 的 , 且 正好 等 于 其 位 似 比 , 则 P、P;,…、 已 , 显然 重合 于 其 位 似 中 心 . 
车 nn 边 形 414，…h，, 与 B1B，…B, 不 是 位 似 的 ,或 者 n 边 形 4142…h， 与 
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B1Bo…B。 尽管 是 位 似 的 ,但 不 等 于 其 位 似 比 , 则 已 、P2、…、P 不 重合 于 一 
点 .我 们 证 明 这 种 情形 下 必 有 n 边 形 P1P.…P, 内 n 边 形 414,… 有 4，. 

事实 上 ,如 图 2.44 所 示 ( 对 应 n = 7), 对 i = 2,3,…,n 1, 考虑 和 公 A444,;,i 
与 人 BiBBiwi. 由 nn 边 形 4142…4, 与 B18,…B, 真正 相似 ,可 知 人 414h,1 路 
和 人 有 BB .又 


PiB: PB PB, 


由 推论 2.5.3, 人 Pi PP 中 ^A4i44. 故 n 边 形 PiP…P 内 n 边 形 
AlA2… A,. 


36. 设 人 41BiC! 由 人 hgByCy 出 人 人 4513C3 ,人 人 44243、 人 DB)D3、 
会 C1CzC3 的 重心 分 别 为 GI、G2、G3. 求 证 :人 G1G2G3 中 人 4151C1. 

证 明 ”如 图 2.45 所 示 , 设 线段 414，、B1B2、CiC; 的 中 点 分 别 为 L、M、N， 
因 人 41BC 忠生 42B2C2, 由 推论 2.5.3, 人 LNHVd 小 和 41BC ,而 人 4BC 路 
和 人 4553 0C3 ,所 以 人 ZNN th 和 人 4353 0 

为 一 方面 , 因 G1、G2、G3 分 别 为 人 44243、 人 BiB2Bi、 人 CiC2Cs 的 重心 ， 

ea LG! MG, NG 

由 三 角形 的 重心 的 性 质 ,有 地 ry 于 是 ,再 由 推论 2.5.3 即 知 
人 GliGG3 只 会 43Ba3C3. 帮 人 和 公 Gi C20 才 1B Sm 
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37. 设 人 A4;BCi 由 人 42B2C2, 任 取 一 点 0, 作 向 量 04 = 而 让 ,6 房 = 
BiB;,00; = CiC;. 求 证 :人 43B3C3 小 人 4B8;Ci. 

证 明 ”如 图 2.46 所 示 , 设 L、.M、N 分 别 为 04,、0B,、0C, 的 中 点 , 则 
人 LMN 路 人 4B2C;: 小 人 41B1C1. 另 一 方面 , 因 04; = hi14;, 0Bs = BiB， 
OC = CO, 所 以 ,LAM.N 也 分 别 为 4143、B1B3、C1Gs 的 中 点 ,而 人 LMN 内 
入 A1B1C1. 由 推论 2.5.3 即 知 人 43B3C3 出 全 A1B1Ci. 


图 2.46 


38. 设 4BCD 与 4'B'C'D' 是 两 个 真正 相似 的 矩形 .求证 : 
4'42 + CC = BB’*+D'D? 
证 明 “” 先 证 明 如 下 事实 : 
设 0 为 矩形 4BCD 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
042+ 0C2 = 0B’* + OD’ 
事实 上 ,如 图 2.47,2.48 所 示 , 过 点 0 作 和 拖 形 4BCD 的 边 的 垂 线 分 别 与 4B 、 
BC、CD 、D4 交 于 P、Q、R、S, 则 由 勾 股 定理 ,有 


4 S D S 


图 2. 47 图 2.48 
042 = OP? + 0S2,0C2 = 002 + OR’ 
0B* = OP? + 00’, OD’ = 0OR + OS’ 
由 此 即 知 042+ OC = 082 + OD 
再 证 本 题 .如 图 2.49 所 示 , 因 和 矩形 4BCD 与 4'B'C'D' 真正 相似 ,从 而 存在 一 
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S(O,k,0) 
一 一 一 一 一 一 > 


个 位 似 旋转 变换 S(O0,k,0) ,使 得 4BCD A'B'C'D' ,所 以 
04’ = 上 .04,08' = k:. OB,OC = k: OC,0D'’ = Ek. OD 
三 404 = + BOB’ = + COC’ = DOD’' = 8 


图 2.49 


由 余弦 定理 ,有 
A'A* = 042+ 042 -204. 04'cos0 = (1+ hk- 2k. cos 0)04? 
同 理 ,有 
B'B* = (1l+ hk- 2k.: cos 0)0P? 
CC = (1 + hk? -2k. cos 0)00 
D'D* = (1 + k? -2k. cos 0)0D? 
于 是 ,由 04* + 0C? = 082 + 0D? 即 得 
4'42 + CC = BB+ DD 


39. 设 4ABCDEF 与 4'B'C'D'E'F"' 是 两 个 转向 相同 的 正六 边 形 .求证 : 
AA*+CC+EE -= PB+DD+ FF 

证 明 人 先 证 明 如 下 事实 . 

设 0 是 正 个 4BC 的 中 心 ,R 是 人 4BC 的 外 接 圆 半径 , 则 对 人 ABC 所 在 平 
面 上 任意 一 点 已 ,有 

P42 + PB? + PC? = 30P2 + 3R? 

事实 上 ,如 图 2.50 所 示 , 当 PP 与 0 重合 时 ,结论 显然 成 立 . 当 PP 与 0 不 重合 

时 ,过 4、B8、C 三 点 作 直 线 OP 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D、E、F. 由 勾 股 定理 ,有 
Ph = PD? + AD’ = (PO + 0D)? + 04? - 0D? =- 
PO* + 04* + 2 PO. OD 
即 P42 = PO? + 04? + 2 PO， 0D. 同 理 
PB* = PO* + OB* + 2 PO. OF. PC - 
PO* + OC*+2. PO. OF 

三 式 相 加 ,并 注意 04 = 0B = 0C = RR, 得 
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P42 + PB* + PC =30P2+3R2+2P0O. (0D+05F+06) 

不 失 一 般 性 , 设 B、C 在 直线 OP 的 一 侧 ,4 在 直线 OP 的 另 一 侧 .再 设 BC 的 
中 点 为 M, 过 必 作 直线 OP 的 垂 线 , 垂 足 为 N, 则 NN 为 EF 的 中 点 ,A4、0、M 在 一 
直线 上 , 且 40 = 2 0M, 所 以 ,0D = 2 NO. 又 

OF = ON + NE,OF = ON + NF,NE =- EN =- NE 
因此 ,0D + 0E + 0C = 0. 故 
PA? + PB? + PC2 = 30P2 + 3R? 
再 证 本 题 .如 图 2.51 所 示 , 因 正六 边 形 4BCDEF 与 4'B'C'D'E'Fr 真正 相似 ， 


从 而 存在 一 个 位 似 旋 转变 换 S(0,k,0)， 使 得 ABCDEF 下 2 中。 
A'B'CD'E'F ,所 以 
04' = k.: 04,0B8' = 上 上. 08,0C' = k. OC 
0D' = k: OD,OF’ = k. OE,OF = k. OF 
大 404' = + BOB' = ¢ COC’ =y DOD' = EOE' = + FOF' =0 


图 2.50 


于 是 ,由 余弦 定理 可 得 
A’A* = (1 + k* 2k. cos 0)04,B'B* = (1+ 所 -2 .cos0)082 
CC2 = (1 + hk? — 2k: cos 0)0C,D'D? = (1 + kh? 2k. cos 0) OD? 
EE = (ll+ hk -2k: cos O00, FF = (ll+ hk? -2k. cos 0)oOF’ 
设 正 六 边 形 4BCDEF 的 中 心 为 X, 则 对 也 是 正三 角形 4CE 与 BDF 的 中 心 ， 
而 这 两 个 正三 角形 有 公共 的 外 接 圆 ( 即 正 六 边 形 的 外 接 圆 ), 于 是 ,由 前 面 所 证 
的 事实 可 知 
O04* + OC + OF = OB + OD + OF? 
由 此 即 可 得 到 
AA*+ CC+EFE: = BB+DD + FF 


40. 以 中 心 对 称 六 边 形 的 各 边 为 边 长 向 形 外 作 正 三 角形 .求证 : 相 邻 两 个 正 
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三 角形 的 新 顶点 的 连 线段 的 中 点 构成 一 个 正六 边 形 的 六 个 顶点. 

证 明 ”如 图 2.52 所 示 , 设 414;43444s;he 是 一 个 中 心 对 称 六 边 形 ,对 称 中 
心 为 0, 所 作 六 个 正三 角形 的 新 的 顶点 分 别 为 B1、B,、B3、B4、Bs、Be, 相 邻 两 个 
正三 角形 的 新 顶点 的 连 线段 的 中 点 分 别 为 M1、M2、M3、M4、Ms、Mse. 因 六 边 形 
414243444546 的 对 称 中 心 0 是 三 对 角 线 4144、4,4;、4346 的 共同 的 中 点 ,由 命 
题 2.5.2, 人 OM;My、 信 OM, M3、 人 OMsMs. 人 OMyMs、 人 OMsMo、 信 OMeM， 篆 
为 正三 角形 , 故 六 边 形 M1MM3M4MsMe 是 一 个 正六 边 形 , 有 旦 正六 边 形 
MM M3 MaMsMs 的 中 心 是 六 边 形 4,4243444545 的 对 称 中 心 . 


41. 分 别 以 平行 四 边 形 4BCD 的 边 为 边 长 向 形 外 作 四 个 正三 角形 4EB、 
BFC、CGD 、DHA .求证 :线段 AE 、EF 、FC、CG、GH、HA 的 中 点 是 一 个 正六 边 形 
的 六 个 顶点 . 

证 明 如 图 2.53 所 示 , 设 平行 四 边 形 4BCD 的 中 心 为 0, 线段 4AE、EF、 
FC、CG、GH、H4 的 中 点 分 别 为 1、.J、K、L、M、N. 考 虑 退化 四 边 形 C44B、ABCC、 
DBCC , 由 命题 2.5.2, 全 O01、 全 OJK、 合 OKL 和 缘 为 正三 角形 . 再 由 对 称 性 ， 
全 OLM、 全 OMN.、 合 ONI 都 是 正三 角形 . 故 六 边 形 JKLMN 是 一 个 正六 边 形 . 


习题 3 


1. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 , 且 ~4PB + 人 人 CPD = 180. 求 证 : 
了 CBP = 人 PDC.( 第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997) 

证 明 ”如 图 3.1 所 示 , 作 平移 变换 T(D4), 则 D->4,C 一 B. 设 P 一 P'， 
则 BP'A = 人 CPP,P4B = LPDC,P'P/ BC. XK /LAPB + /BP'A = 
本 4PB + 了 人 CPD = 180P, 所 以,P、A、P'、8B 四 点 共 贺 ,于 是 人 P'PB = 人 P'hB = 
学 PDC. 故 再 由 PP // BC, 即 知 


LCBP = 了 人 PPB = /PDC 


2. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 , 且 一 CBP = 人 PDC .求证 
PA.PC+ PB.PD= AB. BC 
证 明 ”如 图 3.2 所 示 , 作 平移 变换 T(48B), 则 4 一 B,D 一 C, 设 PP'， 
则 四 边 形 PP'CD 是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 ,人 CP'P = 人 PDC. 叉 人 CBP = 
PPC, 所 以 ,人 CPP = 人 CBP. 因 此 ,四 边 形 BP'CP 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 . 于 
是 ,由 Ptolemy 定理 
PB. PC+ PB. PC = PP'.BC 
但 PB= PA,P'C = PD,PP’ = AB, 故 PA. PC+PB.PD = AB.BC. 


3. 设 P 是 平行 四 边 形 4BCD 内 部 一 点 . 证明: 在 公 P4B、 公 PBC、 公 PCD、 
个 PD4 这 四 个 三 角形 中 ,如 果 有 两 个 三 角形 的 外 接 圆 相 等 , 则 这 四 个 三 角形 的 
外 接 圆 都 相等 . 

证 明 如果 在 公 PAB .全 PBC、 公 PCD、 公 PDA 这 四 个 三 角形 中 ,有 两 个 相 
邻 的 三 角形 的 外 接 贺 相等 ,不 失 一 般 性 , 设 公 PCD 与 全 PDA4 这 两 个 三 角形 的 外 
接 圆 相等 . 如 图 3.3 所 示 , 作 平移 变换 T(4D), 则 4->D,B 一 C. 设 PP', 则 
四 边 形 4PP'D 是 一 个 平行 四 边 形 ,所 以 , 公 DPP' 的 外 接 圆 与 全 PD4 的 外 接 圆 
相等 ,但 人 PD4 与 人 PCD 的 外 接 圆 相 等 ， 所 以 | 和信 DPP' 与 人 PCD 的 外 接 圆 相 
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等 ,这 说 明 点 P' 在 公 PCD 的 外 接 圆 上 .而 全 P48B 竺 会 PDC,PBCP' 是 一 个 平 
行 四 边 形 ,所 以 ,全 P48 与 人 P DC 的 外 接 贺 相等 ,全 PBC 与 人 PCP' 的 外 接 贺 
相等 ,故人 Ph4B 与 人 PBC 的 外 接 圆 都 与 人 PCD 的 外 接 圆 相等 . 

如 果 在 人 Ph4B、 APBC、 APcDp 和 APDp4 这 四 个 三 角形 中 ,有 两 个 相对 的 三 
角形 的 外 接 圆 相等 ,不 失 一 般 性 , 设 人 PhB 与 人 PCD 这 两 个 三 角形 的 外 接 圆 相 
等 . 仍 如 图 3.3 所 示 , 作 平 移 变换 T(2D), 则 4 一 D,B8 一 C. 设 P 一 PP, 则 
人 和信 P'DC 之 个 P4B, 而 全 P48B 与 全 PCD 的 外 接 圆 相等 ,所 以 ,点 P' 在 全 PCD 的 
外 接 贺 上. 又 四 边 形 4PP'D、PBCP' 丝 为 平行 四 边 形 , 所 以 ,全 PD4 与 人 PP'D 
的 外 接 圆 相等 ,全 PBC 与 人 PCP' 的 外 接 圆 相等 , 故 全 PD4 与 人 PBC 的 外 接 圆 
都 与 人 PCD 的 外 接 圆 相等 . 


4. 设 四 边 形 4BCD 内 部 存在 一 点 己 , 使 得 4BCD 为 平行 四 边 形 . 证 明 : 
CBP = 人 PDC 的 充分 必要 条 件 是 DCAh = 人 人 PCB. (必要 性 :第 12 届 原 全 苏 
数学 奥林匹克 ,1978) 

证 明 如 图 3.4 所 示 ,， 作 平移 变换 
T(PB), 则 P 一 B,D->4. 设 Cc 一 C', 则 
了 PDC = 人 BAC' ,上 且 四 边 形 DAC'C、PBC'C 此 
为 平行 四 边 形 ， 所 以 人 人 C'4C = 一 DC4， 
CBP = 一 BCC' ,PCB = LC'BC. 于 是 ， 
LCBP = 人 PPDCee 和 BCC' = /BAC'EA.B. 
CC 四 点 共 加 人 CAC = LC'BCo 
LDCA = 一 PCB. 图 3.4 


5. 设 四 边 形 4BCD 内 部 存在 一 点 P ,使 四 边 形 PBCD 为 平行 四 边 形 .证 明 : 
4D = 4C = BC 的 充分 必要 条 件 是 人 C4D = 2 人 BMP, 旦 4DP = 2 一 PpB4. 
证 明 如 图 3.5 所 示 ， 作 平移 变换 & 
T(BC), 则 B->C,P>D. 设 4 一 4', 则 44' 上 “~ 二 ~ 
BC, 上 且 一 C4'D = LBAP,L DCA’ = /PBA, 
DAA' = 4DP. 
必要 性 . 设 4D = AC = BC, 则 44 = 
BC =4C = AD. 于 是 ,点 4 为 全 4'CD 的 外 心 ， 
人 而 Ch4D = 2 一 C4'D ,了 人 Dh44' = 2 DCA'. 
又 了 C4D = 人 B4P,DC4” = LPBA, 
1h4' = /ADP, 故 LCAD = 2 一 B4P, ADP = 2 一 PpB4， 
充分 性 . 设 人 Ch4D = 2 一 B4P, 一 4DP = 2 一 PB4. 则 
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LCAD = 2 了 人 C4D, ADh44' = 2 了 DC4' 
延长 D4 至 E, 使 Eh4 = 4C, 连 EC,E4', 则 人 ChD = 2 了 CED. 但 人 ChD = 
2 了 C4A'D, 所 以 ,了 CED = 人 C4'D. 因 此 ,C、D、4' EE 四 点 共 圆 ,所 以 人 DCA' = 
了 DEAh' ,从 而 由 一 Dh44' = 2 人 DC4' 知 ,人 Dh44' = 2 人 DE4' = 2 了 hEA'. 但 
/DAA' = LAEA' + 44 所 以 ,人 4184 = 人 Eh'h, 于 是 ,hh' = AE = 4C， 
这 说 明 点 4 为 全 和’EC 的 外 心 .而 C.D、4'、E 四 点 共 圆 ,因此 ,点 DD 在 个 h4’'EC 
的 外 接 圆 上 . 故 4D = 4C = 44' = BC. 


6. 设 CD 两 点 名 位 于 线段 4B 所 在 直线 的 同 侧 , C4、CB、DB、D4 的 中 点 分 
别 为 E、F、G、H. 求 证 : 


1 
SgFcH = p> | Saagc — SA4BD | 


其 中 Sr 表示 图 形 丰 的 面积 . (四 川 省 数学 竞赛 ,1978) 
证 明 ”如 图 3.6,3.7 所 示 , 因 为 E、F、G、H 分 别 为 C4、CB、DB、DA 的 中 


点 ,所 以 , EF // 4AB, HG // AB,H EF - 7 48, HC - 方 4B, 因 此 ,四 边 形 EFCH 


为 平行 四 边 形 . 作 平 移 变 换 T(EF), 则 E 一 F,H 一 G. 设 4 一 4', 则 4' 为 4B 
的 中 点 ,四边形 EAA'F、 HAA'G 皆 ' 为 平行 四 边 形 ,所 以 ,Sm 一 SnAa'c 土 SEFCH : 
于 是 , Sgycy = | SP - Sagr4' 1. 又 SAhac = 2Sm4'FE, SAA4BD = 2S4w'cn; 故 


1 
SEFCH = 7 | SAa4gc — SAABD | 


7. 设 P 为 矩形 4BCD 所 在 平面 上 不 在 矩形 的 外 接 癌 上 的 任意 一 点 ,直线 
Ph、PD 与 BC 分 别 交 于 E、F. 过 点 E 且 和 慌 直 于 PC 的 直线 与 过 点 下 且 垂 直 于 PB 
的 直线 交 于 0. 求 证: PO | BC. 

证 明 ”如 图 3.8 所 示 , 因 点 P 不 在 矩形 ABCD 的 外 接 圆 上 ,而 BD、4C 篆 为 
ABCD 的 外 接 圆 的 直径 ,所 以 , AP 与 PC 不 垂直 ,BP 与 PD 不 乘 直 ,因此 ,P zz 0. 
作 平 移 变 换 T( 羡 ), 则 B->4,C 一 D, 设 PP', 则 P'4 // PB,P'D// PC， 
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PP' | 47D. 设 过 4 且 和 垂直 于 P'D 的 直线 与 过 DD 
县 垂直 于 P4 的 直线 交 于 HH, 则 玉 为 全 P'D4 的 
重心 ,所 以 PH | AD, 从 而 P、P'、H 在 一 条 直 
线 上 ,PH | 4D ,又 不 难 知道 , 4H // EQ ,DEV 
FQ0, 所 以 ,P、Q、H 在 一 条 直线 上 , 故 PO | 
AD, 即 PO 1 BC. 


8. 设 已 是 矩形 4BCD 内 一 点 .证 明 : 存 在 一 
个 凸 四 边 形 , 它 的 两 对 角 线 互相 垂直 ,长 度 分 别 
等 于 4B、BC, 且 四 边 长 分 别 等 于 P4A、PB、PC、 
PD. 

证 明 ”如 图 3.9 所 示 ， 作 平移 变换 
T( 访 ), 则 4 一 8,D 一 C. 设 P 一 P', 则 P'B = 
PA,P'C = PD,PP' 4B, 因 4B .| BC, 所 以 ， 
PP' | BC. 这 说 明 四 边 形 PBP'C 的 两 条 对 角 线 
互相 垂直 , 且 四 边 长 分 别 等 于 PA、PB、PC、 图 3.9 
PD. 


9. 在 是 四 边 形 4BCD 中 ,了 B4D + 一 CB4 < 180 ,EF 为 边 CD 上 的 两 点 ， 
且 DE = FC. 求 证 :AD + BC 三 hE + BF. 

证 明 如 图 3.10 所 示 , 作 平 黎 变 换 
T(DF), 则 DF,E-> C. 设 4 一 4, 则 
A'F LAD,A'C A AE. 因 LBAD + LCBA < 
180P ,所 以 ,一 4DC + DCB > 180? ,因此 
LA'FC = LADE > 180p -一 DCB > LFCB 
从 而 F4'BC 是 一 个 凸 四 边 形 , 于 是 ,4F+ 
BC 三 4'C+BF, 即 4D+BC 三 45 + BF. 


图 3. 10 


10. 设 B.C 是 线段 4D 上 的 两 点 ,和 且 4B = CD. 求 证 :对 于 平面 上 任意 一 点 
P, 都 有 PA4 + PD > PB + PC. 

证 明 当 P 在 直线 4D 上 , 旦 P 在 线段 4D 之 外 或 P 与 线段 4D 的 某 一 个 
端点 重合 时 ,显然 有 PA + PD = PB + PC; 而 当 点 已 在 线段 BC 上 时 ,PA + 
PD = 4D,PB + PC = BC, 此 时 显然 有 , P4 + PD > PB + PC; 当 PP 在 线段 4B 
或 CD 上 时 , PA + PD = 4D,PB + PC = AD - 24AP 或 PB + PC = AD -2PD, 
此 时 同样 有 P4 + PD > PB + PC; 当 PP 在 直线 4D 外 时 ,如 图 3.11 所 示 , 作 平 
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移 变 换 7T(C46) , 则 4 C,B 一 也. 设 P~ 己 ， 
则 P'C = Ph4,P'D = PB, 因 P'C、PD 是 同 四 边 
形 P'PCD 的 两 条 对 角 线 ,所 以 PC + PD > 
P'D +PC,B PA + PD > PB + PC. 


11. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC,E、F 是 底 
边 BC 上 两 点 , 且 BE = FC, 人 BAE = /FDC. 
求证 :4B = CD. 

证 明 如 图 3.12 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(BF), 则 BF,E 一 C. 设 4 一 4', 则 44' // 
BC,A'F = AB,/FA'C = /BAE = FDC, 所 
以 ,四边 形 DFCA4’' 为 圆 内 接 四 边 形 . 

另 一 方面 , 因 44' // BC,AD // BC, 所 以 ， 
DA' // FC ,因而 DFCA' 为 梯形 .但 圆 内 接 梯形 
为 等 腰 梯 形 , 且 等 腰 梯 形 的 两 对 角 线 相等 , 故 
CD = A'F = AB. 图 3.12 


12. 设 EF 是 全 4BC 的 边 BC 上 两 点 ,P、O 分 别 为 边 4B、4C 上 的 点 , 且 
BE = FC,AP = 40,BPE = 人 F0OC. 求 证 :人 4BC 是 等 腰 三 角形 . 

证 明 如 图 3.13 所 示 , 作 平 移 变换 
T(BE), 则 BF,E—>C. 设 4 一 A',P— 
P', 则 FP’ = BP,AFP'C = /BPE 
了 FQC, 所 以 ,QO、F.C、.P' 四 点 共 圆 ， 
44' /FC, 所 以 ,LOP'F = /QCF 
了 844' ,因此 ,4、0、P'、4' 四 点 也 共 圆 . 
4'P =4P = 40, 所 以 ,OP' // 44' ,于 是 ， 

QP'// FC, 这 说 明 四 边 形 OFCP' 是 一 个 圆 图 3.13 
内 接 梯 形 , 因而 是 一 个 等 腰 梯 形 . 但 等 腰 梯 形 的 两 对 角 线 相等 ,所 以 ,QC = 
P'F = PB, 从 而 4B = 4P + PB = 4Q + QC = AC. 故 公 4BC 是 等 腰 三 角形 . 


到 


13. 设 线段 48 与 CD 相等 , 且 其 交角 为 6 .求证 :4C + BD > 4B.( 第 19 届 
俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1993) 

证 明 ”如 图 3.14 所 示 , 设 直线 48 与 CD 交 于 无 , 则 一 BED = 60P. 作 平移 
变换 T( 玉 ), 则 DD 一 > B. 设 CC 一 C', 则 CC'BD 是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 ， 
4BC' = 人 BED = 6P,C'B = CD = 4B ,因而 全 ABC' 是 一 个 正三 角形 ,这 说 


574 


Geometric transformations and their applications 


明 4C' = 4B. 于 是 ,再 由 AC + CC' > 4AC' 及 
CC' = BD, 即 得 4C + BD > 4B. 易 知 ,AC + 
BD = A4B 当 有 日 仪 当 AC / BD. 


14. 设 六 是 人 4BC 的 边 4C 的 中 点 ,D 是 
边 4B 上 一 点 , BM 与 CD 交 于 点 E, 日 4B = 
CE .求证 :4B | BC 当日 仅 当 四 边 形 A4DEM 
内 接 于 圆 . (中 国 香港 队 选 拔 考试 ,2003) 

证 明 ”如 图 3.15 所 示 , 作 平 移 变 换 
T(BC), 则 B 一 C. 设 4 一 4', 则 4BC4' 是 
一 个 平行 四 边 形 ,所 以 ,4'’C4B. 因 M 为 AC 
的 中 点 ,所 以 4'、M、B 三 点 在 一 直线 上 . 另 
一 方面 , 因 4B = C0, 所 以 4'C = CE, 从 而 
BAC= LEA'C = CEA'. 于 是 ,4B | 
BCesABCA4' 为 矩形 es 四边形 4BC4' 内 接 于 
圆 一 BC = /BA'Ce /BAC = 和 CE4' 二 
四 边 形 ADEM 内 接 于 圆 . 


1S. 在 人 4BC 中 ,4B = AC, 了 BAC = 108,D 为 4C 的 延长 线 上 一 点 ,M 为 
BD 的 中 点 .求证 :4D = BC 的 充分 必要 条 件 是 4M | MC. 

证 明 ”如 图 3.16 所 示 , 作 平移 变换 T(CP), 则 C -> D, 设 8B 一 B', 则 
BB'DC 是 一 个 平行 四 边 形 , 8B' .MC 在 一 直线 上 , 且 MM 为 B'C 的 中 点 ,所 以 
B'D = BC = AD,/ ADB’' = /ACB = 36 ,所 以 ,人 B4D = 人 DB'h4 = 72 ,从 而 


/BAB’ = 108 - 72 = 36°.X 


BAB = LB'BC+ LCBA = LACB + LCBA = 36 + 36 = 72 
AB'B = LDB'B- LDB'A = LBCD- /BAD = 


144° -72 = 722 = LB'AB 


所 以 ,4B' = AB = AC. 而 M 为 B'C 的 中 点 , 故 AM | MC. 
4 


16. 在 全 4BC 的 边 4B8 、 4C 上 分 别 取 点 D、E, 再 分 别 过 点 4、D、E 任 作 三 条 


平行 线 交 BC 于 FG、H 三 点 .求证 :AF = DG + 4 
EH 的 充分 必要 条 件 为 
AD CE » 
DB ™ EA 
证 明 ”如 图 3.17 所 示 , 作 平 移 变 换 > 
T(EF), 则 E> HH, 设 4A-> 4', 则 4' 在 直线 4F 八 


B G FF 万 C 
上 , 且 4 = EH pe aF / 
AF CA 图 3. 17 
EH ,于 是 . 
AF = DG + EHOA'F = DGesDA’' // BC 


4D 44 AD EH AD CE AD CE 
AB 一 AFTAB ~ AFPTAB ~ CAPTDB ~™ EA 


17. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC. M,N 分别 为 BC ,4D 的 中 点 .求证 :4C | 
BD 的 充分 必要 条 件 是 


MN = 方 | BC - AD | 


证 明 ”如 图 3.18 所 示 , 不 失 一 般 性 , 设 4D < BC. 作 平移 变换 7T( 妨 ), 则 
A 一 DD. 设 8B->B', 则 B' 在 BC 上 ,DB' / AB,H. BB'’ = AD,BC = BC - AD. 
设 工 为 BC 的 中 点 , 则 


LC -二 BC =- (BC - AD) 


1 
2 
ML = MC -LC = BC -3(BC- AD)=7AD= ND 


所 以 , NMLD 是 一 个 平行 四 边 形 . 因此, MN = ILD. 于 是 
1 


AC | BDeoLD = LCoOMN = D3 | BC - AD | 
才 和 D 
B BB M L C 
图 3. 18 
几何 变换 
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18. 在 直角 梯形 4BCD 中 ,AD // BC,4B | BC. 求 证 :4C 上 BD 的 充分 必要 
条 件 是 4B* = BC :4D. 
证 明 ”如 图 3.19 所 示 , 作 平 移 变 换 7(D4), 则 D 一 4. 设 8 一 B', 则 
B'B 4D,B'A 全 BD,B' 在 直线 BC 上 ,48 | B'C. 于 是 
AC | BD。 AC | B'AASB'BA LAABCeAB’ = 
B'B-: BCesAB’* = BC .4 


图 3. 19 


19. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC,P 是 人 4 与 人 B 的 平分 线 的 交点 ,0 是 人 人 C 
与 一 万 的 平分 线 的 交点 .求证 


PO = 六 148B+CD-BC-4DI 


证 明 ”如 图 3.20,3.21 所 示 , 设 直线 BC 分 别 与 直线 4P , DO 交 于 五 ,下 , 因 
AP, BP 分 别 为 两 个 互补 之 角 的 平分 线 , 所 以 4P | BP, 日 P 为 4E 的 中 点 . 同 
理 ,0 为 DF 的 中 点 ,因此 ,4D // PQ // BC. 作 平移 变换 T(PO), 则 PP 一 0. 设 
A 一 A',B 一 B', 则 4'0,B8'0,C0,8B8Q 分 别 为 四 边 形 4'8'CD 的 四 个 内 角 的 平分 
线 . 既 然 其 四 个 内 角 的 平分 线 交 于 一 点 ,所 以 ,四 边 形 4'B'CD 是 一 个 圆 外 切 四 
边 形 , 从 而 4'B' + CD = 4A'D + B'C, 但 

4'B' = AB,A'D = AD + AA’,CB’ = BC + BB’',AA’ = BB’ = PO 
因此 ,4B + CD = 4D + BC + 2P0, 故 

PO = 让 14B+BC-CD-AD 


A A 已 
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14B- DE|I=|!BC- EF|I=IlCD-FAl| 


20. 设 凸 六 边 形 4BCDEF 的 所 有 内 角 都 相等 .求证 
1 4B- DE1=1BC- EFI=|CD- FA 
证 明 ”如 图 3.22 所 示 , 不 难 知 道 , 上 号 六 边 

形 4BCDEF 的 每 一 个 内 角 都 等 于 120? . 因 
+ (AB,DE) = 4 ABC + BCD + CDE = 

3 x 120 = 360? 

所 以 ,4B // DE. 同 理 , BC // FE,CD // AF. 这 
说 明 所 有 内 角 都 相等 的 凸 六 边 形 的 三 组 对 边 分 


网 、 T(AB) T(C) 
别 平行 , 于 是 , 设 FF 一 一 > FP,B 一 一 > B'， 
T(EF) 
万 一 一 也， 则 Fr 在 BB' 上 上 ,B’ 在 DD’ 上 ,有 


在 FF FF,HD'F =1AB- DEI,FB'’ =|1CD- FAI,B'D’ =| BC- EF|. 
另 一 方面 , 因 FF' ] A4B,BB’' // CD,DD’ // EF,PRL LAFF’ = 180 - 
BAF = 180 - 120 = 60 ,因此 ,A FFE = LAFE - /AFF' = 120 -60 = 
60 ,从 而 二 严 PB = 人 FFE = 60. 同 理 , 人 人 B'F'D' = 人 D'B'F” = 60P ,这 说 明 
全 B'D'F' 是 一 个 正三 角形 ,因而 D'F = B'D = 天 有. 故 
1 A4B- DE|I=|1BC- EFI=|1CD-FAi 


21. 设 一 个 凸 六 边 形 的 所 有 内 角 都 相等 ,日 其 边 长 为 1,2,3,4,5,6 的 一 个 排 
列 . 求 这 个 六 边 形 的 面积 . (第 39 届 西 班 牙 数学 奥林匹克 ,2003) 

解 如 图 3.23 所 示 , 设 凸 六 边 形 6 F 
ABCDEF 的 所 有 内 角 都 相等 ,由 上 题 Bp 


但 4B、BC、CD、DE、EF、F4 的 长 是 1,2， 
3,4,5,6 的 一 个 排列 ,因而 只 能 是 1,2 为 
一 组 对 边 之 长 ,3,4 为 男 一 组 对 边 之 长 ， 
5,6 为 第 三 组 对 边 之 长 .不 妨 设 4B = 1， 
则 DE = 2. 图 3.23 

另 一 方面 , 因 六 边 形 4BCDEF 的 所 有 内 角 都 等 于 120 ,所 以 ,其 相间 的 三 边 
所 在 直线 的 交点 构成 正三 角形 的 三 个 顶点 ( 共 两 个 正三 角形 ), 且 六 边 形 
ABCDEF 的 相 邻 三 边 之 和 是 其 中 一 个 正三 角形 的 边 长 .因此 , FA + 4B + BC = 
DE + EF + FA,BP 4B + BC = DE + EF. 同 理 , Fh4 + 4B = CD + DE. 于 是 , 当 
1BC, EF} = {3,4},1CD, FA = 15,6} 时 ,只 能 有 BC = 4,EF = 3,F4 = 6， 
CD =5. 而 当 { BC, EF} = {5,6},{CD, FA) = 13,41 时 ,BC = 6, CD = 3,EF = 
5, FA = 4, 所 以 ,六 边 形 4BCDEF 的 六 边 长 依次 为 1,4,5,2,3,6. 这 样 ,六 边 形 
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ABCDEF 可 以 剂 分 为 两 个 梯形 和 一 个 正三 角形 .由 此 不 难得 到 此 六 边 形 的 面积 
为 


$ = 64+ 全 人 +443 = 中 4 


22. 三 个 半径 为 R 的 圆 交 于 一 点 .求证 :过 
另外 三 个 交点 的 圆 的 半径 也 等 于 R. (第 12 届 
俄罗斯 数学 奥林匹克 ,1986) 

证 明 ”如 图 3.24 所 示 , 设 三 个 半径 为 RR 的 
圆 01、0,、 昌 0; 交 于 一 点 P, 并 且 两 两 交 
于 4、B、C 三 点 易 知 四 边 形 02403P、 
03BOiP、O1CO2P 均 为 菱形 , 所 以 ,01B 上 
0.4,02C 十 03B8,034 上 01C. 作 平 移 变换 
T(P0), 则 PP 一 01. 于 是 , 设 A4 一 4’, 则 

44' 4 Po; 4 0,C 4 0;3B,A’'B 4 AO0;, 4 0,P A CO 
CA’ LL 04 上 上 Po; 上 08B 
由 于 034 = 038, 所以, 四边形 403BB' 、BOCB' 、CO,4B' 皆 为 蓉 形 ,因此 ， 
4'4 = A'B = 4'C, 这 说 明 4' 为 人 4BC 的 外 心 , 且 4'B = 403 = R. 换 名 话说 ， 
全 4hBC 的 半径 也 等 于 RR. 


23. 在 公 ABC 内 有 一 点 凡 没 着 平行 于 48 的 直线 运动 ,直至 与 边 BC 相遇 ， 
然后 沿 着 平行 于 4B 的 直线 运动 ,直至 与 边 4C 相遇 ,然后 再 沿 着 平行 于 BC 的 
直线 运动 ,直至 与 边 4B 相遇 ,等 等 . 试 证 :若干 步 以 后 ,点 M 运动 的 轨迹 将 封 
闭 .( 第 7 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1941) 

证 明 ”如 图 3.25 所 示 . 设 点 MM 第 一 次 依 
次 与 边 BC、C4、4B 相遇 在 点 41、Bl1、Cl; 第 二 次 
依次 与 边 BC 、C4 、4B 相遇 在 点 4，,、B，、C;, 则 有 


T(A1B) T(BC;) 
全 41B1C 一 公 BC'A, 个 C4B, 
T(BC)T(AS) 


所 以 ,从 41B1C 一 一 一 一 一 一 个 C4B,. 但 
T(BC)T(AB) = T(BC, + A1B) = 
T(AiC,) 图 3.25 


T(A) T(AC) 
于 是 ,人 A41B1C 一 一 > 全 CAB,, 因此 B, 一 一 > 4. 从 而 BiA A 41C2， 即 


A1C2 /Ch .这 说 明 点 MM 在 C241 上 . 故 当 点 M 沿 着 所 设计 的 路 线 运 动 时 ,一 定 
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会 回 到 初始 点 的 位 置 , 且 至 多 经 过 7 步 ,点 M 的 轨迹 将 封闭 . 


24. 设 四 边 形 4BCD 外 切 于 圆 , 4 和 一 B 的 外 角 平 分 线 交 于 点 天 ,一 有 8 和 
本 C 的 外 角 平 分 线 交 于 点 L, 了 人 C 和 人 人 D 的 外 角 平 分 线 交 于 点 MM, 了 DD 和 人 4 的 
外 角 平 分 线 交 于 点 N. 再 设 人 ABK、 公 BCL、 公 CDM、 公 DAN 的 重心 分 别 为 Kj、 
Li、Mi、Ni. 求 证 : 四边形 KiLi MiNi 是 一 个 平行 四 边 形 . (第 30 届 俄罗斯 数学 奥 
林 匹 克 ,2004) 

证 明 如 图 3.26 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 的 
内 切 圆 圆心 为 0. 由 于 内 角 平 分 线 与 外 角 平 分 
线 互 相 垂 直 , 所 以 04 | NK,O0B | KL.X AKi 
是 人 4BK 的 高 ,所 以 ,4K | KB ,因此 4K // 
0B. 同 理 , BK // 04 ,从 而 四 边 形 4K BO 是 一 
个 平行 四 边 形 . 同 理 , 四 边 形 BLi CO、CM' DO、 
DN140 缘 为 平行 四 边 形 .于 是 


7(40) T(0C) . 
KN.——>Y BD—— > LM 图 3.26 


T(AC) 


但 TCOC)TCAO) = T(OC + 46) = T(AC), 因 而 KiN, 
KiLiMiNj 是 一 个 平行 四 边 形 . 


LiMi1. 故 四 边 形 


25. 证 明 ; 对 于 对 边 平 行 的 等 边 偶数 边 多 边 形 , 总 可 以 分 解 为 若干 个 菱形 . 
(第 29 届 IMO 预选 ,1988) 

证 明 我们 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 边 平行 的 等 边 2n 边 形 可 以 分 解 为 
n(n - 1) 个 姜 形 . 

事实 上 , 当 n = 2 时 , 因 对 边 平行 的 等 边 四 
边 形 本 身 就 是 一 个 ( 广 *2(2- 1) 个 ) 萎 形 . 设 对 
边 平行 的 等 边 2n(n > 2) 边 形 可 以 分 解 为 
7n(n - 1) 个 菱形 . 考虑 对 边 平行 的 等 边 
2(n +1) 边 形 414……4 1B1 By Bil. 如 A A Bb B, 
3.27 所 示 , 作 平 移 变 换 T( 41Bi41), 则 41 一 
Bi 因 41Bi41B ,所 以 ,4 一 B1. 设 图 3.27 
A; >Ci,(i 三 1,2,"…,n), 则 AiC; = AiB,1! = Ahit1; 且 AiCi AN 41 瑟 1 所 以 

有 BBI= CC = C2C3 = … = CIBiCCiI // 44 / BiBir 

其 中 ;i 一 1 2，…7， L1 一 B,,1. 因此 ,对 i 一 1,2,…,n 来 说 ,四 边 形 C.B.B.;,1B. 
都 是 萎 形 ( 共 n 个 ), 且 B1B，… B,C1C2…C。 是 一 个 对 边 平行 的 等 边 2n 边 形 ,由 
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站 编 假设 ,2n 边 形 局 B… B,C1 C2…C, 可 以 分 解 为 二 n(n ~ 1) 个 菱形 ,从 而 


2(n +1) 边 形 A1hA2.…… A,,1B1B,…B,,, 可 以 分 解 为 廊 n(n 一 1) 十 用 二 六 (mn 十 
1) 个 菱形 . 


26. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B 、 CD,E、F 分 别 为 BC 、4AD 延长 线 上 的 点 ,日 


人 -~ pa = 4 .直线 EF 与 边 48、CD 分 别 交 于 P.O 两 点 .求证 .，- 做 的 充分 


必要 条 件 是 一 4PO = 一 PQD. 

证 明 如 图 3.28 所 示 ， 作 平 移 变 换 4 
7(DA), 则 DD->4. 设 C_> C', 则 4C' 全 DC .过 \ 
氮 巨 作 CC' 的 平行 线 与 直线 BC 交 于 玉 , 则 
过 -化 -8 栋 -器 -外 而 cc 
4 所 以 RE A 4F, 因 此 AR // PE ,这 样 便 有 
LBAR = /ABPE,/ CAR - 一 DOP. 于 是 ,由 
三 角形 的 外 角 平 分 线性 质 定理 与 判定 定理 即 得 图 3.28 

APQ = LPODes /BPO + 一 DOP = 180es/ BAR + /CAR - 180p。， 


AR 平分 人 BAC' 的 外 角 je = A en = 全 


27. 设 P、Q 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC .4D 上 的 点 .日 40 48 直线 


0D = CD 
“入 5 直线 48、CD 交 于 EF. 求 证 :A -BE 的 充分 必要 条 件 是 
LBEP = 一 PFC 
证 朋 如 图 3.29 所 示 , 作 平移 变换 £ 


T(46), 则 4 一 0. 设 8 一 B', 则 05' 4 48, 
一 BEP = 人 B'QP. 再 作 平移 变换 T(DO), 则 
0 一 0. 设 C 一 C 则 gc 上 De prr - 
一 PC .又 BB 业 4D,Cc 上 0OD, 所 以 ， 
Nec CQB 4B 40 BB' 
BB /CC = ED = QD = CC- 
必要 | 40 _ BP 则 8B' _ BP 
必要 性 .如 果 05 = 8 , 则 名 - 怒 , 所 
以 Br、PC' 三 点 共 线 ,日 
BP _BPp AB 08， 


一 


PC PC CD 0OC' 
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由 三 角形 的 角 平 分 线 判定 定理 ,OP 平分 二 BO'C' . 故 
LBEP = LB'QP = 人 POC' = 和 PFC 
充分 性 .如 果 人 BEP = 人 PFC, 则 人 B'QP = BEP = 人 PFC = 和 PocC'， 
即 QP 平分 和 BQ'C' .于 是 , 设 B'C' 与 直线 PQ 交 于 P', 则 由 三 角形 的 角 平 分 线 


性 质 定理 ,pC” = Or = 6 入 -而 BB'// C'C, 所 以 ,B、P'、C 三 点 共 线 ,这 说 明 


, BP BB 40) 
三 公 一 -一 一 
点 已 本 所 已 重合 . 故 C 一 Cc ~ OP: 


28. 设 人 48BC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC 、C4 、4B 于 D、E、F, 再 过 点 D 作 EF 
的 垂 线 , 垂 足 为 P. 证 明 : PD 是 BPC 的 平分 线 . (第 22 届 原 全 苏 数学 奥 林 匹 
克 ,1988) 

证 明 ”如 图 3.30 所 示 , 因 DP | EF,AE = 
AF, 所 以 ,直线 DP 与 4B、4C 的 交角 相等 . 又 


BD BF 
BD = BF,CD = CE ,因而 有 Pe = CF. 于 是， 


由 上 题 ,55 = 5 . 另 一 方面 ,显然 有 二 BFP = 
CEP, 所 以 ,人 FFBPomAFCP. 从 而 了 FPppB =- 


FPC. 再 由 DP | 三 即 知 PD 平 分 了 BPC. 


29. 全 4BC 的 边 BC 、4B 的 延长 线 上 的 点 分 
别 外 分 各 边 的 比 为 上 : (: - 1). 求 证 :线段 AD、 
BF 、CF 构成 一 个 三 角形 . 若 记 此 三 角形 的 面积 
为 S*, 公 4BC 的 面积 为 $. 再 证 明 : 

S” = (1 -+ 弓 )S 

证 阴 如 图 3.31 所 示 ， 作 平移 变换 rc 
T(BD), 则 B 一 D. 设 EE , 则 DE’ 上 BE， 
EE’ 4 了 D, 所 以 ,CEFE' = /ACB,EFE' = 图 3.31 
BD =1.BC. 又 CE=1 C4, 所 以 人 CE'E 公 ABC, 于 是 ,EBE'CE = 一 B4C， 
EC = tAB, 从 而 EC // 4B. 但 4F = 4B, 因 此 ,E'C 汪 4F, 进 而 AE' 业 
FC. 这 说 明 全 ADE' 即 是 以 4D、BE、CF 为 三 边 长 的 三 角形 .由 三 角形 的 面积 公 
式 


Saasp BD Saace _ Saar AF Sasacp CD 


Saspc ™ BC = ‘’*Sape = Sac ™ AB SA BC = 
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1 pe. cE'sin LDCE’ 


ADCR _ 2 DC CPP 2 和 -0 Ti 
DAABC 7 4B .BC.sin /ABC BCA48 Bi:AB 
于 是 
SA4BD = SAACE'», SApcE’ = it(t — 1)SAagc 
从 而 由 
S” = SAAck’ + SACDE 一 SAacp 
即 得 


S* = 1S+t(t-1)S-(t-1)S$S= (1l-i+i)s 


30. 平 面 上 n 条 直线 两 两 相交 .证 明 :所 得 交角 中 至 少 有 一 个 角 不 小 于 一 ， 
(天 津 市 数学 竞赛 ,1994) 
证 明 ”将 这 nn 条 直线 通过 ni 个 不 同 的 平移 变换 ,使 之 都 变 为 通过 一 个 定点 
0 的 n 条 直线 , 设 它 们 依次 为 辣 ,六 ,直线 疙 与 的 交角 为 6.,(i = 1， 
2,… ,nb = 6); 则 
G+0O0++O = 


如 果 0 0 O 均 小 于 一 , 则 一 0, 十 0» 十 ”十 0, < 人 nn" 三 不 . 玫 盾 . 


因此 ,01、6,、…-、0， 中 至 少 有 一 个 不 小 于 一 因为 平移 变换 不 改变 角 的 大 小 ( 即 
使 是 对 角 的 两 边 实施 不 同 的 平移 变换 ) ,因此 ,原来 的 条 直线 所 得 交角 中 ,至 
少 有 一 个 交角 不 小 于 一 

注 ”同样 ,平面 上 两 两 相交 的 n 条 直线 所 得 交角 中 至 少 有 一 个 角 不 大 于 


TT 
n La 


31. 五 个 等 圆 循 环 相交 ,0; 与 0 交 于 Ai、Bi(i = 1,2,3,4,5;Ae = 
41, Be = B1). 证 明 : 

4j01B + LA102B2 + LA AyO03B3 + LA A304Ba + AL A410sBs = 3 
其 中 每 一 个 角 均 按 闭 时 针 方 回 从 始 边 到 终 边 计算 角度 . 

证 明 ”如 图 3.32,3.33 所 示 ,在 平面 上 任 取 一 点 0 ,分 别 将 五 个 圆心 O01、 
02、03、04、0s 平移 至 点 0 的 位 置 ( 共 五 个 平移 变换 ), 则 所 0 GO2、@O3、 
G@ 04、@ O5 缘 重 合 为 所 0 (为 清楚 计 ,我 们 放大 了 图 3.33). 设 


T(00) ， ， 7(020) T(00) 
As .Bi 4 4、 DB ,A..B3 ”> A» Bs 


As、 Bi 
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T(00) , r(050) 
43、B4 一 4 \B4 ,44 人 DB 一 人 > 4 .Bs 


图 3.32 图 3. 33 
则 一 4 -108 一 一 4 10B';. 易 知 OA i 4 BIO 所 以 ,47 0O、B: 三 点 共 
线 , 其 中 = 1,2,3,4,5. 0 = 0j,40 = 4As, Bo = Bs;. 而 
408 = 了 人 4304 + LA4OB! 
4083 = LAyO0Bs + /LBsOAs + /As'OBs 
A AsOAs + 一 BO04; + /Ah1O0Bs = 2 
ArOB>» + /AsOBy + /AsO0Bs + /LAOBs + /Ay3OBs = 7 
于 是 
4 0B1 + 410B + /hyO0By + /AhAyOBs + /A10Bs = 
(LAhsOAs + LA40B1') + 一 470B82 + 
(A AsO0Bs' + LBsOAs + /AsOBs) + LA AsO0Bs + /A4O0Bs = 
(AsOhs + LBsOhs + LA4O0Bs)+ 
(LA1'OB», + LAsOBs + /AsO0Bs + /LAOBs + LAhy0Bs) = 


2r 二 TT = 37 


故 
了 450181 十 Ai10,B, 十 < A,0;3B; 十 了 4304 有 4 十 了 4405 甩 5 二 
了 人 43505817 人 417058， 了 人 47 0p53 了 43 0B4， LAs OBs = 3 


习题 4 


1. 用 中 心 反 射 变换 证 明 例 3.2.3 ~ 例 3.2.6. 

例 3.2.3 证 明 : 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 

证 阴 如 图 4.1 所 示 , 设 DE、F 分 别 为 全 4BC 的 边 BC、C4、48 的 中 点 ， 
AD 与 BE 交 于 6G. 作 中 心 反 射 变换 C(D), 则 BB 一 C,C 一 B. 设 6G 一 0G, 则 
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CC' 上 BG. 于 是 


BE _CC_4C_， 4 
GE ~ CE = AE -~ 
这 说 明 4D 过 BE 上 的 一 个 定点 6G. 同 理 , CF 也 F FE 
过 BE 上 的 这 个 定点 CG.- 故 4D、BE、CF 三 线 共 
局 . B 1D >C 
i- 
《7 


注 ”这 个 证 明 也 同样 附带 证 明了 “三 角形 
的 重心 到 各 个 顶点 的 距离 等 于 相应 中 线 长 的 三 
分 之 二 ” 这 一 事实 . 图 4.1 


例 3.2.4 设 1 为 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4D 的 中 点 ,过 点 C 作 48 的 垂 线 
交 4B 于 .求证 :人 人 EMD = 3 一 ME4 的 充分 必要 条 件 是 BC = 24B. 

证 明 如 图 4.2 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(M), 则 4 一 D. 设 EE->E', 则 E' 在 直线 CD 


pr 
一 
上 , 且 人 ME'D = 人 MEA,M 为 EE' 的 中 点 . 因 三 一 一 一 一 
EC | CD ,所 以 ,M 为 直角 三 角形 ECE' 的 斜 边 
Ek' 的 中 点 ,从 而 人 ME'D = 人 E'CM. 这 样 便 / 下 
B C 


有 EMC = 2 ME'D = 2 AEM .于 是 
EMD = 3 MEA CMD = 
LDCMesMD = CD 一 PC = 24B 图 4.2 


例 3.2.5 设计 是 全 4BC 的 BC 边 的 中 点 ,全 4BD 与 人 A4CM 反 向 相似 . 求 
证 :PDM // AC. 

证 明 如 图 4.3 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 “4 C 
C(MM), 则 B 一 C. 设 4 一 4', 则 四 边 形 4B4'C 
是 一 个 平行 四 边 形 , 所 以 ,人 4C4'’ = 4'BA. 
于 是 , 设 4D 与 B4' 交 于 E, 则 由 人 BAE = 
C44' 知 ,， 作 A4C4' 人 ABE. 但 Ah4BD cm 
全 4CM,M 计 为 44' 的 中 点 ,因而 DD 为 4E 的 中 点 ,， 纤 一 一 一 与 一 一 一 一 一 ~ 
所 以 DM // Eh'. 故 DM // AC. 


图 4.3 
例 3.2.6 在 全 4BC 中 ,4B 4C, 过 BC 的 中 点 MM 作 一 条 直线 1 分 别 与 直 
线 4B、A4C 交 于 D、E. 求 证 : BD = CE 的 充分 必要 条 件 是 直线 ! 平 行 于 BAC 的 
平分 线 . 
证 明 如 图 4.4 所 示 , 设 4T 为 人 BAC 的 平分 线 . 作 中 心 反射 变换 C(MM)， 
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则 CB. 设 E 一 久 , 则 BE' = CE, 了 DE'B = MEC. 于 是 
1 MA ATesL BDM = A MECesL/ BDM = /ADE'BeBD -=- BE'OBD -= CE 


2. 设 四 边 形 4BCD 的 边 BC 的 中 点 为 只 , 以 M 为 直角 顶点 任 作 一 - Rt 个 MEF， 
使 顶点 在 4B 上 ,顶点 下 在 CD 上 .求证 : BE + CF > EF .等 式 成 立 当 有 日 仅 当 


AB // CD. 

证 阴 如 图 4.5 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(MM), 则 C 一 B. 设 Ff 一 FF', 则 MM 为 FF' 的 中 
点 .而 EM | MF,PWM, EF = EF.X BF = 
CF ,于 是 

BE + CF = BE + BF’ -> EF’ = EF 
等 式 成 立 当 且 仅 当 EE、B、F' 三 点 共 线 ,日 B 在 
EE、F' 之 间 , 当 且 仅 当 4B A CD. 


3. 在 全 4BC 中 ,1M 为 BC 的 中 点 ,一 B4C 的 
平分 线 与 BC 交 于 DD, 过 4、M.D 三 点 的 图 分 别 
与 4B 、4C 交 于 E、F. 求 证 : BE = CF. 

证 明 如 图 4.6 所 示 , 作 中 心 反 射 变换 
C(M), 则 CB. 设 -> , 则 

MFB = AMFC = /MEA 
所 以 B、 政 、.M、E 四 点 共 圆 ,于 是 
了 人 BEE = LBMF = 人 人 CHF = /DAC = 
ABAD = /BME = /BF'E 
所 以 ,BE = BF'.X BF'’ = CF, 故 BE = CF. 


4. 设 圆 T 厂 与 T 厂 , 交 于 4A、B 两 点 .过 点 4 作 一 -直线 分 别 交 圆 耻 TT, 于 男 一 点 
C.D, 且 4 在 C.D 之 间 . MN 分 别 是 不 含 点 4 的 BC 与 BD 的 中 点 ,K 是 线段 CD 
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的 中 点 .求证 : MK | NK. (第 23 属 俄 罗斯 数 守 ws、 、 上 
奥林匹克 ,1997; 第 20 届 伊 朗 数学 奥林匹克 ， 个、 
2002) \ 
证 明 ”如 图 4.7 所 示 , 作 中 心 反射 变换 “ 疏 
C(K), 则 D> C. 设 N 一 NW', 则 \ 
CN = DN = BN 
LKCN'’ = /KDN = 180 - LNBA 
LMCK = 180 - 一 4BM 图 4.7 

所 以 ,AMCN = LAMCK + 一 KCN = LMBN.X MC = MB, 因 此 ,全 MBN 守 
人 MCN ,于 是 MN = MN ,而 为 VN'N 的 中 点 , 故 MK | NK. 


5. 在 个 ABC 中 ,DD 是 8C 的 中 点 ,EE 是 4C 上 


的 一 点 , BE 与 4D 交 于 下 .证 明 : 若 名 = 2 + 
1, 则 直线 BE 平分 了 4BC. (德国 国家 队 选 拔 考 
试 ,2004) 

证 明 如 图 4.8 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(D), 则 B 一 C,C 一 B. 设 A 一 A',E 一 EF'， 
F—>F ,MEFEF,A'B = AC,A'E = AE. 所 
BEF_ BF _A4B_AC_ EC 

"FE 


一 = 一 +1. 于 是 
BF BC EC BC EC 


EF AE AE AE 
BC 
FE = B+tleAF+1l= B+ 1A = 4p BE 分 人 ABC 


6. 在 锐角 公 ABC 的 形 外 作 两 个 面积 相等 的 矩形 BCKL、ACPQ .证 明 : 公 ABC 
的 外 心 与 顶点 C 的 连 线 通 过 线段 PK 的 中 点 .( 第 53 届 波兰 数学 奥林匹克 ,2002) 

证 明 ”如 图 4.9 所 示 , 注意 矩形 BCKL 与 4CPQ 的 面积 相等 等 价 于 4C . 
CP = BC CK. 设 全 4BC 的 外 心 为 0 ,PK 的 中 点 为 MM. 作 中 心 反射 变换 C(M)， 
设 C 一 C', 则 KC' 上 十 CP, 于 是 由 AC :CP = 


BC CK, 有 上 = < = 2 . 又 因 /PCA = 
了 BCK = 90? ,所 以 

LCKC = 180p -一 KCP = LBCA 
从 而 全 CC'K 人 ABC， 所 以 KCC = 
BAC. 

男 一 方面 , 由 0 为 全 4BC 的 外 心 易 知 


了 0CB = 9%p - 人 BAC, 因此 
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OCB + /BCK + /KCC' = 180* 
所 以 0、.C、C' 三 点 共 线 , 故 0、.C、M 三 点 共 线 ,也 就 是 说 ,直线 0C 通过 线段 PK 
的 中 点 . 


7. 设 PP 是 公 4BC 内 部 一 点 ,D 是 边 BC 的 中 点 ,EF 分 别 是 边 C4、4B 上 的 
点 ,上 且 一 P4B8 = 4CP, 一 BFP = /PEC = 90?. 证 明 : DE = DF. (第 4 届 澳 大 
利 亚 数学 奥林匹克 ,1983) 

证 了 明 如 图 4.10 所 示 , 作 中 心 反射 变换 
C(D), 则 C->B, 设 -> EF', 则 BE'EC. 显然， 
PE、4、F 四 点 共 圆 ,所 以 人 EFE'BF = 180 - 
LBAC = LEPF. 

另 一 方面 ,由 公 PBF cn 人 PCFE 知 r 琅 = 
5 ,所 以 和 = 2 = 人， 因此 和 BE cn 
和 人 PEF， 从 而 BFE' = PrFE， 于 是 
人 EFE = 人 BFP = 90, 这 说 明 公 EFE' 是 以 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 .而 DD 
为 其 斜 边 EE' 的 中 点 , 故 DE = DER. 


BF 


图 4. 10 


8. 圆 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 交 于 
点 P, 边 4B 和 CD 的 中 点 分 别 为 MN,K、L 分 
别 为 边 BC 和 DA 上 的 点 , 且 PK | BC,PL | 
D4 .证 明 ; 碟 | MN.( 第 46 届 保加利亚 (春季 ) 
数学 竞赛 ,1997 ) 

证 明 如 图 4.11 所 示 , 显然 ,PAL = 
PBK, 了 人 PIA = 人 PKB = 90, 而 MM 为 4B 的 
中 点 ,由 上 题 , ML = MK. 同 理 , NL = NK. 因 而 图 4.11 
MN 为 KL 的 垂直 平分 线 . 故 KL | MN. 


9. 设 DD 是 公 4BC 的 边 BC 所 在 直线 上 一 点 ,8 在 C.D 之 间 , 且 DB = 4B， 
M 是 边 4C 的 中 点 ,一 4BC 的 平分 线 与 直线 DM 交 于 点 P. 求证 :人 人 BAP = 
LACB. 

证 明 如 图 4.12 所 示 , 作 中 心 反射 变换 C(M), 设 D> D', 则 4DCD' 是 一 
个 平行 四 边 形 . 因 4B = DB, BP 是 人 ABD 的 外 角 平 分 线 , 所 以 BP // 4D. 


| ， BP _BD ， JBP _ 
再 设 直线 BP 与 4D' 交 于 EE, 则 有 PE = 霹 w, 显 然 ,ED' = BC, 所 以 pp = 
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BD BP BD _ _ - 
BC ,从 而 万 = cP- 但 BE -= DA,DB = 4B ,于 
BP AB _ _ 
yy = Cp- XLPBA = 了 CBP -= /CD4, 因 
此 , 公 PBA co Ad4DC. 故 一 B4P = 人 人 ACB. 


10. 在 人 48C 中 ,M 为 BC 的 中 点 ,BAC 
的 外 角 平 分 线 交 直线 BC 于 D. 全 4DM 的 外 接 圆 


分 别 与 直线 4B、AC 再 次 交 于 玉 .F,N 为 EF 的 图 4.12 
中 点 .求证 : MN // 4D， 
证 明 ”如 图 4.13 所 示 , 作 中 心 反射 变换 。 。 , 
C(M), 则 C->B, 设 Ff 一 , 则 
KB / AF 


LBKM = LCFM = LAFM = /BEM 
所 以 E、.M、B、K 四 点 共 贺 ,这样 

LKEB = /KMB = /FMD = /FAD 
又 4D 为 人 4C 的 外 角 平 分 线 , 所 以 ,人 Fh4D = 
180? - 人 E4D, 于 是 人 人 AEK = 180p - KEB = 图 4.13 
了 Ek4D ,因此 KE // 4D ,再 注意 MN 分别 为 KF 与 EF 的 中 点 ,所 以 MN A KE， 
克 MN / AD. 


11. 过 公 A4BC 的 顶点 C 的 圆 卫 的 一 条 切线 为 4B , 切 点 为 B, 圆 本 与 4C 及 过 
顶点 C 的 中 线 的 另 一 个 交点 分 别 为 D 和 E. 证 明 : 如 果 图 械 在 C、E 两 点 的 切线 
交 于 直线 BD 上 , 则 一 4BC = 90?. (第 50 届 保加利亚 (冬季 ) 数学 竞赛 ,2001) 

证 明 ”如 图 4.14 所 示 , 设 是 圆 夏 在 点 C we 
和 点 5 处 的 两 条 切线 的 交点 , M 是 4B 的 中 点 ， 、 
G 是 CM 与 BD 的 交点 . 作 中 心 反 射 变换 C(M)， 


则 A 一 B. 设 Cc 一 C', 则 CB 上 AC, 所 以 _ 


CD GD 
BC 7 6B 

男 一 方面 , 由 全 FBE 人 FED 和 从 FBC cn 
和信 FCD ,有 


FB _BE FB _ BC 
FE EDFC CD 


> 2 _ 2 _ , FD _ CD. ED Sacep GD. 
进而 由 FC? = FE? = FB . FD 得 #6 = = SA = CB 这样 便 有 
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一 - CD 于 是 FC // 4B. 但 PC 与 4B 是 加 下 的 弦 有 BC 两 端的 切线 ,因而 4B 与 
FC 皆 垂 直 于 BC ,故人 486 = 90p. 


12. 在 平面 上 有 四 条 直线 ,其 中 任意 三 条 直线 都 不 共 点 .已 知 其 中 一 条 直线 
平行 于 其 他 三 条 直线 所 组 成 的 三 角形 的 一 条 中 线 . 证明; 其 他 三 条 直线 也 有 同 
样 的 性 质 . (德国 数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 如 图 4.15 所 示 , 设 四 条 直线 a、b、c 、d 两 两 交 于 A、B、C、D、E、F， 
4M 是 全 4BC 的 一 条 中 线 , 目 d // AM. A4N 为 全 AEF 的 一 条 中 线 . 作 中 心 反射 变 
换 C(MM), 则 C 一 B. 设 4 一 4', 则 Bh4' // 4C, 有 是 BM 为 人 BA'h 的 一 条 中 线 . 
因 BA' // 4AE,A'4A // EF,F、4、B 在 一 条 直线 上 ,所 以 ,全 BA'h 与 个 4EF 的 对 应 
中 线 平行 , 故 直 线 a 平行 于 全 AEF 的 一 条 中 线 AN. 同 理 ,直线 5 平行 于 人 DFB 
的 过 D 点 的 中 线 , 直 线 c 平行 于 全 DCE 的 过 DD 点 的 中 线 . 


图 4. 15 


13. 利 用 中 心 反 射 变换 证 明 第 1 章 定 理 1.4. 15. 

定理 1.4.15 寿 两 个 三 角形 镜像 合同 , 则 其 对 应 顶点 的 连 线段 的 中 点 在 
一 直线 上 . 

证 明 ”如 图 4.16 所 示 , 设 全 4'B'C' 与 人 4BC 镜像 合同 ,L、M、N 分 别 为 
44'、BB' CC' 的 中 点 .直线 4B、4'B' 、 4C、4'C' 与 直线 LM 分 别 交 于 DD、D' 、E、 
E', 由 例 4.1.4, 人 ADL = 人 LD'h'. 而 人 BA'C' = 人 C4B, 所 以 AEL = 
芝 LE'h' .再 对 四 边 形 C44'C' 应 用 例 4.1.4 即 知 N 也 在 直线 LM 上 . 换 句 话说 ， 
L、.M.N 三 点 共 线 . 


另 证 ”如 图 4.17 所 示 , 显 然 ,B 一 


4 一 ~ A,,， 则 B'A, A AB,A,B' 二 A'B’ ,4270 三 A'C’' ,A,C’ AN A'C', 
AB'B = 上 ABB', ¢ CC'A, = 4 C'Ch. 


CN C(M) 
DO pr CY, er 设 4 一 一 > 4j， 
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图 4.17 


另 一 方面 ,由 于 个 4BC 与 全 4'B'C' 镜像 合同 ,所 以 区 CBA4' = 大 4BC， 
AC'B' = + BCA, + BA'C = C4B. 于 是 
+ ABA!I=-+ ABB-4+ BBC -+ CB'A’ = 

-+ ABB’ -+ BB'C'’ -+ ABC = + 2ABC -4 BB'C' -+ CBB’ 

同 理 , x 42C'4’ = -2 BC4 -BCC -CCB. 而 
大 BBC + 文本 CC+ 和 大 (BA+K CBB = 0 

PR 4'B'4 + 类 4C4' =-2(¢ ABC + BCA) =2rxC4B. 又 由 4 = 
4'B' ,42C' = A'C', 有 

+ 414' 玉 = 90 - 六 AB'AI, + CA'A, = 90? - 方 4 AsC'A! 
于 是 , 414'B + 这 C4'4 = -大 C4B, 人 队 而 

AAB + BAC + CA'A,=+ CAB-Y CAB=0 

因此 ,A1、4'、h; 三 点 共 线 .又 L、M、N 分 别 为 441、A4'、A4; 的 中 点 , 故 LM、N 
三 氮 共 线 . 


14. 已 知 平行 四 边 形 4BCD 与 点 已 ,分 别 
过 顶点 4、.8、C、D 作 直 线 PC 、PD、PA、PB 
的 平行 线 .求证 :所 作 四 条 直线 交 于 一 点 . 
证 明 如 图 4.18 所 示 , 设 平行 四 边 形 
ABCD 的 中 心 为 0, 作 中 心 反 射 变换 C(O0)， 
则 4 一 C,C 一 4,B8 一 D,D 一 B, 所 以 ,过 \ 
点 4 且 平 行 于 PC 的 直线 即 直 线 PC 的 像 ,过 8 C 
点 B 且 平行 于 PD 的 直线 即 直 线 PD 的 像 ,过 
点 C 生平 行 于 P4 的 直线 即 直 线 P4 的 像 ,过 图 4.18 
点 D 且 平 行 于 PB 的 直线 即 直线 PB 的 像 .于 是 , 设 P 一 P', 则 所 作 四 条 直线 交 
于 点 P'. 
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15. 设 EE 分 别 为 全 4BC 的 边 4C、4B 上 的 点 , 且 CE = BF ,再 设 BE 与 CF 
交 于 点 已 ,过 点 P 作 直 线 平 行 于 人 BAC 的 平分 线 , 且 与 直线 4C 交 于 天 .证 明 ， 
CK = 4B.( 哈 萨克斯 坦 数 学 奥林匹克 ,2006) 

证 明 ”如 图 4.19 所 示 , 设 MM 为 BC 的 中 
点 , 作 中 心 反 射 变换 C(MM), 设 4 一 4', 则 
4ABA'C 是 一 个 平行 四 边 形 . 于 是 , 设 直线 
A'B 与 CF 交 于 0, 则 

QP 0B 0B _ 04 


PC ~ CE ~ BF ~ C4’ 
所 以 ,4'P 平 分 了 C4'B, 因 此 , 设 BhC 的 
平分 线 为 4D, 则 4'P // 4D, 但 KP // 4D, 所 
以 ,K、P、4' 在 一 直线 上 ,于 是 ,人 CA'K = 图 4.19 
BAD = DAC = Ah'KC. 故 
CK = C4' = AB 


16. 在 全 4BC 中 ,D、E、F 分别 是 其 三 个 旁 切 圆 与 边 BC、Ch 、4B 的 切 点 ,过 
D、E、F 分 别 作 所 在 边 的 垂 线 .求证 :这 三 条 垂 线 交 于 一 点 P, 且 0 为 PI 的 中 
点 .其 中 0 分别 为 人 4BC 的 外 心 和 内 心 . 

证 明 ”如 图 4.20 所 示 , 设 上 、M、N 分 别 为 全 4BC 的 边 BC、ChA、4B 的 中 点 ， 
和 了、Z 分 别 为 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、Ch 、4B 的 切 点 , 则 D、X 关于 点 L 对 
称 ,天 了 关于 点 1 对 称 , 下 .QZ 关于 点 NN 对称. 因 IX | BC,IY | C4,12Z | 4B， 
OL | BC,OM | C4,ON | 48B, 于 是 , 作 中 心 反 射 变换 C(O0), 则 直线 太 、1Y、 


12 的 像 直 线 即 分 别 过 点 D .EE、F 所 作 BC 、C4 .4B 的 垂 线 . 设 三 生 C…- P, 因 直线 
IX、IY、I12 共 点 1, 所 以 ,它们 的 像 直 线 共 点 于 P, 即 分 别 过 点 D、.E、F 所 作 BC、 


C(O0) 


C4 、A4B 的 季 线 交 于 点 P. 再 由 [一 一 > P 即 知 ,点 0 为 PI 的 中 点 . 
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17. 设 41424344 为 0 的 内 接 四 边 形 ,页 、 六、 机、 有 依次 为 人 424344、 
人 43444 人 人 44414、 人 4i4243 的 垂 心 .求证 :Hi、H、H3、H4 四 点 在 同一 个 加 
上 .并 确定 该 圆 圆心 的 位 置 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1992) 

证 明 如 图 4.21 所 示 , 过 圆心 0 作 4;344 
的 垂 线 , 垂 足 为 M, 则 由 第 3 章 例 3.5.5 有 
4 本 =20M ,4 下 =20M; 又 显然 有 42 // 
41 本 ,所 以 ,4142HiH 是 一 个 平行 四 边 形 , 从 
而 41H 与 4;H 相互 平分 . 同 理 ,4,H 与 43H， 
互相 平分 , 43 可 与 hy Hs 互相 平分 .所 以 ,AlHi、 
A2H，、43 Ha、h4 Ha 四 线 共 点 一 一 设 为 P, 则 PP 
为 这 四 条 线段 的 共同 的 中 点 .于 是 , 作 中 心 反 射 国 4.21 
变换 C(P), 则 4, 一 H.,i = 1,2,3,4. 而 41、4;、h3、44 四 点 在 同一 个 加 上 ,所 以 ， 
可、\、、\H 四 点 在 同一 个 加 上 ,是 点 0 关于 点 PP 的 对 称 点 0' 为 这 个 圆 的 圆心 . 


18. 设 P 为 正 全 4BC 内 部 一 点 , 且 PA? = 
PB* + PC*. 求 人 BPC 的 大 小 . 

解 如 图 4.22 所 示 ， 作 旋转 变换 
R(C,60P), 则 A 一 B. 设 P->P', 则 P'B = P4， 
全 CPP' 是 一 个 正三 角形 , 所 以 ,P'P = PC， 
辽 P'PC = 60. 于 是 

PA* = PB’* + PC 总 PP = PB2 + 已 P2 
LBPP’' = 90pP? BPC = 150 


19. 设 P 为 正 公 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,P 在 全 4BC 的 三 条 高 4D、BE、CF 上 
的 射影 分 别 为 L、.M、N. 求 证 : 4L + BM + CN 与 点 P 的 位 置 无 关 . (贵州 省 数学 
竞赛 ,1979) 

证 明 如 图 4.23 所 示 , 设 0 为 人 4BC 的 
中 心 , 则 4D、BE、CF 共 点 于 0. 不 失 一 般 性 , 设 
L、M、N 分 别 在 线段 0D、OF 、0B 上 .显然 ,上 L、 
MN 和 缘 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 ， 所 以 ， 
LMNL = AMOL = 60p, 1NHN = LpPN - 
60 ,因而 全 LMN 是 一 个 正三 角形 , 而 点 0 在 


入 LMN 的 外 接 圆 的 LN 上 ,由 例 4.3.1,0M = 
ON + OL. 又 04 -= 08 = 0C. 于 是 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


AL + BM + CN = (AO + OL) + (BO - OM) + (CO + ON) = 304 
是 一 个 与 点 PP 的 位 置 无 关 的 常数 . 


20. 圆 内 三 弦 414，、B81B，、C1C; 交 于 一 点 已 , 且 三 弦 两 两 之 间 的 交角 皆 为 
60? .求证 : PA1 + PB+ PC = Ph + PB,+ PC;.( 第 15 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ， 
1989) 

证 明 如 图 4.24 所 示 , 设 0 为 人 4BC 的 
中 心 ,L、M、N 分 别 为 弦 4142;、B1B,、C1C, 的 中 
氮 , 则 0 上 414;, OM | B1B;,,ON | CC ,所 
以 ,L .MN 血 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 . 不 失 一 . 
般 性 , 设 L、M、N 分 别 位 于 线段 P4,、PB1、PCI 
上 , 则 

PL = LA!- PA! = LA,- PA! =- 
(PA, - PL) - P4， 


PL ,PL = (Ph, - P41). 同 理 
PM = (PB, _ PB)),PN = 7 (PO _ PC,) 
妨 一 方面 , 因 人 LMN = 和 人 LPN = 60F ,MNL = 人 人 MPL = 60?, 所 以 人 LMN 
是 一 个 正三 角形 , 且 点 P 位 于 人 LMN 的 外 接 贺 的 MN 上 ,由 例 4.3.1, PL = 


PM + PN. 于 是 广 (P4， 一 P4 1) 一 (PB 一 PB, ) 十 (PC 一 PC ) .整理 即 得 
P4 + PB+ PC = Ph4， + PB, + PC， 


21. 设 P 是 正 公 4BC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 的 一 点 ,4B 和 CP 的 延长 
线 交 于 EE,AC 和 BP 的 延长 线 交 于 下 .求证 :线段 BE 与 CF 的 乘积 与 点 P 的 选择 
无 关 .( 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1995) 

证 明 ”如 图 4.25 所 示 , 作 旋转 变换 R(A4， 
60P), 则 BB 一 C. 设 P->P', 则 CP’ = BP， 
个 APP' 是 一 个 正三 角形 .而 人 CPA = 人 CBA 
= 60?, 所 以 P' 在 PC 的 延长 线 上 . 因 人 人 AP'C = 


6 = 一 FPC, 所 以 4P' ] DF,AWM 而 -4 


CD = CF， 
BD BC CD BC 1 > 
即 22 - 6. 同 理 ,C9 - 中 .两 式 相 乘 即 得 
BE: CF -= BC 图 4.25 
5b94 
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这 是 一 个 与 点 P 的 选择 无 关 的 定 值 . 


22. 三 个 等 圆 交 于 一 点 已 ,上 且 三 个 圆心 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 .过 点 P 
任 作 一 条 直线 分 别 与 三 圆 交 于 另 一 点 4、B、C. 求 证 ; PA、PB.、PC 三 条 线段 中 ， 
有 一 条 线段 等 于 男 两 条 线段 之 和 . 

证 明 如 图 4.26 所 示 , 设 01、、0,、 
O03 是 三 个 等 圆 , 它们 交 于 一 点 P, 且 
从 010;03 是 一 个 正三 角形 ,过 P 点 的 一 条 直 
线 分 别 与 OO GOOD GO; 交 于 另 一 点 4、B、 
C. 不 妨 设 A、B 两 点 在 点 P 的 同一 侧 , 而 点 C 在 
点 尸 的 另 一 侧 . 显然 ,点 己 是 正和 全 010203 的 中 
心 . 作 旋转 变换 R(P,120), 则 @01 一 0, 
O03. 设 4 一 4 一 4A,B 一 B', 则 4' 在 @0， 
上 ,A、B' 均 在 @@03 上 ,P、4'、B' 三 点 共 线 ， 
LBPB'’ = LB'PA” = 120p,p4 = PA’ = PA,PB’ = PB. 

另 一 方面 ,由 一 BPB' = 人 B'Ph4”= 120? 可 知 

LB'AC = LBP'PC = 180 -一 BPB' = 60 
LACB' = 180 - /BPA = 60 


这 说 明 和 人 4"B'C 是 一 个 正三 角形 . 而 P 在 人 4B'C 的 外 接 圆 的 4*B 上 ,出 
例 4.3.1, PC = ph + PB' .但 Ph = PA,PB' = PB, 故 PC = PA + PB. 


23. 设 公 ABC 是 一 个 正三 角形 ,P 是 其 内 部 满足 条 件 人 BPC = 120 的 一 个 
动 点 .延长 CP 交 A4B 于 MM, 延 长 BP 交 AC 于 N. 求 人 AMN 的 外 心 的 轨迹 . (第 17 
届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,2002). 

解 。” 如 图 4.27 所 示 , 设 全 4MN 的 外 心 为 
0, 全 ABC 的 中 心 为 8, 分 别 过 点 B.C 作 BC 的 
垂 线 交 40 的 牌 直 平 分 线 于 E、F, 易 知 , 当 P 一 
BH 时 ,0 — E. 当 P—C 时 ,0 —» F. 

下 面 证 明 : 当 PP 在 公 ABC 内 变动 时 ,点 0 
的 轨迹 是 线段 EF (不 包括 端点 ). 

事实 上 , 设 点 P 满足 条 件 , 作 旋 转变 换 
R(Q,12P), 则 4 一 B,B 一 C,C 一 4. 因 
了 BPC = 120p ,所 以 ,N -> M. 注意 人 BAC = 图 4.27 
60 ,因此 ,P、0 都 在 全 AMN 的 外 接 贺 上 ,所 以 ,全 AMN 的 外 心 0 在 40 的 垂直 平 
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分 线 上 . 

反之 , 设 全 AMN 的 外 心 0 在 线段 EF 上 ,以 0 为 圆心 、04 为 半径 作 圆 分 别 
交 4B、A4C 于 有 、N. 由 于 40 平分 人 Bh4C, 所 以 ,GN = GM. 从 而 在 旋转 变换 
R(O,120P) 下 ,N->M. 但 B 一 C, 所 以 ,BN 一 CM. 故 设 BN 与 CM 的 交点 为 P， 
则 显然 点 P 在 全 4BC 内, 且 一 BPC = 120. 即 点 P 满足 条 件 . 

综 上 所 述 ,点 P 的 轨迹 为 线段 EF( 不 包括 端点 ). 


24. 求 有 一 个 锐角 为 30? 的 直角 三 角形 的 Fermat 点 到 三 角形 的 三 个 顶点 的 
距离 之 比 . 

解 。” 如 图 4.28 所 示 , 设 人 4BC 中 ， B 
BAC =30, 了 CBA = 60,P 是 个 ABC | 
的 Fermat 点 . 作 旋 转变 换 RC(C ,60), 设 | 
P 一 P', 则 全 CPP 是 一 个 正三 角形 , 所 pl 
以 ,4P、P 三 点 共 线 , 有 人 CPA = 、 
60? = 一 CB4 ,因而 点 P' 在 全 4BC 的 外 /~ 
接 圆 上， 这 说 明 BP | PP. 但 4 
BPP' =60, 因 此 ,PB = 2P'P = 2PC. 图 4.28 

另 一 方面 , 因 P' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 ,所 以 人 P'BC = 人 人 P'AC.XLP'BP = 
30P = 一 B4C ,因此 ,CBP = 人 BAP. 再 注意 人 BPC = 人 APB (= 120?) 即 知 ， 
和信 BPC 全 APB ,而 PB = 2PC, 于 是 , PA = 2PB. 故 

PA: PB: PC=4:2:1]1 


25. 以 正方 形 4BCD 的 顶点 也 为 圆心 、 边 长 为 半径 在 正方 形 内 作 圆 弧 AC ,再 


以 BC 为 直径 在 正方 形 内 作 半 圆 与 4C 交 于 点 P. 求 证 : PC = 2PB = VIP4. 

证 明 如 图 4.29 所 示 , 由 条 件 可 知 ， 4 D 
LBPC = 90P,/ CPA = 135°, 所 以 ,APB = /| 
135°. 作 旋转 变换 R(B,90), 则 C 一 4. 设 P 一 / \ 
P’ ,WN P'BPB,P'A = PC,/ AP'B = /CPB = / 


/ 
90, 所 以 ,人 P'BP = 人 BP'P = 45,LPPA = PC 一 AN 
45°. 又 “4PB = 13$ ,因此 一 4PP' = 90 ,于 是 
PA = P'P = /2PB,PC = P4 = v2PA 


故 PC = 2PB = v2Ph. 图 4.29 


26. 证明; 在 正方 形 4BCD 内 存在 唯一 的 -- 点 尸 ,满足 条 件 


几何 变换 


与 几何 证 是 596 
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(1)PA < PB; 

(2) PA 、PB 、PC 成 等 差 数 列 ，; 

(3) PB、PD 、PC 成 等 比 数 列 . 

证 明 ” 设 点 PP 存在 , PA = a,PB = b,PC = c,PD = d. 过 点 已 作 正方 形 
ABCD 的 边 的 平行 线 , 由 勾 股 定理 易 知 o + c* = 刀 + .又 由 条 件 (2)、(3) 知 ， 
a+t+c=2b,d = be, 于 是 of+ (2b6-a)?= b+b(26 -a),; 所 以 
(a -45)(2a - b) = 0. 由 条 件 (1),a < ,因而 有 = 2a,c = 3a,d = 6a. 

如 图 4.30 所 示 , 作 旋转 变换 R(B ,9 ), 则 
C 一 A. 设 P 一 P', 则 P'B | PB,P'B= PB = 
2a,P'A = PC = 3a,P'P = V2PB = 2Y2a, 所 
以 ,PP + PA* = P'4’, 从 而 人 4APP' = 90? ,于 
是 

LAPB = /APP' + L/P'PB = 
90 + 45° = 135° 

再 设 正 方形 的 边 长 4B = x, 则 由 余弦 定理 

可 得 x? = (5 + 2V2)a2. 故 


a = (VS+2V2)-!x 
从 而 全 PA4B 是 完全 确定 的 . 换 句 话说 ,满足 条 件 的 点 已 是 唯一 存在 的 . 


27. 设 己 为 正方 形 41424344 所 在 平面 上 的 
一 点 ,由 顶点 4 引 P4;_1 的 垂 线 (人 = 1,2,3,4， 
ho = 44). 求 证 :所 引 四 条 垂 线 交 于 一 点 . 

证 明 如 图 4.31 所 示 ， 设 正方 形 
41424344 的 中 心 为 0 , 作 旋 转变 换 R(O0 ,90? ) ， 
则 4 一 4 设 己 一 已 , 则 疡 4 | P4;, 所 以 ， 
直线 P'4,,1 即 由 点 4; 引 Ph;.1 的 垂 线 (i = 1,2， 
3,4,4o = 44), 故 所 引 四 条 惟 线 交 于 点 P'. 


28. 设 一 .了 分 别 为 正方 形 4BCD 的 边 BC、 
CD 上 的 点 , 为 4B 的 中 点 ,0 为 正方 形 的 中 
心 .求证 : AF // ME 当 且 仅 当 一 EDP = 45?. 

证 明 ”如 图 4.32 所 示 , 设 正方 形 4BCD 的 
中 心 为 0, 作 旋转 变换 R(O0,90), 则 4B8-> BC， 
CD 一 D4. 设 M 一 MM,F 一 FF, 则 MM' 为 BC 的 
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中 点 , OM’ = OM,OM' / DF,F' 在 DA 上 ,AF’ = DF,F'FO = 4$ .又 DR A 
MB, DA // BE,DF // EM' ,于 是 
DF AF AF’ AF 
人 人 i 2 
AF // ME DAF 人 BEM ya = HES OF = WES 


AAF'F .NAMOE Or = TF dr = 0 


me 


OE OM ~ OE 
F'F // OE/ EOF = 45 


29. 设 PP 是正 方形 4BCD 的 对 角 线 BD 上 一 点 ,点 PP 在 BC、CD 上 的 射影 分 
别 为 EE、F. 求 证 :AP 上 EF. 
证 明 ”如 图 4.33 所 示 , 设 正方 形 4BCD 的 4 ~ 7 
中 心 为 0, 作 旋转 变换 R(0,90), 则 BB->C， 
C 一 D,D 一 4. 显然,BE = EP = CF, 所 以 
EE 一 F. 再 设 F 一 FF', 则 产 在 D4 上 ,有 AF" = 


DF, FF | EF. F 
另 一 方面 , 显然 ,AF' // PF. 叉 AF' = A | 


DF = EC = PF ,所 以 ,四边形 4PFF"' 是 一 个 平 
行 四 边 形 ,因而 4P 由 FF. 再 注意 FF 上 | EF 图 4.33 
即 知 4P EF.. 


30. 设 下 .下 分 别 是 正方 形 4BCD 的 边 4B 、4 上 的 点 , 且 4 = 4F, 点 P 在 
线段 ED 上 ,上 且 PCD = 人 Pr4. 求 证 :4P | DPE.( 第 18 届 俄罗斯 数学 奥 林 匹 
死 ,1992) 

证 明 ”如 图 4.34 所 示 , 设 正方 形 4BCD 的 4 F_D 


中 心 为 0, 作 旋转 变换 R(0,90), 则 A 一 B 一 \ 
CD. 设 E 一 FEF, 则 EE’ 在 BC 上 ,AE'’ | DE,， 


目 BBE = hE = A4F, 所 以 ,FE'C = FD, 从 而 四 边 ; / 
形 FE'CD 为 矩形 ,因此 ,下 .Ek'、C、D 四 点 共 圆 . 
于 是 ,了 PCD = PFAF、P.CD 四 点 共 


圆 FPE .C.D 五 点 共 圆 P、E"、C、D 四 
点 共 圆 EPE'’ = LDCE' LEPE' = Pe 图 4.34 
点 P 在 直线 4FE’ 上 ohP | DE. 


31. 设 P 是 正方 形 4BCD 内 部 一 点 ,Ph4 = a,PB = b,PC = c, 求 正方 形 
ABCD 的 面积 . 
解 ”如 图 4.35 所 示 , 设 PD = 4d, 则 
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d= a+c-b’ 
( 见 前 面 第 26 题 证 明 ). 作 旋转 变换 R(B ,90)， 
则 C 一 4. 设 P 一 P', 则 P'4 = PC = ce,P'B = 
PB = 5b,PP = V2PB = N26b. 于 是 , 令 1 = 


六 Mo + 6 + c), 则 由 Heron 公式 ,有 


SAPp4B + SAPBC = APB + SApBA = 


SAppB8 +SA4Pp = 图 4.35 


78 + hh -an -V26)( - ce) 


l» = (8 +v2c + d),ls = F(a +c +2d) 


l= Flat b+d) 
则 


d’ +V la(l3 ~ a)(ls- c(h -v2d) 
SA ppa + SA pap 二 ps + lal la _ V2a)(l 一 5) (1 一 d) 


四 式 相 加 ,并 注意 4 = a* + ce? ~- bY 即 得 


1 
SApcp = 7(o + + + 人 Az + 分 3 + 公 4) 


APcD + SAppA = 


SApgc + SA pcp 二 六 十 所 /2( 12 一 5)(72 -2c)(L, 一 d) 
1 
2 


其 中 


A = Vd- a)(l -v2 - cc),h = 7 (2a +b+c) 
全 > 一 Y /212 一 b)(l, -VY2ec)(L, 一 d) ,1 = pi + /2c + ad) 
人 3; = bb- a)(ls- cec)(l -v2d),l = (a + c +2d) 


和 = Vl Na bl d),ls = (2a +b+d) 
d=Va+c-b 


32. 设 D 是 等 腰 直 和 角 公 A4BC 的 斜 边 BC 上 的 任意 一 点 ,求证 : BD? + DC? 


2 AD*. 


ed 
me——_ 


几何 变换 


证 明 如 图 4.36 所 示 , 作 旋转 变换 R(B8,90°), 则 8B 一 C. 设 D 一 D', 则 
4D' 上 AD,CD' 上 BD,D'D* = 24D, 于 是, 考虑 Rt 全 CD'D, 由 勾 股 定理 ， 
CD + DPC” = D'D* = 24D?. 故 

BD + DC* = CD 一 + DC = 2AD? 


33. 设 EE、F 分别 为 等 采 直 角 公 4BC 的 腰 4B、AC 上 的 点 , 且 4 = 人 = 7. 


求证 :一 FE4 = 人 CBF 的 充分 必要 条 件 是 + = 2. 

证 明 ”如 图 4.37 所 示 , 设 0 为 斜 边 BC 的 中 点 , 作 旋 转变 换 R(O ,90), 则 
C 一 A 一 B,F 一 ,所 以 ,A4、.E、OF 四 点 共 圆 ,因此 ,FEA4 = 人 FOh4. 又 
OAF = 4$ = 人 BCF ,于 是 


CF _BC 
/FEA = /A CBF OAF cm ABCFe, FA = 04 人 7 = 2 


B OO C 


图 4.36 图 4.37 


34. 设 天 是 四 边 形 4BCD 的 边 4D 上 一 点 ,日 BE 上 EC .再 设 4B = a,AE = 
b,ED =c,CD = d, 且 Qa?+ b+ c= dr. 求 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


解 如 图 4.38 所 示 ， 作 旋转 变换 万 

R(E,90), 则 B 一 C. 设 4 一 4', 则 4 ~ 

A'E -= AE = b,AC= AB=a 
且 4'E | ED. 因 此 

4'C2+4D2 = a+b+eo = d= CD 

所 以 4'D 上 4'C. 又 由 余弦 定理 8 C- 
CE? = 4 了 +4C2 -24 下. AC -ceos /EA'C = 

b+o2+2ag -sin /AEA'D = 图 4.38 


eC 


Vb+e? 


b+al+2ab: 


于 是 


S4pep = SAABE + SAECD + SABEC = Ac + SAECD + SAEBC = 
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SAEp4' + SAA'CD + SAEBC = 


Foc+TaVBro+rT (atbt+ 2abc ) = 


2 2 /pre 
1 2 .2 AT abc 
7 (a + b*+bc+avb’ +c’)+ i 


35. 设 锐 角 人 4BC 的 外 心 为 0 ,直线 BO、CO 分 别 与 边 C4、4B 交 于 E、F. 证 
明 : 如 果 了 4 = 45°, 则 0B = 20E 当 且 仅 当 0B8B = 30F. 

证 明 ”如 图 4.39 所 示 , 由 人 人 4 = 45° 可 
知 , 公 OBC 是 以 0 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 
角形 . 作 旋 转变 换 R(C,90), 设 0->0'， 
所 一 到 , 则 四 边 形 0BO'C 是 一 个 正方 形 , 且 
E' 在 边 BO 上 ,O'EF = 0 一 有 EC = 
45° = 一 B4C ,所 以 ,FEE // 4B. 设 EE’ 与 OC 
交 于 大, 则 四 边 形 FBE'K 是 一 个 平行 四 边 
形 , 所 以 , FK = BE' .从 而 图 4.39 

0B = 20EesE' 为 BO' 的 中 点 名 BE = 30KeeFK = 30K 
另 一 方面 , 因 0B = BO' = 2BE' ,所 以 E'B = 30Kes0B = 60K. 因 此 
KF = 30KeOF = 20Kes0B = 30F 

故 0B = 20Ees0B = 30F. 


36. 在 从 A4BC 中 ,4B = AC, 了 BAC = 09. 求证 :对 公 ABC 所 在 平面 上 任意 一 
点 P, 有 


PB + PC > 2pAsin § 


等 式 成 立 当 且 仅 当 点 PP 在 人 4BC 的 外 接 圆 的 BC (不 含 点 4) 上 . 

证 明 如 图 4.40 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(4,9), 则 B 一 C. 设 P->P', 则 P'C = PB， 
P'A = PA,/ PAP’' = LBAC = 0, 所 以 ,PP' = 


2Phsin 允 . 于 是 ,由 P'C + PC = P'P, 即 得 


PB + PC > 2Phsin § 
等 式 成 立 当 生 仅 当 点 P.C、P' 三 点 共 线 ， 
且 点 C 在 PP' 之 间 . 又 x P'ChA = x PB4 , 因 


此 , P.C、P' 三 点 共 线 , 且 点 C 在 P、P' 之 间 当 日 仅 当 4BPC 是 一 个 圆 内 接 凸 四 


图 4.40 
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边 形 . 故 其 等 式 成 立 当 且 仅 当 点 P 在 人 4Bc 的 外 接 圆 的 BCG( 不 含 点 4) 上 . 


37. 在 全 4BC 中 ,4B = 4C, 了 人 B4C = 0.E、F 为 底 边 BC 上 两 点 (E 在 BF 

之 间 ). 求 证 :和 EAF = 也 的 充分 必要 条 件 是 
EF* -= BE*+ FC*+2BE. FC cos 

证 明 如 图 4.41 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(4,0), 则 BC. 设 E 一 EE', 则 CE’ = PP， 
AE'’ = AE,/ EAE = 0,/ ECB = /EBA - 
LACB,PBL, LA ECF = 2 ACB = 180 - 9. 由 
余弦 定理 

EF = EC + FC +2CE'’.: FC.cos0 = 
BE? + FC* +2BE. FC .cosdb 


于 是 图 4.41 


/EAF =- SL FAE - SsAEAF O AF'AFOEF =- E'Fo 


EF* = BE + FC +2BE.: FC.cosb 


38. 在 人 4BC 中 ,4B = AC, 了 BAC = 9.P 为 人 ABC 内 部 一 点 . 求证 : 
PB* = PC2 + 4P42 .sinz $ 的 充分 必要 条 件 是 
CPA = 180* - 


证 明 如 图 4.42 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(4,0), 则 有 一 C. 设 PP 一 已 , 则 CP' = BP， 
AP’ = 47D, PhP = 60, 所 以 ,PP’ -= 2P4 ， 
sin ,之 P'PA = 90P - 也 .于 是 ,由 勾 股 定理 及 
其 逆 定 理 , 得 

PB* = PC2 + 4PA’sim pe 

P'C* = CD + PP 一 CPP' = 
0 


90Pes /CPA = 180? - 了 


LS 


39. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ,4B = AD,E、F 分 别 为 边 BC、CD 上 的 点 . 求 


几何 变换 
与 几何 证 题 
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证 :BE + FD=EF 的 充分 必要 条 件 是 


EAF = LBAD. 

证 明 如 图 4.43 所 示 , 作 旋 转变 换 
R(A4, x B4D), 则 B 一 D. 设 E> Er， 则 
AE'DA =/EBA,A EAF'’ = /BAD,DE' = 
BE . 因 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ,所 以 点 E' 在 CD 
的 延长 线 上 ,上 且 BE + FD = DE'’'+FD= FFE. 
于 是 


图 4. 43 


BE + FD = 开 FcFF = EFoSE'FA CAA FEAFe, 


LFAF' = 了 EMF EAF -: FLEAE' LEAF - 记忆 BMD 


40. 设 己 和 @C 是 凸 四 边 形 4BCD 内 部 的 两 个 点 ,满足 条 件 4P = BP, CP = 
DP, LAPB = LCPD,AQ = DO,BO = CO, 人 DoO4 = BOC. 求 证 :DOA + 
本 4PB = 180.( 中 国 国家 队 选 拔 考试 ,2001) 

证 明 如 图 4.44 所 示 . 由 条 件 可 知 


R(P, + APB R(O, «+ DO4 
AC * AFB), BD RD E20 于 


是 , 设 4C 与 BD 交 于 点 RR, 则 由 旋转 变换 的 性 质 
(定理 1.3.11), 有 
ARB = /APB,/DRA = /DOA 


故 
DOA + LAPB = /DRA + /ARB = 180? 


41. 在 公 4BC 中 ,人 C = 9%0p ,DE 分别 为 
BC 、C4 上 的 点 , 且 BD = CE,AE = BC. 设 AD 
与 BE 交 于 点 P. 试 求 人 BPD 的 大 小 . 

解 ” 如 图 4.45 所 示 , 因 AE 二 BC, 故 存在 


一 个 旋转 变换 R(0,90), 使 得 BC < 
EA. 设 EE', 则 OF’ 上 OE, 而 OE 上 0B, 所 
以 ,E'、0O、B 三 点 共 线 ,日 0 为 EB 的 中 点 , 因 
此 ,全 EE'B 是 一 个 以 E 为 直角 顶点 的 等 腰 三 角 
形 , 从 而 人 EBE'’ = 45°. 

又 Eh4 上 CE,CE 上 BD, 所 以 ,E'h 上 BD ,这 说 明 四 边 形 EF'BDA 是 一 个 平 
行 四 边 形 , 于 是 , 4D / EE'B. 邦 


图 4.45 


几何 变换 
与 几何 证 题 


LBPD = /EBE' = 45° 


42. 在 人 4BC 中 ,BAC 的 平分 线 交 其 外 接 圆 于 D,E、F 分 别 为 4B、4C 上 
的 点 ,EF 与 4D 交 于 KK. 求 证 :人 CBK = 人 CDF 当 且 仅 当 EF // BC. 

证 明 如 图 4.46 所 示 , 因 DD 是 人 BA4C 的 
平分 线 与 全 4BC 的 外 接 圆 的 另 一 交点 ,所 以 ， 
DB = DC ,于 是 作 旋 转变 换 RD, x CDB) , 则 
C 一 B. 设 下 一 严 , 则 BF -= PDF, 且 

FBC = /FDC = 180P - CB4 
所 以 ,点 F' 在 48 的 延长 线 上 . 


R(CD, CDB) 
另 一 方面 , 因 C.F 一 一 全 一 > B、F, 所 
以 ,人 DB NADCB,MMmMAFFD = /BCD, 


于 是 , 设 疡 F 与 BC 交 于 上 , 则 FL.D、C 四 点 共 圆 ,所 以 ,CLF = 一 CDP. 
‘1 AE EK 
又 AK 平分 人 EAF ,所 以 ,4 = KR， 于 是 
LCBK = 人 CDF CBK = /CLFOBK/ FF 
EB EK EB AE 


BF’ = KFSO FC = AFSEF / BC 


图 4.46 


43. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4C = BD ,分 别 以 四 边 形 的 四 边 为 底 在 形 外 作 四 个 
等 腰 三 角形 PA4B、QBC、RCD 、SD4 ,使 得 全 PAB 人 RCD, 公 QBCw 介 SDA. 求 
证 :PR |] 05S. 

证 明 如 图 4.47 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 的 
边 4B 、BC、 CD 、D4 的 中 点 分 别 为 民工.M、N， 
由 4C = BD 可 知 四 边 形 KLMN 是 一 个 菱形 , 因 
而 其 对 角 线 互相 垂直 , 即 KM | ZNV. 

另 一 方面 , 因 4C = BD, 故 存在 一 个 旋转 


变换 R(O0,0) ,使 得 4C 人 2 人 BD, 所 以 ,04 = 
0B,0C = 0D, 有 年 40B = COD. 因而 
全 04B 全 OCD. 再 注意 公 P4B 全 RCD 知 

OK OK.AB OM .CD OM 


KP ~™AB KP~™ CD MR™ MR 
又 由 04 = 08,0C = 0D,PA = PB,OC = OD,RC = RD 和 ,0O.K.P= 
点 共 线 ,0O、M、R 三 点 共 线 ,由 此 可 知 , PR // KM . 同 理 ,0S /LN, 于 是 由 KM | 


LN 即 知 PR | QS. 


Geometric transformations and their lications 


44. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4D = BC, 人 4 + 人 B = 120. 分 别 以 4C、DC、DB 
为 边 长 远离 4B 作 三 个 正三 角形 4CP、DCQ、DBR .求证 : P、O、R 三 点 共 线 , 且 0 
为 线段 PR 的 中 点 . (第 3 届 中 国 台 湾 数 学 奥林匹克 ,1994) 

证 明 如 图 4.48 所 示 , 由 4+ 人 B= ?7 
120? 知 , (4D,BC) = 60P. 再 由 全 DCO 是正 
三 角形 , 且 4D = BC 可 知 全 04B 也 是 正三 角 


R(C ,60) R( OQ ,607) R(D ,602) 
形 .于 是 0 一 > D> CT 


0, 即 @ 是 三 个 旋转 变换 之 积 
R(D,60) R(O,60)R(C ,60) 
的 一 个 不 动 点 . 因 60? + 60? + 60? = 180P, 由 定 
理 1.3.15(1) 
R(D,60)R(Q,60)R(C,6P) = R(Q,180P) = CCO) 
这 是 一 个 以 8 为 反射 中 心 的 中 心 反 射 变换 .又 显然 有 


图 4.48 


R(C, ， ， 
pCO 4 RO) RPG) » 
R( D,60) R(Q,60) RCC,60) clQ) 加 
即 忆 一 一 R. 因 而 P< 人 R. 故 P.O.R 三 点 共 线 , 且 0 
为 线段 PR 的 中 点 ， 


45. 以 全 ABC 的 边 BC 为 斜 边 作 一 个 Rt 人 DBC, 设 大 CBD = au,y DCB = 
B. 再 分 别 以 B、C 为 顶点 作 两 个 等 腰 三 角形 4BE 、4CF ,使 
ABE = 2a, + FCA = 28,4B = BE,AC = CF 
求证 :D、E、F 三 点 共 线 , 且 DD 为 线段 EF 的 中 点 . 


证 明 ”如 图 4.49,4.50 所 示 , 设 2 吕方, 则 CD = CD, 旦 < DCD' - 
28 = 2x DCB, 这 说 明 BC 垂直 平分 线段 DD' ,因而 BD' = BD, 有 区 D'BD =- 


2 + CBD =2a, 所 以 ,DD RC 20) D, 印 D 是 两 个 旋转 变换 之 积 
R(C,2a)R(B,28) 
的 一 个 不 动 点 .又 a、8 是 一 个 直角 三 角形 的 两 个 锐角 ,所 以 a + 8 = 90p, 从 而 
2a + 28 = 180P. 由 定理 1.3.15(1) 
R(C,2a)R(B,28) = R(D,18m) = C(D) 


R(C,2 R(C,2a) R(C,2a)R(B,2 CD 
又 显然 有 FP 并 4 即 FP “2, 因而 F< 名 EE. 故 


D、E、F 二 太 共 线 , 且 D 为 线段 EF 的 中 点 . 


图 4.49 图 4.50 

46. 地 面 上 有 不 共 线 的 三 点 4、B8、C ,一 只 青蛙 位 于 地 面 上 异 于 4、B、C 的 
点 P. 青 蛙 第 一 步 从 PP 点 跳 到 点 P 关 于 点 4 的 对 称 点 Pi, 第 二 步 从 Pj 跳 到 点 已 
关于 点 B 的 对 称 点 P;, 第 三 步 从 P, 跳 到 点 P, 关于 点 C 的 对 称 点 P; ,第 四 步 跳 
到 点 P3 关 于 点 4 的 对 称 对 称 点 Py ,……… ,以 此 类 推 . 问 青 蛙 能 否 回 到 出 发 点 ?如 
果 能 ,至少 需要 几 步 ? 

解 ”如 图 4.51,4.52 所 示 ,分 别 过 人 4BC 的 顶点 4、B、C 作对 边 的 平行 线 
构成 全 XYZ , 则 4、B、C 分 别 为 人 XYZ 的 边 YZ、ZX、XY 的 中 点 ,于 是 


C(4 C(B C(C 
y_ > 7 CC8) yO y 


即 Y 是 三 个 中 心 反 射 变换 之 积 C(C)C(B)C(4) 的 一 个 不 动 点 . 由 定理 
1.3.15(1),C(C)C(B)C(4) 仍 是 一 个 中 心 反 射 变换 , 故 有 

C(C)C(B)C(A) = C(Y) 
从 而 [C(C)C(B)C(4)]* = [CC(Y)]* = 了 7 为 恒 等 变 换 . 这 说 明 青 蛙 跳 第 6 步 即 
一 定 会 回 到 出 发 点 . 
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图 4.51 图 4. 52 
如 果 青 蛙 开 始 位 于 XX、Y、2Z 这 三 点 的 位 置 ( 图 4.51) ,那么 青蛙 只 需 跳 3 步 
即 回 到 出 发 点 .如 果 青 蛙 开 始 位 于 除 点 对 、Y、2Z 以 外 (当然 4、B、C 三 点 也 要 除 
外 ) 的 其 他 位 置 , 则 青蛙 至 少 需 跳 6 步 才 能 回 到 出 发 点 (图 4.52). 


47. 将 人 4BC 绕 平 面 上 任意 一 点 旋转 60? ,得 到 个 A'B'C'.L、M、N 分 别 为 
线段 4'B 、B'C、C'4 的 中 点 .求证 ;全 LMN 是 一 个 正三 角形 . 
证 明 ”如 图 4.53 所 示 , 设 P.O、R 分 别 为 4'4、B'B、C'C 的 中 点 , 则 
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PL // AB, LO // A'B', OM / BC 
MR // B'C',RN/ CA,NP/ CA 


1 _ 1p 上 
PL = 34B,10 = 534'B',QOM = 六 BC 


MR = 方 BC RN - CA, NP - 方 

而 4'B = AB,B'C'’ = BC,C4 = C4, 且 
(AB,A'B'’) = (BC,B'C') = (CA,C'A') = 60 

所 以 ,PL = LO, OM = MR,RN = NP, + QLP = + RMO = + PNR = 120 ,这 

说 明 全 LOP、 公 MRO、 公 NPR 分 别 是 以 OP 、RO 、PR 为 底 边 的 、 顶 角 为 120 的 等 


晤 三 角形 ,由 Napoleon 定理 芭 知 , 公 LMN 是 一 个 正三 角形 . 


C'A’ 


图 4.53 
48. 将 四 边 形 4BCD 绕 平 面 上 任意 一 点 旋转 90P ,得 到 四 边 形 4'B'C'D’. KK、 
L、M WN 分 别 为 4B、B'C、C'D、D'4 的 中 点 .求证 : KM 上 LN. 
证 明 ”如 图 4.54 所 示 , 设 P.O0、R、S 分 别 为 44、B'B、C'C、D'D 的 中 点 ， 
则 
PK // AB, KO / A'B',OL/ BC,IRANRBG' 
RM // CD,MS // C'D',SN // DA,NP / DA 


4B, KO = AB', QL = BC,IR = $B'C 


PK 7 7 


外 


1 Lp ”上 1 
7 CD, MS CD ,SN = 7 DA, NP = D4 


S 


而 4'B' = AB,B'C’ = BC,C'D’ = CD,D4' = D4, 且 

(4B,A'B') = + (BC,B'C') =y(CD,CD ) = + (DA,D'A'’) = 90p 
所 以 ,PK 上 KO,QL 上 LR,RM 上 MS,SN 上 NP, 这 说 明 公 KOP、 公 LRO、 
全 MSR、 公 NPS 分 别 是 以 OP、RO SR 、PS 为 底 边 的 等 腰 直 角 三 角形 , 由 Von. 
Aubel 定理 ( 例 4.6.4) 即 知 , KM 二 LN. 


49. 在 矩形 4BCD 中 ,BC = 348,E 是 4D 上 与 4 相 邻 的 三 等 分 点 ,以 BD 为 
斜 边 作 等 腰 直 角 三 角形 FBD ,使 下 4 位 于 配 的 同 侧 . G6 为 平面 上 任意 一 点 , 作 
三 个 与 人 AFBD 同 向 的 等 腰 直 角 三 角形 EGH、CI、D11( 均 以 第 一 顶点 为 直角 顶 
点 ) .求证 :入 FGJ 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 

证 明 ”如 图 4.55 所 示 , 以 C 为 直角 顶点 作 等 腰 直 角 三 角形 CK4 ,使 其 与 
全 FBD 同 向 , 则 由 例 4.6.11, 公 DFK 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 , 且 以 忆 为 直角 
顶点 .显然 ,全 EF4 是 一 个 以 E 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,于 是 


图 4.55 


,90P R(C, - %P R(D,%0P 
PA ) 1 ( ) 天 ( ) 


即 是 三 个 旋转 变换 之 积 R(D,90P)R(C，- 90?) 民 (五 ,90p) 的 一 个 不 动 点 .而 
90P + (—- 90P) + 90P = 90? 
由 定理 1.3.15(1) 知 
R(D,90P)R(C, - 90P)R(E,9P) = R(F ,90°) 


R(E,90) R(C, - 97) ，R(CD,90Dp) 
又 6 一 一 一 > fH 一 一 一 一 > /一 一 > J, 即 


GJ 


J .由 此 即 知 全 FGJ 也 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 . 


R(F ,90) 


因而 C 


50. 设 4BCD 是 一 个 四 边 形 ,四 边 形 4'BCD' 是 四 边 形 4BCD 关于 边 BC 的 反 
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射 像 ,四 边 形 4"B'CD' 是 四 边 形 4'BCD' 关于 CD' 的 反射 像 ,四 边 形 4"B"C'D' 是 
四 边 形 4B'CD' 关于 .74 的 反射 像 .证 明 : 如 果 44” // BP” , 则 4BCD 是 圆 内 接 
四 边 形 . (第 29 届 IMO 预选 ,1988 ) 
证 明 ”如 图 4.56 所 示 , 由 题 设 可 知 公 4"B'C 与 人 4BC 真正 合同 . 因 
+ BCB’ = 2 BCD = 2 + DCB 
R(C,2 大 DCB) 加 B' .又 显然 有 和?B' R(A” .2 * BAD) 


R(A”",2 4 BAD)}R(C,2 ¢ DCB 
AB es BADIRCC,? « DOB Ap 


另 一 方面 ,由 定理 1.3.13, 当 x B4D + DCB zx 180 时 ,存在 点 0 ,使 得 
R(A’,2 x BAD)R(C,2 + DCB) = R(O,2 + BAD +2 + DCB) 
仍 是 一 个 旋转 变换 . 当 x B4D + x DCB = 180 时 ,存在 向 量 v ,使 得 
R(A”,2 + BAD)R(C,2 + DCB) = T(v) 

是 一 个 平移 变换 . 

于 是 , 当 x BAD + DCB = 18P 时 ,由 4B 4A"B" 即 知 44” // BB”. 

反之 , 当 44”// BBP" 时 ,车 BAD + DCB x 180P, 则 4B" 与 48B 不 平行 ， 
于 是 由 4”B" = 4B,44” // BB" 知 , 四 边 形 4BBP”"A” 是 以 44”、BB” 为 两 底 的 等 腰 
梯形 ,因此 44”、BP” 的 两 垂直 平分 线 重 合 .而 C4 = C4",D'B = 万 到, 所 以 CD; 
就 是 44" 、BB 的 公共 垂直 平分 线 . 但 CD' | BB’' ,所 以 A4” // BB'. 叉 4A’B' = 
AB, 所 以 ,四边形 4BB'4 是 一 个 以 44 、BB' 为 两 底 的 等 晨 梯 形 . 而 


R(C,2 « DCB) 


AB 一 一 一 一 一 > 4"B' ,因此 ,C 为 直线 4B 与 4"B' 的 交点 ,从 而 A、B、C 三 点 共 
线 .矛盾 .因此 , 当 Ah4” // BB 时 , 必 有 六 B4D + «DCB = 180. 

综 上 所 述 ,44"” // BB” 当日 仅 当 x BA4D + DCB = 180 , 当 且 仅 当 四 边 形 
ABCD 内 接 于 贺 . 


所 以 ,4B 4h”BP" ,因此 


T(vy) 
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习题 5 


1. 在 公 ABC 中 ,4B = 4C, Ph4C = 106 ,PP 是 人 4BC 内 一 点 , 使 得 
PBA =7 ,BAP = 23. 求 一 CP4. 

解 ” 如 图 5.1 所 示 , 由 PBA = 7T, 人 BAP = 23° 可 知 ,人 APB = 1$0P .于 
是 , 作 轴 反射 变换 S( PB), 设 A 一 4', 则 公 A4Ph' 是 一 个 正三 角形 ,而 人 BAC = 
106° ,BAP = 23°, 所 以 ,A'AC = 106? - 23° ~ 60p = 23°. 由 此 可 知 ,全 C4'h 各 
全 BPAh ,因此 ,CA'h4 = APB = 1$0 ,了 Ph4'C = 360P -150 -60° = 150. 又 
4'P = A'4, 所 以 ,全 Ch4'h 守信 CA4'P, 从 而 PC = 4C. 故 

LCPA = LPAC = 一 Ph44' + /AA'C = 60 + 23 = 83° 


2. 在 人 4BC 中 ,4B = AC,D 是 底 边 BC 上 的 一 点 ,E 是 4D 上 的 一 点 , 且 
LECB = /DAC,BD = 2DC. 求 证 : 4D | BE. 

证 明 如 图 5.2 所 示 , 以 BC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 
DD 一 D', 则 4D' = 4D, 且 由 BD =2DC 知 ,有 为 50D 的 中 点 ,所 以 DC = DD'. 

男 一 方面 , 因 人 人 ECB = DAC, 所 以 DC* = DE :DA4, 于 是 D'D? = DE . 
DA ,因此 ,全 D'AD 中 人 DD'E, 而 4D' = 4D, 所 以 D'E = D'D = BD' .由 此 即 知 
AD | BE. 


图 5.1 图 5.2 


3. 在 全 4BC 中 ,D 是 BC 上 的 一 点 ,E 是 线段 4D 上 的 一 点 ,直线 CE 与 4B 
交 于 下 , 若 4D = DC,4B = EC. 求 证 : B.D、E、F 四 点 共 圆 .( 第 22 届 志 界 城 际 
数学 竞赛 ,2000) 

证 明 ”如 图 5.3 所 示 , 以 4C 的 息 直 平分 线 为 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 C -一 4. 
设 已 一 天, 则 及 在 BC 上 , 且 4 玉 = CE = AB, 所 以 人 DBA = 4 万 .又 
4FD = 了 DEC ,因此 ,DBA = DEC, 故 B.D、E、F 四 点 共 圆 . 
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4. 在 个 4BC 中 ,人 C = 2 了 B,D 是 三 角形 
内 一 点 , 且 DB = DC. 求 证 :4D = 4C 的 充分 必 
要 条 件 是 人 BAC = 3 B4D.( 必 要 性 :第 24 届 
澳大利亚 数学 奥林匹克 ,2003). 

证 明 ”如 图 5.4 所 示 , 条 件 “DB = DC”" 放 
明 全 DBC 是 一 个 等 腰 三 角形 .以 它 的 对 称 轴 / 
为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 S(1), 则 C- 一 B. 设 A 一 
4', 则 一 B4'D = DAC , 旦 四 边 形 4'BC4 是 一 
个 等 历 梯 形 , 因而 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 . 又 
了 4'BC = 4CB = 24B8C， 所 以 BA 为 
芝 4'BC 的 平分 线 , 从 而 4'4 = 4C = A4D. 但 
A'B = AC,A'D = 4D, 所 以 4 有 = 4'4. 于 是 ， 
4D = 4C 忆 4B = 4D = 4'4 忆 点 4 是 人 4BD 
的 外 心 BA'D = 2/BADO/DAC = 
2 BADes/ BAC = 3 一 B47D. 图 5.4 


5. 两 个 同心 圆 ,从 大 贺 上 一 点 4 引 小 圆 的 两 切线 4B、4C,B、C 为 切 点 .再 
设 AC、BC 的 延长 线 分 别 与 大 圆 交 于 D、E 两 点 .求证 : 4 = 8E 


DE: ~ CE: 

证 明 ”如 图 5.5 所 示 , 设 两 同心 圆 的 圆心 
为 0 , 作 轴 反射 变换 S(40), 设 EE 一 饭 , 则 EE 
在 大 圆 上 ,所 以 ,4AEB = 人 CE'4A = 一 ED4， 


AbE AC 
从 八 Me O_O 
从 而 ， ADE 4EC ,因此 ,7 = CCE: 
又 DCE = 4CB = /AAABE,， 有 所 以 
AE _ BE 
人 BEA AO CDE ,从 而 pF = ED. 于 征 
DE* ~ CE*: CD 
ABE? BE 
但 由 0C 上 4D 知 ,AC = CD, 故 a = Pp: 


6. 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 一 圆 ,过 4 和 C 作 圆 的 两 条 切线 交 于 点 P. 如果 点 
P 不 在 直线 BD 上 ,和 且 Ph4? = PB . PD .证明 ; BD 与 4C 的 交点 是 4C 的 中 点 . (第 
47 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 竞赛 ,1998). 

证 明 ”如 图 5.6 所 示 , 设 PB 与 圆 的 另 一 交点 为 已 , 因 点 已 不 在 直线 BD 上 ， 


611 


所 以 Ez D. 但 由 PE . PB = Ph = PD， PB 知 PE = PB. 由 此 即 知 
全 ODP 安 人 O5P(O 为 圆心 ), 因 此 ,DD、E 关于 直线 OP 对 称 .再 设 OP 与 4C 交 
于 MM, 则 M 为 4C 的 中 点 .注意 OM .OP = 
04” = OD, 所 以 ODM = 人 DP0O. 同 理 ， 
MBO = 人 OPB. 但 LDPO = 0PB, 所 
以 ,ODN = /MBO. 

作 轴 反射 变换 S(OP), 则 D 一 EF， 
MEO = LODM = /MBO,FPW,EM. 
0、B 四 点 共 圆 ,于 是 ,了 OMB = 人 OEB = 
EBO = /EMP = /PMD.M 击 DM.B 图 5.6 
三 点 共 线 , 即 BD 与 4C 的 交点 是 4C 的 中 点 1 


7. 设 全 4BC 的 外 接 圆 的 过 点 B、C 的 切线 交 于 P,M 是 BC 的 中 点 .求证 : 
芝 BAM 与 人 ChP 相等 或 互补 .( 第 26 届 IMO 预选 ,1985) 

证 明 如 图 $.7,5.8 所 示 , 设 人 4BC 的 外 心 为 0, 显 然 , 0 、M、P 三 点 共 线 . 
作 轴 反射 变换 S(OP), 则 C 一 B. 设 D>D', 则 D' 也 在 公 4BC 的 外 接 圆 上 ,是 
大 BAD’ = + DAC, + D'MP = + PMD. 

为 一 方面 , 因 0C | PC,MC OP, 由 直角 三 角形 的 射影 定理 与 圆 寡 定理 ， 
PM. PoO=Pc = PD. Ph, 所 以 ,0 、.M、D 、4 四 点 共 圆 ,于 是 再 注意 04 = 0D， 
得 PMD = ¢ 04D = ADO = 4MO. 而 x D'MP = x PMD. 因此 ， 
你 DMP = 了 AMO. 这 说 明 D、.M、4 三 点 共 线 ,所 以 x BAM = C4P. 故 
ph4M 与 人 ChP 相等 (图 5.7) 或 互补 (图 5.8). 


8. 过 昌 O 外 一 点 P 作 0 的 两 条 切线 Ph 、PB,4、B 为 切 点 ,C 为 直线 P4 
上 一 点 ,M 为 BC 上 的 一 点 ,直线 PM 与 4B 交 于 D .证明 :M 为 BC 的 中 点 的 充分 
必要 条 件 是 0D 上 BC.( 充 分 性 :瑞士 国家 队 选 拔 考试 ,2006) 

证 明 如 图 $.9,5.10 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(OP), 则 B 一 4. 设 C 一 C'， 
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则 C' 在 直线 PB 上 ,PC' = PC,4C' 与 BC 相交 于 OP 上 一 上 尽 E, 人 DAE = 
了 EBD. 而 PO 平分 人 4PC' ,所 以 
AP 4P AE 


PC ”PC' EC’ 
另 一 方面 , 因 P.M、D 是 全 4BC 的 三 边 所 在 直线 上 的 共 线 三 点 , 由 
Menelaus 定理 


AD BM CP 
DB MC PA ~ 
再 注意 OPB = /04D,OE 1 A4B, 于 是 
BM AD AP 
占 已 a0 _ A 
M 为 BC 的 中 点 全 Ne 一 le DB 一 PC 全 


AD AFE ， 
pB = FEC’' SLED MA C'BesED / PBes 


LOED = /OPBes/ OED = 04DehA、O、D、E 四 点 共 加 一 
DOE = LDAEcsL DOE = /EBDesOD | BC 


图 5.10 


9. 用 轴 反 射 变换 证 明 习 题 4 第 29 题 . 

习题 4 第 29 题 : 设 P 是 正方 形 4BCD 的 对 角 线 BD 上 一 点 ,点 PP 在 BC、CD 
上 的 射影 分 别 为 E、F. 求 证 : 4P 上 EF. 

证 明 ”如 图 5.11 所 示 , 作 轴 反射 变换 1 
S(BD), 则 A 一 C, 所 以 , P4 = PC, 又 显然 四 边 
形 PECF 为 矩形 ,所 以 PC = EF ,从 而 

PA = EF F 

再 设 直线 PA 与 EF 交 于 昌 , 因 和 矩形 PECF /2 
内 接 于 圆 , PE // 48B, 于 是 , 

AHFP = LPCE = LBAP = LEPH 
所 以 ,PHE = 人 EPF = 9%p. 即 4P | EF. 故 图 5.11 
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4P 二 EF. 


10. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B = AD, 人 BB = 
辽 D = 90 ,在 CD 上任 取 一 点 ,过 D 作 A4E 的 
垂 线 交 BC 于 下 .求证 :4F | BE.( 第 21 届 俄 罗 
斯 数学 奥林匹克 ,1995) 

证 明 如 图 5.12 所 示 , 因 4B = 4D， 
B = 一 D = 90, 所 以 ,全 4BC 与 人 4DC 是 两 
个 有 公共 斜 边 , 且 有 一 直角 边 相 等 的 直角 三 角 
形 , 因 而 它们 的 另 一 直角 边 也 相等 , 即 BC = 
DC ,这 说 明 四 边 形 4BCD 是 以 4C 为 对 称 轴 的 
第 形 .又 AD | DE,DF | A4E, 所 以 ,DEA = 图 5.12 
ADF. 

作 轴 反射 变换 S(4C), 则 D->B8,DC -> BC. 设 E 一 EF, 则 EP’ 在 BC 上, 且 
了 hE'B = DEA = 人 ADF, 所 以 4、.E'、FD 四 点 共 圆 , 于 是 ,人 DFA = 
全 DE'A = 人 人 AEB ,从 而 再 由 4E | DF 即 知 4F | BE. 


11. 在 筝 形 4BCD 中 ,4B = 4D,BC = CD ,A4C 与 BD 交 于 0 ,分 别 过 4、C 作 
CD 、48B 的 恰 线 , 翟 足 分 别 为 E、F. 求 证 :E、0、F 三 点 共 线 .( 第 14 届 和 白俄罗斯 
年 数学 奥林匹克 ,2007) 

证 明 ”如 图 5.13 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(4C), 则 D 一 B,CD 一 CB. 设 LIL 一 上 , 则 二 
在 BC 上 , 且 4L' | BC,pBOF = LOD.X 
BO | AC,CK | 4B, 所 以 4L、BO、CK 三 线 共 
点 于 全 4ABC 的 重心. 由 三 角形 的 垂 心 的 性 质 ， 
<KOB = 人 BOL, 因 此 人 KO0B = 人 LOD ,故居 、 
OL 三 点 共 线 , 即 KL 过 筝 形 的 对 角 线 的 交点 . 


图 5. 13 

12. 设 4D 是 全 4BC 中 BC 边 上 的 高 ,分 别 过 顶点 B 和 C 作 BAC 的 角 平 
分 线 的 垂 线 , 和 慌 足 分 别 为 E 和 F,M 是 BC 边 上 一 点 .求证 :D、E5、M、F 四 点 共 圆 
的 充分 必要 条 件 是 M 为 BC 边 的 中 点 . (充分 性 :波罗的海 地 区 数学 奥林匹克 ， 
1995) 

证 明 ”如 图 5.14 所 示 , 不 妨 设 4B > 4C. 作 轴 反 射 变换 S(4E), 设 BB 一 
B', 则 B' 在 4C 的 延长 线 上 ,EE 为 BB' 的 中 点 . 

男 一 方面 ,由 CF | A4F 及 4D | BC 知 4、C、D、F 四 点 共 圆 ,所 以 人 FDM = 
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了 EAC. 于 是 ,M 为 BC 的 中 点 ME / 
CB'OME / ACe/lFEM = /FACeo 
EM = 1DMHcD EN 上 四 点 共 圆 . 


13. 已 知 BD 是 全 ABC 的 一 条 角 平 分 线 ， 
EF 分 别 是 从 点 4、C 所 作 BD 的 垂 线 的 垂 足 ,P 
是 从 点 D 所 作 BC 的 垂 线 的 垂 足 . 求证 : 
了 DPE = /DPF.( 第 17 届 拉 丁 美洲 数学 奥 林 
匹克 ,2002) 

证 明 ”如 图 5.15 ~ 5.17 所 示 , 注 意 D、P、 
CF 四 点 共 圆 ,4E / CF, 所 以 DPF = 
了 DCF = 人 DAE. 作 轴 反射 变换 S(BD), 设 
PP', 则 P' 在 直线 4B 上 , 且 DP' | 48， 
LDP'E = /LDPE. 由 AE | BD 和 MD.E.P'.A 
四 点 共 圆 ,所 以 人 DAE = 人 DP'E. 故 

LDPE = LDPF 


图 5.16 图 5.17 


14. 在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,BCD = Dp 


CD4 ,了 4BC 的 平分 线 交 线段 CD 于 E. 证 明 : 

4EB = 90 当 目 仅 当 4B = 4D + BC.( 第 49 届 国 

保加利亚 数学 奥林匹克 (第 3 轮 ) ,2000) NT 
证 明 如 图 5.18 所 示 , 作 轴 反射 变换 

SCBF), 设 C 一 C, 则 C 4.B8 共 线 ,CB = | 人 

BC,/BC'E = /LECB = /ADE, 所 以 A、C'、 


ED 共 圆 .于 是 ,4B = 4D + BCes4B = 4D+ 图 5.18 
CBoC' 在 4B 上 ,有 4D = 4C' 人 而 平分 人 DEC' 一 45B = 90. 
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15. 在 人 4BC 中 ,4D 为 BC 边 上 的 高 ,BE 为 人 C84 的 平分 线 . 已 知 
了 4EB =45°, 求 人 CDE.( 第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1995) 


解 。” 如 图 5.19 所 示 , 因 为 了 人 8 = CBE < 人 AEB = 45°, 所 以 ,了 B 为 


锐角 . 又 人 EBA + 人 QEB = 方 人 B+ 45 < 90", 因 此 ,二 BC 为 钝 角 , 从 而 
AD <BA < BC. 

作 轴 反射 变换 S(BE), 设 4 一 4', 则 4' 在 直线 BC 上 ,有 目 B4' = 而 .而 
AD < BA < BC, 所 以 4D < BA < BC, 因 而 4' 在 D、C 之 间 . 又 AEh' = 
2 一 45B =90,AD | BC, 所 以 ,A4、.D、4'.E 四 点 共 圆 . 但 由 4 号 廿 4 知 ， 
LEA'A = 43 , 故 了 人 ED4 = /EA’A = 45°. 


A 

L ~ 

B D A C 
图 5.19 


16. 在 人 4BC 中 ,4 的 平分 线 交 BC 于 也 , 已 知 BD .DC = 4D’:, 且 
辽 4DB = 4S$? ,确定 人 4BC 的 各 个 角 . (波罗的海 地 区 数学 奥林匹克 ,2000) 

解 ” 如 图 5.20 所 示 , 因 4D 为 人 4 的 平分 4 
线 , 上 且 人 4DB = 45°, 于 是 , 作 轴 反射 变换 NN 
S(4AD), 设 C->C', 则 C' 在 直线 4B 上 , 且 2 B8\D 
AC’ = AC, DC’ 上 DC. \ | / 

再 作 轴 反射 变换 S(C'D), 设 CC 一 E, 则 EE 1 2 
在 直线 BC 上 ,上 且 ZED = DC, 所 以 

BD.:. ED = BD. DC = AD’ 
因此 人 人 E = BAD = DAC, 从 而 4C* = 图 5.20 
ED .DC = 2DC*, 所 以 4AC =V2DC = CC'. 又 4C' = 4C, 于 是 , 公 4C'C 为 正三 
角形 .再 注意 DC'DC 即 可 得 到 公 4BC 的 各 个 角 分 别 为 
LBAC = 607,/ CBA = 10$ ,一 4CB = 15 


17. 设 D、E 分 别 是 全 4BC 的 边 4B、4C 上 的 点 , 且 DE // BC ,在 线段 BE 和 
CD 上 分 别 存 在 一 点 PP 和 0 ,使 得 PE 平分 CPD ,CD 平分 二 FEOB. 求 证 :4P = 
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40 . 

证 明 ”如 图 5.21 所 示 , 作 轴 反射 变换 
SCDC), 设 EE 一 EF', 则 EF 在 BQ 上 , 且 DE' = 
DE. 在 人 0BC 与 全 0ED 中 ,QCB = 人 QDE,， 
BOC+ /EQD = LBQC+ /DOB = 180? ,由 


QB sin /0CB sin LQODE 
正弦 定理 ,BC ~ sin LBOC sin 一 FEOD 


QF rn QB 0B BC 
DE ;所 以 ,Dp 人 OF 一 DFE: 图 5.21 
另 一 方面 ,由 有 BC - 绍 所 以 昭 - 名 从 而 ， 因此 


A0 _ AB : ia40 _ 4B 和 AP _ AC 
万 7 = 4 :于 是 由 DE' = DE 即 得 & = 4D- 同 理 ,pE = 4 天 .再 由 DE / BC 


名 = 4 ,所 以 2 = 入 : 故 4P = 40. 

18. 设 A4D、BE、CF 为 锐角 人 4BC 的 三 条 高 ,P、Q 分别 在 线段 DE 与 EF 上 . 
求证 :P40 = DAC 的 充分 必要 条 件 是 : 4P 平 分 人 0PF.( 必 要 性 :德国 国家 
队 选 拔 考试 ,2006) 

证 明 如 图 5.22 所 示 , 由 条 件 可 知 ,4D、 A 
BE.CF 共 点 于 人 A4BC 的 重心 甩 , 且 CF 为 DA 
全 DFE 的 平分 线 . 作 轴 反射 变换 S(4B), 设 ex ~ 
0 一 0', 则 0' 在 直线 FD 上 ,00’ | 4B,40’ = \ 
40 ,所 以 00' // CF, 于 是 由 A、F、D、C 四 点 共 
加 ® 知 ,DAC = DFC = 人 PQ'0Q. 

必要 性 . 设 人 P40 = 人 DA4C, 则 人 P40 = 
了 PO0'0, 所 以 ,4、0'、P.0 四 点 共 圆 ， 再 由 图 5.22 
40' = 40 即 知 4P 平分 人 0PQ', 即 4P 平分 人 QPF. 

充分 性 . 设 4P 平 分 QPF. 再 作 轴 反射 变换 S(4P), 设 0 一 01, 则 0 在 
直线 PD 上 ,P014 = 40P, 且 Po = PO < PF+ FO = PF+F0O' = PO'， 
所 以 O 在 PO' 上 ,因此 

PO’'A = 180 - LPQ1A = 180 - /AQP 
所 以 ,4、0'、P、0 四 点 共 圆 ,于 是 一 Po'O = 人 P40. 故人 Ph4Q = 人 DAC. 


19. 以 全 ABC 的 三 边 为 底 边 在 形 外 作 三 个 相似 等 腰 三 角形 DCB、EA4C、 
BA ,使 得 这 三 个 等 腰 三 角形 的 底 角 都 等 于 人 BAC. 再 设 1 为 BC 的 中 点 ,直线 
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DE 与 4C 交 于 尸 ,直线 DF 与 4B 交 于 @. 求 证 ;30 = 47. 
证 明 ”如 图 5.23 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S( C4), 设 
Eb 一 EF', 则 点 EF’ 在 4B 上 ,CE'’ = CE. 所 以 和信 EF'Ch 呈 
全 kAC 全 DBC, 进 而 有 全 CF'D 和 C4B ,因此 
了 DE'C = BAC ,这样 ,DE' // C4, 从 而 人 BE'D = 
BAC = 一 下 BR 于 是 了 // EF'D. 又 人 ABF cn 


FB DC 也 站 
八 了 二 
BCD ,A CE'D ON ACAB, 所 以 jp = BC = AB , 因 


此 FB = E'D ,这 说 明 四 边 形 FBDE' 是 一 个 平行 四 边 
形 , 从 而 EB 与 FB 互相 平分 ,所 以 MQ // CE' ,于 是 
人 BOM = 人 BE'C = 2 了 BAC. 同 理 ,MPC = 


2 一 B4C ,所 以 ,了 BONM = MPC. 再 设 点 MM 在 4C、4B 图 5.23 
MP MX MX AB 
上 的 射影 分 别 为 XY, 则 yo = yy 但 因 M 为 BC 的 中 点 ,所 以 1 = 4C- 改 
MP _ AB 
MO ~ AC: 


20. 设 全 ABC 是 一 个 以 4 为 直角 顶点 的 等 腰 直 角 三 角形 ,M、N 是 BC 上 两 
点 , 且 一 HM4N = 45°. 公 AMN 的 外 接 圆 分 别 交 4B、4C 于 P、0. 求 证 : BP + CO = 
PQ.( 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,2001) 
证 明 如 图 5.24 所 示 . 因 
LBPM = /ANM,/ MBP = / MAN( = 45°) 
所 以 
NMA = /PMB 
同样 ,了 CNQO = 人 4ANM. 于 是 , 作 轴 反射 变换 
S(BC), 设 4 一 4A', 则 4B4'C 是 一 个 正方 形 ,P、 
M、4' 在 一 直线 上 ,OQ、N、4' 在 一 直线 上 .又 
APQ = LMAQ = LMAN+ LNAC = 
LCAN + LNAC = /ANM = /BPA’ 
同 理 , 一 Po@4' = 了 4'QC, 所 以 4' 为 人 4po 的 4 - 旁 心 .而 4'B | 4P,4C | 
40 ,因此 ,BC 分 别 为 人 4PQ 的 4 - 旁 切 圆 与 边 4P、40 的 延长 线 的 切 点 . 故 
BP + QC = PO 


21. 利用 轴 反 射 变换 证 明 : 
(1) 三 角形 的 三 内 角 平 分 线 共 点 ; 
(2) 三 角形 的 两 条 外 角 平 分 线 与 第 三 角 的 内 角 平 分 线 共 点 ; 
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(3) 对 边 之 和 相等 的 凸 四 边 形 是 一 个 圆 外 切 四 边 形 . 
证 了 明 (1) 如 图 5.25 所 示 , 在 人 4BC 中 ， 
设 CBAh 的 平分 线 与 ~4CB 的 平分 线 交 于 上， 


SCBI) SCCI) 
且 4 一 一 > 41,4 一 一 > 4,, 则 41、4, 皆 在 直 


线 BC 上 , 且 1i = 14,14, = 1, 一 4)4i7 = 
了 BAI1, 了 hi1h421 = 14C, 所 以 ,141 = 14,, 从 
而 了 414，= Ihh41. 于 是 ,人 BAI = 
了 hshAI1 = 人 4h1421 = 人 14C. 这 说 明 41 为 
一 B4C 的 平分 线 . 换 名 话说 ,全 4BC 的 三 内 角 
平分 线 共 点 于 1. 

(2) 如 图 5.26 所 示 , 在 全 ABC 中 , 设 和 CB4h 
的 外 角 平 分 线 与 人 4CB 的 外 角 平 分 线 交 于 工 ， 


S( Bl,) S( CL,) 
日 A 一 人 人 Ai,A TT 4,, 则 Al、A, 皆 在 直 a 


线 BC 上 , 且 
fo41 = Lh,1A, = 1.4 
Arhil, = LBAL,/ Ahhsl, = LLAC 

所 以 ,74 = 1642, 从 而 人 人 1h4142 = 一 1714241， 
于 是 ,人 BAI, = /AAAhil, = /LAAsl, = 
了 IAC. 这 说 明 hl 为 BAC 的 平分 线 , 换 句 话 说 ,在 全 ABC 中 ,一 CB4 的 外 角 
平分 线 、. 一 4CB 的 外 角 平 分 线 以 及 人 BAC 的 平分 线 共 点 于 工 . 

(3) 如 图 5.27 所 示 , 设 4BCD 是 一 个 凸 四 
边 形 ,和 且 4B + CD = BC + AD. 当 4B = BC = 
CD = AD 时 ,四 边 形 48CD 是 一 个 莹 形 ,而 菱形 
显然 有 内 切 圆 ; 当 四 边 形 4BCD 的 四 边 不 全 相 
等 时 , 至 少 有 两 条 邻 边 不 相等 ,不 妨 设 4B > 
AD, 则 由 4B + CD = BC+4D 知 BC > DC. 此 
时 , 设 人 BA4D 的 平分 线 与 人 DCB 的 平分 线 交 于 


S(iA SLC 
1,D > E,D WO) 下 , 则 E、F 分 别 在 边 
AB.BC EF,HB IE = ID = IF,/AAEI = /ADI,L/CFI = /CDI,AE = AD, 


CF = CD. 又 


图 5.26 


图 5.27 


AB -AD = BC- CD 
即 4B - AE = BC - FC, 所 以 BE = BF, 从 而 1B 垂直 平分 EF. 于 是 ,1B 为 
4BC 的 平分 线 , 晶 CFI = 人 IE4 .这样 , 人 ADI = AEIT = 人 IFC = 人 IDC. 
因此 ,1D 是 人 4ADC 的 平分 线 . 故 存在 一 个 以 1 为 圆心 的 圆 与 四 边 形 4BCD 的 四 
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边 均 相 切 , 即 四 边 形 4BCD 是 一 个 圆 外 切 四 边 形 . 


22. 在 人 4BC 中 ,人 C = 90 ,4 与 B 的 平分 线 分 别 与 对 边 交 于 点 D、E, 4D 
与 BE 交 于 7. 求 证: 四边形 4BDE 的 面积 等 于 全 418 的 面积 的 两 倍 . (第 14 届 伊 
朗 数 学 奥林匹克 ,1996) 


证 明 ”如 图 5.28 所 示 , 设 DD C 
( 
D' ,> pr, 则 DD'.E' 毕 在 4B 上 ， /~ 
1ID” = ID,，1E' =1IE. 易 知 人 ElA4 = Ee 


一 BID = 45°, 于 是 由 AIE = 人 FM = /人 
4$ ,DB = ABID = 45 可 得 
LFID' =45, 而 人 DIE = 139 ,所 以 ，“ ”7 2 
全 1D'E' 与 全 JDE 是 两 边 对 应 相等 , 且 夹 图 5.28 
角 互 补 的 两 个 三 角形 ,因而 其 面积 相等 .又 显然 

FA AEA,AD'IB LQ ADIB 
所 以 ,全 418B 的 面积 是 全 E41、 全 IDE、 公 DIB 这 三 个 三 角形 的 面积 之 和 , 故 四 边 
形 4BDE 的 面积 等 于 全 41B 的 面积 的 两 倍 . 


S(BE) 


23. 在 全 4B8C 中 ,人 人 B 与 人 C 的 平分 线 分 别 与 边 C4、4B 相交 于 D、E， 
了 BDE = 24*, 了 CED = 18°. 试 求人 4BC 的 三 个 内 角 . (第 33 届 IMO 预选 ,1992) 

解 ”如 图 5.29 所 示 , 显 然 ,CBD + ECB = 人 BDE + CED = 24? + 
18° = 42 ,所 以 ,人 CBE + 4CB = 2 x42 = 84, 从 而 人 4 = 96°. 


A 


图 5.29 
S(CE) 


因 4 > 90, 所 以 人 4 > 人 CB4 ,进而 BC > C4. 于 是 , 设 D 一 一 > D"， 


2 则 六 六 缘 在 边 BC 上 , 且 有 D = ED. 由 此 易 知 ,人 DD'ED = 36p， 


旦 一 FEDD = LDD'E = 77.X /BDE' = /EDB = 24°,/ EDE' = 48 < 72， 
所 以 ,E' 在 B、D' 之 间 , 且 
EDD' = /EDD' - /EDE'’ = 77 -48 = 24° = /BDE’ 
再 设 ED' 与 BD 交 于 F, 则 EFB = /EDB + 人 人 D'ED = 24° + 36° = 60P， 
因而 人 EFD” = 人 BFE'( = 60). 这 样 , 点 EF 是 人 DFD' 的 旁 心 , 于 是 
人 CDD' = 人 FD'B, 从 而 
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CD'D = (180 _ /DD'E) =- (180 _72)=54 


再 由 CD' = CD 即 知人 BCA = 180P - 2x54 = 72, 进 而 人 人 CBA = 12. 
综 上 所 述 , 人 4 = 96°, 人 B= 17, 人 CC = 72°. 


24. 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B + BC = CD + 列 , 4BC 的 外 角 平 分 线 与 
CD4 的 外 角 平 分 线 交 于 P. 求 证 :人 APB = 人 CPD. 


+ _ 、 st PB S({ PD 
证 阴 如 图 5.30,5.31 所 示 . 设 4-382 4 Ce C , 则 4 BC 三 


点 共 线 ,4、D、C' 三 点 共 线 ,p4' = PA,PC' = PC,4B = 4B,C'D = CD， 
LPA'B = /PAB,/DC'P =DCcP, 且 4C= A'B+ BC = AB+ BC = AD+ 
DC = AD + DC = 46 ,所 以 和 PCS 和 人 PC ,于 是 ,了 人 4'PC = 一 4PC' ， 
AC4P = /LCAP,LAPCA = 人 PC4' .由 一 4PC = 4PC' 即 知 人 4'P4 = 
LCPC', 人 但 /A'PA = 2 BPA,L CPC’' = 2 CPD, 故 ABPA = /CPD. 

注 ”由 证 明 过 程 可 知 ,直线 P4 平分 人 DA4B ,直线 PC 平分 人 DCB. 


Pp C” 
Re ”一 


图 5.30 


25. 在 四 边 形 ABCD 中 ,4B = CD,AD 2 
BC, 一 B 的 平分 线 与 人 C 的 平分 线 交 于 已 , 且 
4PB = CPD. 求证 :四 边 形 4BCD 是 等 腹 梯 
形 . 


、 ~、 Ss( PB 
证 明 ”如 图 5.32 所 示 , 设 4 一 > 4 ， 

SCPC) ; 
D——>D’, 则 4’B= 4B = CD= CD ,所 以 6 D' A! C 
BD’ = 4'C. 且 图 5.32 


ABPD' = /LBPC -DPC = /BPC - /CPD = 
LBPC - /BAP = /BPC - /BPA’ = LAPC 
由 例 3.2.1, 了 CBP = 了 PCB, 所 以 CBA = 和 DCB , 故 四 边 形 4BCD 是 一 
个 等 腰 梯 形 . 
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26. 设 I 是 公 ABC 的 内 心 ,直线 BI、CI 分 别 4 
交 4C、4B 于 五 下 .证 明 : 若 48 zx 4C, 则 JIE = 
IF 的 充分 必要 条 件 是 人 BAC = 60?. 

证 明 如 图 5.33 所 示 ,不妨 设 4B > 4C， 
则 由 三 角形 的 内 角 平 分 线性 质 定理 


CA.AB CA.AB 
BC+CA”> BC+AB 


作 轴 反射 变换 S(47), 设 E 一 包 , 则 色 在 图 5.33 
线段 A4F 上 ,有 严 ' = IE. 
又 人 EIF = 人 BIC = 90 + 省 人 BAC, 于 是 
IE = IFolIE’ = FE = LIFE'Fo/ BF = /AF'les 
BFI = hEIeI、E、4、F 四 点 共 圆 BAC + 人 EIF = 180Pes 


AF = 


= AE 


LBAC + PF + BAC _ 18P /BAC = 6 


27. 一 张 台 球 桌 的 形状 是 正六 边 形 4BCDEF ,一 个 球 从 边 4B 的 中 点 己 击 
出 , 击 中 BC 边 上 的 某 一 点 O@ ,并 且 依 次 碰 击 CD、DE、EF、FAh 各 边 ,最 后 击 中 
AhB 边 上 的 某 一 点 . 设 BPO = 909, 求 9 的 取 值 范围 . (全 国 高 中 数学 联赛 ,1981) 


~、 S(B S(CD') 
解 ”如 图 5.34 所 示 , 设 ABCDEF 全 2 
S( DiE,) 


A1BCD1E1F1, 则 有 B 一 一 > D. 
、 SCCDi) 、 
设 A1BCDI EI > ADCDiEF, 则 有 CC 一 一 > Ei. 设 4,DCDIE,F; 


S(DiE,) S( EsF;) 、 S( EF;) 
一 一 > 43B3E1D1EyF3， 则 有 DD; 一 一 > Fp. 设 A3B3E1DiEsF3 一 一 > 


S(FsA’) 
A'BsC1FyEyF, 则 有 Es, 一 一 > hs. 再 设 4'BsCIF,E,F， 


则 4'B' // 4B, 且 4，,、F,、4'、B' 四 点 在 一 直线 上 . 
现 设 球 从 4B 的 中 点 P 出 发 ,依次 碰 击 BC、CD、DE、EF、F4h 各 边 上 的 点 0、 
R、S、T、U, 最 后 击 中 48B 边 上 的 点 了, 且 


S( FA’) 
A'B'C,D, AsF;, 


S( BC) S(CD1)S( BC) 
Re RS 一 一 9/ 
7 S(D1E)S( CD1)S( BC) mr 7 S( EF3)S(DiE,)S(CD)S( BC) 1 


SC(FA')S(E,F)S(DIE) S(CD)S(BC) 


则 POOR S TD 七 点 在 一 直线 上 , 且 点 了 在 边 4B8 上 , 当 且 仅 当 点 友 
在 线段 4'8 上 . 
过 点 已 作 直 线 48 的 垂 线 , 重 足 为 凡 , 则 由 4'B AL 48 知 MYP = 0, 且 
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图 5.34 
点 在 线段 4'B' 上 , 当 且 仅 当 一 MBP < 人 MVP = 9 < 人 NM4P, 当 且 仅 当 tan 
MB'P < tan 0 < tan MA'P, 当 有 日 仪 当 
arctan A MB'P < 0 < arctan A MA'P 
设 正 六 边 形 4BCDEF 的 边 长 为 a, 则 不 难 知 道 


HB = Sa,MA' = 4a, PM = 343a 


tan 一 MB'P = 3 tan MA'P = 


[| 的 取 值 范围 为 :arctan 3 < 0 < arctan 3 


28. 在 全 ABC 中 ,4B > 4C ,4D 是 它 的 一 条 

高 ,P 是 4D 上 的 任意 一 点 .求证 
PB-PC > AB- AC 

证 明 如 图 5.35 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(AD), 设 C 一 C', 则 CD = DC. 因 A4B > 4C， 
所 以 BD > DC, 于 是 C' 在 BD 上 . 设 4C' 与 PB 
交 于 无 , 则 4 + EB > 4B,EC' + PE > PC' ,两 
式 相 加 ,得 4C' + PB > 4B + PC ,再 注意 图 5.35 
PC' = PC,4C' = AhC 即 得 PB - PC > 4B - 4C. 


29. 在 锐角 全 4BC 中 ,4B xz 4C,4D 是 高 ,H 是 4D 上 一 点 ,直线 BH 与 4C 
交 于 EE, 直线 CH 与 48B 交 于 FF, 求证 :如 果 BC、E、F 三 点 共 圆 , 则 五 是 分 ABC 
的 垂 心 . 

证 明 ”如 图 $.36 所 示 . 作 轴 反 射 变 换 S(A4D), 设 8B 一 B', 则 B' 在 直线 DC 
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上 ,有 旦 人 AB'H = HBA. 叉 B.C、E、F 四 点 共 
圆 , 所 以 HBA4 = 人 4CH, 因此 /4B'H = 
了 4CH, 于 是 BPP、.C、4、H' 四 点 共 圆 ， 所 以 
人 HCB' = 人 DA4B', 即 HCB = DA4B'. 但 
人 D4B' = 人 BAD, 从 而 人 HCB = 人 BAD, 这 
样 ,F.D、C、4 四 点 共 圆 ， 所 以 人 CFA = 
CD4 =90?. 故 已 是 人 4BC 的 垂 心 . 


图 5.36 


30. 分 别 过 全 4BC 的 顶点 B8、C 向 过 顶点 4 的 一 条 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 
E、F.D 是 BC 的 中 点 .求证 : DE = DF. 

证 明 ”如 图 5.37,5.38 所 示 , 作 轴 反射 变换 S(EF), 设 B 一 B',C 一 CC’， 
则 EF 分 别 是 BB'、CC’' 的 中 点 , 且 B' 一 B,C’ 一 C,BC' = B'C, 而 DD 为 BC 的 


中 点 ,所 以 ,DE = CB', DF -~ 广 BC'. 因 BC' = B'C, 故 DE = DF. 


31. 设 全 48C 的 顶点 B、C 在 顶 角 4 的 外 角 平 分 线 上 的 射影 分 别 为 D、E. 求 
证 : BE、CD 及 BAC 的 平分 线 三 线 共 点 . 

证 明 如 图 5.39 所 示 , 作 轴 反射 变换 Cr E Cc 
S(DE), 设 B 一 B',C 一 C', 则 C'、4.B 在 一 直 人 和 八 、 
线 上 ,B'、4、C 在 一 直线 上 , 且 DE 分 别 为 | 
B'B、C'C 的 中 点 .又 设 和 BAC 的 平分 线 与 BC 交 | 区 
于 FF, 则 DE // AF // EC, 所 以 ,CD、BE 丝 过 4F / .了 
的 中 点 . 即 BE、CD、4F 三 线 共 点 . 换 句 话说 ， 一 
BE、CD 及 人 BAC 的 平分 线 三 线 共 点 . 

图 5.39 

32. 在 直角 梯形 4BCD 中 ,DAB = 人 CBA = 9p, 和 人 DBC 是 正三 角形 .以 
hB 为 边 向 形 外 再 作 正 全 4BE .求证 : BD 平分 线段 CE. 
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证 明 ”如 图 $.40 所 示 , 作 轴 反射 
变换 S(45), 设 C 一 CD 一 也 ， 
已 一 已 , 则 因 人 DBC 是 一 个 正三 角 
形 , 所以, 合 D'C'B 也 是 一 个 正三 角 
形 , 于 是 ,DB // PC .又 CB | AB, 
DA | AB, 上 所 以 ,ABD' = 30P， 
了 BD'h4 = 60? ,而 公 A4BE 是 一 个 正三 
角形 , 所 以 ,D'B 垂直 平分 4F, 从 而 图 5.40 
了 ED'B = 人 BD'h = 60, 但 人 人 C'D'B = 60p ,因此 ,D 下 、C' 三 点 共 线 , 即 点 EE 
在 线段 C'D' 上 .再 注意 B 是 C'C 的 中 点 即 知 BD 平分 线段 CE. 


33. 在 锐角 公 4BC 中 ,中 线 BD 与 高 CE 相等 , 且 CBD = 人 A4CE. 求 证: 
从 ABC 是 一 个 正三 角形 . (第 33 局 英国 数学 奥林匹克 ,1997) 

证 明 ”如 图 5.41 所 示 , 因 CE 」 AE,D 为 ce Dr’ 
4C 的 中 点 , 所 以 ,DE = DC, 于 是 LCED = 让、 PN 
上 辽 ACE = 人 CBD, 这 说 明 D、E、B、C 四 点 共 
圆 ,因此 ,由 CE | 4E 知 BD 1 4C. 再 注意 万 为 
4C 的 中 点 即 知 4B = BC, 且 BD 为 人 CB4 的 平 
分 线 . 

作 轴 反射 变换 S(4B)， 设 C 一 C'， 
D 一 D, 则 C'、E、C 在 一 条 直线 上 ,BD' = 图 5.41 
BD,D'D /CC'C,D' 为 C'h 的 中 点 ,所 以 ,2DD' = CC' = 2CF, 因 此 ,D'D = 
EC = BD = BD' ,从 而 会 D'BD 是 一 个 正三 角形 .又 AB 是 人 DBD' 的 平分 线 ,于 
是 了 CBA = 2 人 DBA = 人 DBD' = 60P, 再 注意 4B = BC 即 知人 4BC 是 一 个 正 
三 角形 . 


34. 设 公 ABC 的 边 BC 的 重 直 平分 线 与 百 线 48 交 于 DD. 求 证 
14C2 - 4821= 95 

证 明 ”如 图 5.42,5.43 所 示 , 以 BC 的 垂直 平分 线 ! 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 换 
SC1), 设 4 一 4 , 则 四 边 形 4'BC4 为 矩形 或 等 腰 樟 形 ,或 四 边 形 4BC4' 为 矩形 
或 等 腰 梯 形 ,因而 为 圆 内 接 四 边 形 , 由 Ptolemy 定理 ,4B2 = 4C2 + BC . A'4 ,或 
4C2 = AB* + BC .44, 所 以 148 -4C21= BC.44. 但 44V BC,A'C 过 点 


44 AD 2 
D, 所 以 ,ec = pB' 因 此 4'4 = 万 有 BC. 故 


BC* 
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图 5.42 图 5.43 


35. 设 4B、CD 是 圆 的 两 纺 ,4B 、CD 的 中 点 分 别 为 M、N. 求 证 : 弦 MN 与 4B、 


CD 两 弦 交 成 等 角 . 
证 明 ”如 图 5.44 ~ 5.47 所 示 , 设 48、CD 是 殴 下 的 两 弦 , 以 MN 的 垂直 平 


分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 一 扩 . 设 CCC,D-~> 访 , 则 CD 两 点 都 
在 圆 和 下 上 , 且 M 为 CD 的 中 点 . 又 M 为 4B 的 中 点 ,所 以 , 4C = BD' ,因此 ， 
C'D' /1 4B ,从 而 弦 MAN 与 4B、C'D' 两 弦 交 成 等 角 . 故 弦 MN 与 4B、CD 两 弦 交 
成 等 角 . 


图 5.44 


图 5.47 


36. 过 直线 [上 一 点 P 作 0 的 切线 P4 、PB ,4、B 为 切 点 .CC 为 @0 上 一 
点 ,直线 BC 与 1 交 于 MM. 求 证 :4C /1 的 充分 必要 条 件 是 OM | 7. 
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证 明 《变换 证 法 ) 如 图 5.48,5.49 所 示 , 以 过 圆心 0 且 垂 直 于 ! 的 直线 为 
反射 轴 作 辅 反 射 变换 , 设 BB 一 BP,P 一 P, 则 BP' 在 0 上 ,PB' = PPB， 
+ MP'B' = x BPM, 有 BB’ AI ,所 以 ,大 BPM = < B'BP. 又 B 为 切 点 ,所 以 ， 
+ B'BP = < BCB' ,因此 x MP'B' = + BCB' .这 说 明 B8'、P'、C、M 四 点 共 贺 ， 
所 以 , x BP'MP’' = + B'CP'. 

另 一 方面 , 因 4 为 切 点 ,所 以 , + 4CB = 大 P4B. 于 是 

AC // lA— Ce + B'CP’' = x PABes BMP' = + Ph4B 
又 4C 1/ lo 4CB = x PMB. 这 样 便 有 
AC AN les BMP -= PMBeSP'B'M AaPBM.c, 
P'M = PMeyM 在 反射 轴 上 0M | 1 


C A 、c 


图 5.48 图 5.49 
另 证 〈 非 变换 证 法 ) 如 图 5.50,5.51 所 示 , 因 04 上 P4,0B | PB, 所 以 ， 
0、4、P、B 四 点 共 圆 , 且 OP 为 其 直径 .又 PA4、PB 为 0 的 两 条 切线 ,日 4、B 
为 切 点 ,所 以 , 4CB = + P4B. 于 是 ,AC // le + PMB = + ACBe, + PMB = 
类 PABesh4、P、B、M 四 点 共 圆 点 MM 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 全 OUM | 1. 


37. 设 0 为 全 4ABC 的 外 心 ,直线 A40 交 BC 于 DD, 过 4 作 BC 的 垂 线 交 人 4BC 


的 外 搂 圆 于 ,直线 00 交 BC 于 .求证 :S42 = ( 开 及 .( 地 中 海地 区 数学 
奥林匹克 ,2004) 
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证 明 如 图 5.52,5.53 所 示 , 以 边 BC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 


换 , 则 C 一 8. 设 E> , 则 E' 也 在 和 公 4BC 的 外 接 圆 上 , 且 BB = EC, 所 以 ， 
广 B4F = EAC. 久 hE | BC,O0 是 人 4BC 的 外 心 , 所 以 , E4C = B40， 
因此 ,x B4E' = 广 B40 ,这 说 明 忆 是 直线 40 与 人 4BC 的 外 接 圆 的 另 一 交点 ， 
所 以 ,一 D. 从 而 人 BDE' 之 人 CFE. 又 人 4pc 路 信 BDE' .于 是 , 再 注意 
sin 人 EA4C = cos 一 C 即 得 
入 入 2 。 2 » 2 " 2 
SAaapc SAApc (2 = | sin B ) = (pc) = ( 到 和 ) 


cos CG 


sin BAD 


BD 


SAgFC SABpE 


38. 设 0 是 一 个 锐角 公 4BC 的 外 心 ,全 4BC 的 外 接 圆 卫 在 顶点 4 处 的 切线 
与 直线 BC 交 于 DD,4E 是 圆 全 的 直径 .直线 EC 与 0D 交 于 下. 求 证 :4F | 48B. 

证 明 如 图 5.54 所 示 , 作 轴 反 射 变换 
S(OD), 设 4A 一 4’', 则 D4’ 是 圆 卫 的 另 一 条 
切线 ， 且 44' 上 0D, 所 以 ,FDA' = 
0D4' = LADO = 044' -= /EAA' = 
EC4' ,从 而 4'、C、F、P 四 点 共 圆 . 于 是 ， 
FAD = LDA'F = LDCF = /BCE = 
BAE, 所 LL LBAF = EAD = 90P. 故 
AE | AB. 图 5.54 


39. 在 人 4BC 中 ,D 是 BC 上 一 点 ,全 4BD 的 外 接 圆 与 4C 再 次 交 于 点 已 ， 
全 ADC 的 外 接 圆 与 4B 再 次 交 于 点 下 ,0 为 人 AEF 的 外 心 .求证 : 0D | BC. 

证 明 如 图 5.55 所 示 , 因 CDE = BAC = FDB, 所 以 BC 是 人 人 EDF 
的 外 角 平 分 线 , 以 过 点 DD 是 垂直 于 BC 的 直线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 下 -> 
及 , 则 产 在 直线 DE 上 ,PF' = DF, 自 FF’ // BC, 所 以 ,FF'D = CDF' = 
全 CDE = 人 BAC = 人 FAE ,这 说 明 在 全 A4EF 的 外 接 贺 上 .而 0 为 全 AEF 的 
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外 心 ,所 以 ,OF” = OF. 但 DF = DF, 因 此， 
OD | FF .再 注意 FF' // BC 即 知 0D | BC. 


40. 已 知 昌 0 与 直线 1 ,圆心 0 在 ! 上 的 射 
影 为 MH, 点 PP 是 1 上 0 外 的 一 点 ,过 点 PP 作 
0 的 割 线 交 0 于 4 .8 两 点 ,S 是 0 上 的 
一 点 ,SM 交 0 于 男 一 点 T, $4 .SB 分 别 交 直 
线 1 于 C、D 两 点 .求证 :MH 为 CD 的 中 点 的 充分 图 5.55 
必要 条 件 是 PT 为 0 的 切线 . 

证 明 如 图 5.56,5.57 所 示 , 作 轴 反射 变换 S(OM), 设 A4 一 4',S 一 5'， 
P->P', 则 4'、S' 此 在 OO 上 ,44 / PP' AN S'S, 所 以 ,， + PCA = + 4'45S， 
+ SMP = + MS'S = + SST = 大 PHT. 

又 1DPp'4' = APC = + BAA’ = + BSA’ = + DSA’ ,所 以 ,A’、P'.S.D 


四 点 共 圆 ,因而 < 4'DP，= x 4'SP' .于 是 ,M 为 CD 的 中 点 CC 0 pe 
+ A'DP' = + PCA + 4'SP' = 4'hASesP'S 为 0 的 切线 esPS' 为 @0 的 
切线 >, 之 PS'T = S'STes PST = PMToP、T.M、S' 四 点 共 圆 全 
+ SMP = + S'TPes + S'ST = + S$S'TPoOPT 为 ©O0 的 切线 . 


图 5.56 图 5.57 


41. 设 允 是 圆 卫 的 纺 4B 的 中 点 ,N 是 48B 的 中 点 , C 为 圆 民 上 异 于 4 有 的 一 
点 ,直线 CM 与 圆 卫 交 于 另 一 点 已 ,直线 CN 与 直线 48 交 于 0O. 求 证 : PM < ON. 
证 明 ”如 图 5.58,5.59 所 示 , 设 直线 MN 与 圆 交 于 另 一 点 及 , 则 MK 为 圆 下 
的 直径 . 作 轴 反射 变换 S(NK), 设 0 一 0', 则 0’ 在 直线 4B 上 ,ON = ONV， 
大 MNO' = 文 OMN, 且 内 为 00' 的 中 点 .由 蝴蝶 定理 ,P、O' 天 三 点 共 线 ,所 以 
三 MNO’'’ = + OMN = + CMK = 六 CPK = 六 MPO' 
因此 ,P、0'、M.N 四 点 共 圆 .而 MN | 4B, 所 以 ,NO 为 (PQ'MN) 的 直径 .又 
由 题 意 知 ,P、K 不 重合 ,所 以 , KP 不 是 贺信 的 直径 ,因而 Po' 与 4B 不 垂直 ,于 
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是 , MP 是 中 (PQOMN) 的 非 直径 的 弦 . 故 PK < ON = ON, 即 PM < ON. 


图 5.58 


42. 设 圆 与 圆 ,分 别 与 加 矿 内 切 与 4、8, 且 圆 卫 ; 与 圆 交 交 于 弱 4 有 上 
的 一 点 半 . 圆 的 圆心 为 0 ,过 M 作 OM 的 垂 线 分 别 与 圆 、 圆 T, 交 于 另 一 点 


P、0. 求 证 : PM = MQ. 

证 明 如 图 5.60 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(OM), 设 A-> 4',B 一 B', 则 4'、B’' 篆 在 圆 下 
上 , 且 44' // PQ V B'B. 过 圆 与 贺 的 切 点 B 作 
两 加 的 公 切 线 BT7, 则 

+ B4'4 = TBA = + TBM = x BOM 
而 44' // MO, 所 以 ,A4'、0、B 三 点 共 线 . 同 理 ， 


S(OM) 


A、P.B' 三 点 共 线 . 于 是 ， 由 4B' 一 4 也 ， 


S(OM) 


44' // PQ // B'B, 即 知 P 一 一 > 0. 故 PM = 
MO. 


43. 设 4B、CD 为 0 的 两 条 定 直 径 ,Q@ 0 上 的 动 点 P 在 这 两 条 直径 上 的 射 


影 分 别 为 Eh、F. 求 证 : EF 有 定 长 . 
证 明 如 图 5.61 所 示 , 设 P 


SCCD) Ss( CD) 
pi p,,A SOS 4 则 Pi、P2\A 丝 在 


@oO 上 , 且 4P = PA = 4P,,EF 分 别 为 改 
PP 、PP; 的 中 点 ,所 以 ,EF = 二 piP;. 又 


2 


PiPy = PiA’ + A'P, = PiA' + AP, -村 
所 以 ,PP, = 44h' .而 4B、CD 为 0 的 两 条 定 
直径 ,因此 44' 是 @0 的 一 条 定 弱 , 故 


S(AB) 


Pi, 
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EF ~ LpP, - 44， 
是 一 个 常数 ,与 点 P 在 0 上 的 位 置 无 关 . 


44. 在 以 0 为 圆心 的 半圆 直径 4B 上 取 异 于 4、0、B 的 一 点 C, 过 C 作 与 48 
成 等 角 的 两 射线 分 别 交 半 圆 于 D、E, 过 DD 作 CD 的 垂 线 交 半圆 于 KK. 求 证 : 硅 
K 六 EE, 则 KE // 4B.( 第 17 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1991) 

证 明 ”如 图 5.62 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(A4B), 设 E> E', 则 Er' 在 另 一 半圆 上 , 且 由 
BCE = 人 4CD 知 所 .C.D 三 点 共 线 . 而 
CD | DK, 所 以 ,KE' 为 圆 的 直径 ， 因 此 ， 
KE | EE'.X EE' | AB. 丰 KE // AB. 


45. 设 玉 是 半圆 的 直径 48 上 一 定点 (MW 非 
圆心 ,也 非 直 径 的 端点 ),P、0 是 半圆 上 的 两 个 图 5.62 
动 点 , 且 了 人 PMA = OMB. 证 明 ; 直 线 PQ 过 定点 . 

证 明 ”如 图 5.63 所 示 , 设 半圆 的 圆心 为 
0. 过 吐 作 4B 的 垂 线 交 半 圆 于 了 , 绸 过 点 了 作 
半圆 的 切线 交 直 线 于 $. 我们 证 明 : 所 有 满足 条 
件 的 直线 Po 缘 过 点 $. 

事实 上 , 作 轴 反射 变换 S( 4B), 设 PP'， 
了 T 一 下, 则 疡 、 人缘 在 另 一 半圆 上 , 愉 为 77 的 
中 点 , 且 由 一 PH4 = 人 QMB 知 P、M、Q 三 点 
共 线 .由 圆 寡 定理 与 直角 三 角形 的 射影 定理 

P'M. MO = MT? = SNM. SO 
所 以 ,0、P' 、S、8 四 点 共 圆 ,于 是 
LPSO = LOSP = LO00P = 人 0PO = 0SO 
故 P、.Q、S 三 点 共 线 . 换 句 话说 ,直线 PQ 过 定点 5. 


46. 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 0 ,对 角 线 4C 
和 BD 交 于 点 计 , M zz 0, 过 M 且 和 垂直 于 OM 的 
直线 分 别 交 边 A4B、CD 于 点 BR、F. 求证 : 4B = 
CD 当 且 仅 当 BE = CF. (第 4 届 保 加 利 亚 ( 春 
季 ) 数学 竞赛 ,1995) 

证 明 如 图 5.64 所 示 , 由 蝴蝶 定理 ， 
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ME =HMF. 而 ONM | EF, 所 以 Ok = OF. 又 0B = 0C, 于 是 ,BE =- 
CFes 人 SOFB LAOFCe/ 0BA = LO0CDeEA OBA AOCDOAB = CD. 


47. 设 M 是 等 腰 人 4BC 的 底 边 BC 的 中 点 ,D 是 BC 上 任意 一 点 ,0 是 
会 ABD 的 外 心 .求证 :过 点 M 且 垂 直 于 ON 的 直线 .过 点 万 且 垂 直 于 4C 的 直线 
以 及 过 点 C 且 平 行 于 48B 的 直线 ,三 线 交 于 -- 点 . (第 49 届 保 加 利 亚 数 学 奥 林 匹 
殉 ,2000) 

证 明 如 图 5.65 所 示 , 设 过 点 MM 且 垂 直 
于 OM 的 直线 与 过 点 刀 且 垂直 于 4C 的 直线 交 于 
P ,我们 只 需 证 明 , PC // 48. 

事实 上 , 因 4B = 4C,M 是 BC 的 中 点 ,所 
以 ,AM | BC. 设 直 线 4AM 与 DP 交 于 大, 因 
DP 14C, 所 以 MKD = LACD = /DBA, 于 
是 ,点 在 全 4BD 的 外 接 圆 上 . 再 设 直线 MP 
与 直线 4B 交 于 0. 因 OM | Po ,由 蝴蝶 定理 , M 
是 线段 Po 的 中 点 .又 凡 也 是 BC 的 中 点 ,所 以 
PC // BO, 即 PC // 4B. 


48. 在 锐角 公 ABC 中 ,BC > C4 ,0 了 分别 为 人 4BC 的 外 心 和 重心 , 自 顶 点 
C 作 48 的 牌 线 , 垂 足 为 也 ,过 忆 作 0OD 的 垂 线 交 
CA 于 天 .求证 :一 EBD = BA4C.( 第 14 届 伊朗 
数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 如 图 5.66 所 示 , 设 直 线 CD 交 
全 4BC 的 外 接 圆 于 天 ,直线 DE 交 BK 于 下 .因为 
FF | 0D, 由 蝴蝶 定理 , D 为 EF 的 中 点 .又 因 
古 为 全 4BC 的 垂 心 ,所 以 DD 为 HK 的 中 点 ,从 而 
KB // ET. 故人 EBD = /BKC = /BAC. 


49. 凸 四 边 形 4BCD 内 接 于 @O ,直线 
Bh 与 CD 交 于 点 已 ,对 角 线 4C 与 BD 交 于 点 
0,01、0; 分 别 为 人 40D、 合 BOC 的 外 心 ， 
010; 与 00 交 于 点 N, 直线 PQ 分 别 与 
01、 中 0 交 于 另 一 点 天、 下 .再 设 异 为 有 FF 
的 中 点 .求证 : NO = NM. (中 国 国家 集训 队 
测试 ,2007) 

证 明 ”如 图 5.67 所 示 , 设 EF 与 0O 交 
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于 人 7 两 点 , 则 由 推论 5.5.2, 有 把 = J, 所 以 ,M 也 为 J 的 中 所 ,从 而 OM 十 
J. 又 由 例 8.3.5( 全 国 高 中 数学 联赛 ,1990) 知 , 0102 过 0 的 中 点 , 即 NN 为 直 
角 全 OMG 的 斜 边 00 的 中 点 , 故 NO = NM . 


50. 自 圆 外 一 点 P 作 圆 的 两 条 切线 PA 、PB( 4A、B 为 切 点 ), 再 过 点 PP 作 荐 线 
交 切 点 弦 48 于, 交 贺 于 RS. 求 证 :去 + Pe = #6: 

证 明 ”如 图 5.68 所 示 , 设 圆心 为 0, RS、 
AB 的 中 点 分 别 为 MN, 则 OM | RS,ON | 
4AB, 所 以 ,M、ON、Q 四 点 共 圆 . 又 04 |_P4， 
于 是 ,由 加 € 窜 定理 与 直角 三 角形 的 射影 定理 ,有 


PM: PO = PO. PN = PA* = PR. PS 


但 PM = (PR + PS) ,所 以 


7(PR+ PS). PQ = PR .PS 图 5.68 


1 1 2 

故 PR 十 PS 二 PO 
注 1 本题 是 下 面 的 第 51 题 中 的 圆 内 接 四 边 形 退 化 为 孩 的 情形 . 
注 2 ”本题 与 第 $1 题 .第 52 题 都 是 推论 5.5.5 的 直接 结果 . 


51. 设 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 边 交 于 P, 两 对 角 线 交 于 0 ,直线 PQ 与 贺 交 


于 R、S 两 点 .求证 :PR + PS = 高 

证 明 ”如 图 5.69 所 示 , 设 0 的 内 接 四 边 
形 4BCD 的 一 组 对 边 4B 、CD 所 在 直线 交 于 PP， 
两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 0, RS 的 中 点 为 吧 . 作 
轴 反 射 变换 S(ON) , 设 4 一 4', 则 44' // Po， 
由 例 5.4.4,4’、M、D 三 点 在 一 直线 上 ,所 以 ， 
LPMD = 44'D = 人 4CP, 因 而 MOLC 人 D 
四 点 共 圆 .于 是 ,由 圆 攻 定理 

PM. PO = PC.: PD = PR PS 


(以 下 同上 题 ) 


52. 自 圆 外 一 点 已 作 圆 的 两 条 切线 
PS 、P7(S、 了 为 切 点 ) ,再 过 点 已 作 割 线 
交加 于 4 .有 两 点 ,直线 S4 、SB 与 切线 PT 
分 别 交 于 0 .求证 :pg + = 让 
证 明 ”如 图 5.70 所 示 , 作 轴 反 射 变 
换 S(O07), 设 $ 一 5',B-> B' ,直线 SB'、 
S'B 分 别 与 直线 PT 交 于 E、F, 则 了 为 EF 图 5.70 
的 中 点 , 且 SS / PQ / B'B, 所 以 
LESA = /B'SA = /LB'BA = /EPA 
LRFB = 一 SS' 有 = /PSB 
因此 ,4、E、P、S 四 点 共 圆 ,BR 、P、S 四 点 共 圆 .于 是 ,由 圆 才 定理 
PO. FEO=-S0O.40=07, PR FR = SR BR = 7R 
另 一 方面 ,我 们 有 
PO. EQ = PO(ET. OT) = PQO(ET + PT) - PO(QT + PT) = 
PO(ET + PT) - (PT -~ OT)(OT + PT) = PQO(ET + PT) - PT + OT 
PR. FR = PR(TR - TF) = PR(PT - TF) ~ PR(PT - TR) = 
PR(PT — TF) - (PT + TR)(PT - TR) = PR(PT - TF) - PT + TR’ 
所 以 , PO(ET + PT) = PT?, PR(PT - TF) = PT*. 于 是 由 ET = TF 即 得 


1 1 ET+PT PT-TF 2PT 2 
PO™ PR + 


pT PT ~ PT PT 


53. 在 个 ABC 中 ,4B = 4C, 人 B4C = 80P,P 为 全 4BC 的 内 部 一 点 . 

(1) 车 人 CBP = 10, 了 人 PCB = 20. 求 人 BAP; 

(2) 若 PBA = 10, 了 BAP = 20. 求 一 PCB; 

(3) 若 一 PB4 = 人 BAP = 10. 求 人 PCB. 

解 (1) 如 图 5.71 所 示 , 显然 ,人 ACP = 
30, 作 轴 反 射 变换 S(4C), 设 P=>P, 则 
全 P'PC 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,PP' = PCc, 且 
和 了 CPP = 60. 于 是 , 由 BPC = 1S0 知 
人 PPPB = 150? ,因此 ,全 BPP' 个 BPC, 所 LL， 


BP' = BC. 而 人 CBP' -=2CBP = 20? ,由 此 可 
知 图 5.71 


LBP'C = /PCB = 8 = /BAC 
这 说 明 已 .4 .B.C 四 点 共 圆 ,所 以 ,CAP' = CBP' = 20. 从 而 人 人 PAC = 
/CAP' = 20, 故 /BAP = /BAC - /PAC = 80 -20 = 60. 
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(2) 如 图 5.72 所 示 ,显然 ,一 4PB 的 外 角 是 30P, 作 轴 反 射 变换 8S(4P) , 设 
8B 一 B', 则 人 PBB' 是 一 个 正三 角形 ,了 Ph4B' = 人 BAP = 20, 人 PB’A = 
/ABP =10, 所 以 ,PB'B = 60p, BEB4B' = 40. 又 了 人 BAC = 80P, 所 以 ,4B' 是 
一 B46 的 平分 线 , 因 而 48' 是 BC 的 垂直 平分 线 , 于 是 BC = B88B = BP. 这 说 


明 点 B' 是 人 PBc 的 外 心 , 故 人 PBC = 方 亿 PEB'B _ 30. 


(3) 如 图 5.73 所 示 , 作 轴 反射 变换 S(AP), 设 B 一 B', 则 人 BA4B'” = 
2 BAP = ?20p ,所 以 ,人 BA4C = LBAC - /BAB’ = 8 -20 = 60. 而 AB’ = 
4 有 = AC, 因 此 ,全 AB'C 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,ACB’ = 60,B'C = 4C. 又 
PB' = PB = Ph, 于 是 ,PC 为 48' 的 垂直 平分 线 ,因而 PC 平分 人 ACB', 改 


了 4CP = 30 ,由 此 即 可 得 到 人 PCB = 20P. 
4 


图 5.72 图 5.73 


54. 在 全 ABC 中 ,AB = 4C, 人 B4C = 8 ,P 为 人 ABC 内、 全 4BC 外 的 一 点 . 
(1) 若 二 PC4 = 30, 一 C4P = 70P. 求 PBA4; 
(2) 若 一 Pac4 = 3 ,CAP = 40P. 求 人 PBA; 
(3) 若 PCc4 = 110, 了 ChAP = 40p. 求 一 PB4; 
(4) 若 一 PCc4 = 100, 一 C4P = 30P. 求 人 PB4. 
解 (1) 如 图 5.74 所 示 , 作 轴 反 射 变 换 SC4C), 设 己 一 己 ，, 则 
LPAC = /CAP = 70p < 80 = LBAC 
LACP'’ = /PCA = 30p < S$0p = 4CB 
所 以 ,点 已 在 人 4BC 内 , 自 人 BAP' = 人 人 BAC - 人 PAC = 80 -70 = 10P， 
P'P | AC. 
再 作 轴 反射 变换 S(P'C), 设 4 一 4', 则 P'4' = P4, 和 全 445C 是 一 个 正三 角 
形 , 所 以 
APAA’ = /PAC- /AAAC =- 70 -60p = 10 = 二 BMP 
即 4P' 平分 一 B44': .又 44: = AC = 4B, 所 以 ,P'h 是 BA' 的 垂直 平分 线 , 从 而 
PB = PA = PhA, 所 以 ,人 P'BA4 = BAP' = 10. 但 BAC = 80? ,因此 ， 
BP' 」AC. 又 PP1 A4C, 这 说 明 BB、P.P 三 点 共 线 . 故 才 PBA = 人 人 P'BA = 10. 
(2) 如 图 5.75 所 示 , 作 轴 反 射 变换 S(4C), 设 P 一 P', 则 全 PP'C 是 一 个 正 
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三 角形 ,所 以 ,PP = PC, CPP - 60. 
男 一 方面 , 因 人 PAC = 人 Ch4P = 40p ,而 一 BhC = 80p, 所 以 ,4P' 平分 
8B4C6. 又 4B8 = AC, 因 此 ,4P' 年 直 平分 线段 BC ,所 以 ,P'B = PC = P'P, 这 


说 明 已 是 人 PBC 的 外 心 ,从 而 人 CBP = CPP = 30P. 故 了 PBA = 20?. 


图 5.74 图 5.75 
(3) 如 图 5.76 所 示 , 由 条 件 可 知 APC = 3 . 作 轴 反射 变换 S(4P) , 设 
C 一 C', 则 全 PC'C 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,CC = CP.X AAC’ = AC = 48， 
CAC' = 2LC4P = 8 = 了 人 C4B, 所 以 ,全 4CC' 全 ABC, 因 而 BC = CC' = 
CP, 但 人 PCB = LPCA + 4CB = 110P + 5 = 160, 所 以 ,人 CBP = 
了 BPC =10, 于 是 ,PBA = CBA - 人 CBP = 5 - 10 = 40. 

(4) 如 图 5.77 所 示 , 由 条 件 可 知 了 CBA4 = 4CB = 50p,. 作 轴 反射 变换 
SC4C), 设 PP 一 已 , 则 一 P4C = 人 CAP = 3 ,ACP' = 一 PC4 = 100 ,所 以 
LBAP' = /BAC - LP'AC = 80 - 30° = 50 
又 了 BCP' = 4CP' - /ACB = /PCA -ACB = 100? - 50 = 50 ,因此 ,P'、 

C、4、B 四 点 共 圆 ,所 以 ,人 P'BC = 和 P4C = 30p ,于 是 

LP'BA = LP'BC + /CBA = 3 + 5 = 80P 
从 而 一 4P'B = 50 = 了 BAP' ,所 以 , BP = Bh. 男 一 方面 , 因 公 4AP'P 是 一 个 正 
三 角形 ,所 以 ,PP' = PA, 因 而 BP 为 AP' 的 垂直 平分 线 . 由 此 即 知 人 PBA = 


7 LP'BA _ 40. 
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55. 在 全 4BC 中 ,人 人 BAC = 8 ,了 BB = 6%,P 为 全 4BC 的 内 部 一 点 . 

(1) 若 一 P4C = 了 A4CP = 1CP. 求 证 : BP = 4B. 

(2) 若 BAP = 10, 人 PBA = 20, 求 人 ACP. 

解 (1) 如 图 5.78 所 示 , 易 知 人 PCB = 
30. 作 轴 反射 变换 5S(BC), 设 P->P, 则 
全 P'PC 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,PP' = PC = 
P4， 这 说 明 已 是 人 4PC 的 外 心 ， 从 而 
LPAC = 雪人 PPC = 30. 所 以 ,人 BAP” -= 
LBAC - LP'AC = 80p - 30P = 50?. 

另 一 方面 , 设 直线 4P 与 BC 交 于 D, 则 
APBDP' = 人 PDB = 50 = 一 B4P ,所 以 ,已 、 
D、4、B 四 点 共 圆 ,从 而 人 4P'B = 4DB = $p = BAP', 故 4B = BP' -= 
BP. 

(2) 如 图 5.79 所 示 , 由 条 件 知 , 二 4PB 的 外 
角 为 30?. 作 轴 反 射 变 换 5S(4P), 设 BB', 则 
全 PBB' 是 一 个 正三 角形 ,4B' = 4B ,一 B4B' = 
2 一 Bh4P = 20° ,所 以 , 人 4B'B = 一 BB4 = 80?， 
了 BBC = 一 BBh4 -人 CB4 = 80 -60 = 20°. 
于 是 , 设 48' 与 BC 交 于 D, 则 BDB' = 80, 所 85" 
以 ,BB' = BD. 又 BP = BB', 因 此 ,点 B 为 
全 PBD 的 外 心 ,从 而 图 5.79 


LBP'PD = 7LB'BD = 10? ,DBP = LDBP = 20° 


图 5.78 


所 以 ,4DP = /BP'PD + /DB'P = 30. 
另 一 方面 , 因 DBP = 40 ,BD = BP, 所 以 ,PDB = 70p = /PAC, 因 而 
A、P.DC 四 点 共 圆 , 故 人 ACP = 4DP = 30. 


56. 在 四 边 形 4BCD 中 ,CD = D4， 
BAD =40, 人 CBA4 = 人 人 DCB = 80p. 求证 : 
BC = CD. 

证 明 如 图 5.80 所 示 , 由 CD = D4， 
BAD = 40,7ABC = LBCD = 80 可 知 
ADC = 160,C4D = /LDCA = 10, 
了 BAC =30. 作 轴 反 射 变 换 S(48), 设 CC 一 
C' , 则 人 4C'C 是 一 个 正三 角形 ,全 BCC' 是 一 
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个 顶 角 为 160? 的 等 腰 三 角形 .但 人 4DC 也 是 一 个 顶 角 为 160 的 等 腰 三 角形 , 且 
CC = AC, 所 以 ,全 BCC’ 之 人 DCAh, 故 BC = CD. 


57. 在 公 ABC 中 ,A4B = 4C, 人 BAC = 80p， 4 
点 DD 在 BC 上 ,点 E 在 4C 上 ,AhBE = 30， 
本 BAD = 50?P. 求 人 BED.( 第 6 届 英 国 数学 奥 林 
匹克 ,1970) 

证 明 如 图 5.81 所 示 , 作 轴 反射 变换 


S(4C), 设 D 一 D', 则 公 A4DD' 为 正三 角形 ,所 5 D 
,BD = 4D = DD'’. XxX /ADB = 80*， 
降 D'DA =60P, 所 以 了 DDB = 140, 于 是 ， 图 5. 81 


人 DBD' = 20 = 人 DBE ,所 以 ,及 在 BE 的 延长 线 上 ,从 而 人 DEC = /4EB = 
70P , 故 BED = 40P. 


58. 在 全 ABC 中 ,4B = 4C,60? < BAC < 120.P 为 全 4ABC 的 内 部 一 点 ， 
PBA = 120p - /BAC. 求 证 : PB = 4B 的 充分 必要 条 件 是 /PCB = 30. 
证 明 首先 注意 , 因 4B = A4C, 了 PBAh = 120P -了 BAC, 所 以 


/CBA - 2 (180 ~ /BAC) = 9 - LBAC 
且 


CBP = LCBA -LPBA = (90? - 7 LBAC) —- (120 - LBAC) = 


这 BAC - 30 


必要 性 . 如 图 5.82 所 示 , 设 PB = 4B, 则 
BAP = /4PB,WmW /PBA = 120 -一 B4C ,所 


以 ,一 B4P = FLBAC + 30,LPAC = 


LBAC — 30? . 


以 和 4BC 的 对 称 轴 为 反射 轴 作 轴 反 射 变 8 c 


换 , 则 C->B8. 设 PP', 则 AP’ =4P, 日 
图 5. 82 


LP'AP = LBAC- 2(2 LBAC _ 30p) = 60 
所 以 ,和 人 4P'P 是 一 个 正三 角形 , P'P = P4. 又 PB = 45, 所 以 ,PB 是 4P 的 垂直 
平分 线 , 从 而 BP' 平分 了 PBAh .因此 
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ApPBP = 6 - 7 LBAC 
但 CBP = LBAC _ 30p ,所 以 
ZCBP' -= /CBP + /PBP' - 
(3 LBAC - 30P) + (60 - 7 BAC) = 30 


故 人 人 PCB = 一 CBP' = 30?. 

充分 性 .如 图 5.83 所 示 , 设 人 人 PCB = 30， 
作 轴 反射 变换 S(BC), 设 P 一 P', 则 公 A4DD' 为 
正三 角形 ,所 以 ,PP' = PC. 


因 玫 CBP = FLBAC- 3, LPCB -30p， 8 


所 以 ,人 BPC = 180? - 方 之 BAC, 从 而 


CP'B = /BPC = 180 - 2 LBAC 


图 5.83 
于 是 ,由 4B = 4C 可 知 点 P' 在 以 4 为 圆心 、. 48 为 半径 的 圆 上 ,所 以 ,4P 
AB = 4C. 因 而 4P 为 PC 的 垂直 平分 线 , 4P 平分 人 P'4C. 又 因为 


ACP’ = LACB + BCP’ = (90 - 7 人 LBAC) + 30 = 


120p - FLBAC 
所 以 ,PAC = 9 - (120 - BAC) - 人 BAC _ 30, 从 而 人 BAP = 


3 LBAC + 30p , 且 
LAPB = 180° - (FLBAC + 30) - (120 - 一 BMC) = 


LBAC +30Pp = /BAP 
故 PB = 48. 


59. 在 全 ABC 中 ,4B = 4C, 一 B4C = 20p,D 下 分 别 在 4B 、4C 上 . 

(1) 若 CBE = 70p, 了 DCB = 60p, 求 了 DBEB. 

(2) 若 CBE = 70p, DCB = 50, 求 人 人 DEB. 

解 ” (1) 如 图 5.84 所 示 , 易 知 BEC = 30P. 作 轴 反 射 变换 S(4C), 设 8 一 
B', 则 CB = CB, 公 EBB' 是 一 个 正三 角形 , 所 以 ,B'B = B'E, 人 CBB’ = 
BBC = 10. 在 BE 上 取 一 点 了 ,使 得 FCB = 40P, 则 由 例 5.6.9 可 知 ， 
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BDF =10 = A FBD,PBL,ABCB on ACFD, 人 而 ABB'D ww 人 BCF. 但 
CF = CB, 因 此 ,B'D = B'B. 青 注意 BB = B'E 即 知 B' 是 人 DB 的 外 心 .而 
了 EB'B = 60F ,所 以 ,了 BDF = 150F, 从 而 了 EDA = 30p. 故 
LDEB = /EDA - /EBA = 30 - 1 = 20° 

(2) 如 图 5.85 所 示 , 易 知 人 BEC = 30. 作 轴 反 射 变 换 S(4C), 设 8B 一 B'， 
则 会 EBB' 是 一 个 正三 角形 ,所 以 ,BB' = BE, 人 人 CBB’ = 70p -6p = 10 -= 
一 ECD. 又 不 难 知道 ,BC = BD, 所 以 ,全 BDE 只 人 和信 BCB', 而 CB = C8B, 干 是 
DE = DB. 故 DEB = /EBD = 10. 

注 ”问题 (2) 实际 上 是 第 56 题 的 逆 问 题 . 


图 5.85 


60. 在 四 边 形 4BCD 中 ,BC = CD, 了 4CB - DCc4 = 60p. 求 证 
AD + BC > AB 

并 求 出 等 式 成 立 的 条 件 . 

证 明 如 图 5.86 所 示 , 作 轴 反射 变换 C 
S(AC), 设 D 一 D', 则 CD’ = CD = BC,4D' = 
AD, 日 LACD’ = LDCA,LD'CB = /ACB - p 
LACD' = LACB - DCA4 = 605， 所 以 ， 
全 BB' 是 一 个 正三 角形 ,于 是 D'B = BC. 故 

AD + BC = AD’' + D'B -> AB 


61. 方 格 纸 上 的 小 方 格 的 边 长 为 1, 纸 上 有 图 5. 86 
一 个 四 边 形 4BCD ,其 四 个 顶点 均 位 于 方 格 网 的 结 点 上 , 且 在 四 边 形 中 ,一 4 
了 CC, 了 Bx 人 人 D .证明 


1 4B. BC- CD.DA|>!1 
(( 俄 ) 圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1990) 
证 明 如 图 5.87 所 示 . 作 轴 反 射 变换 S(8D), 设 C 一 C: 则 二 BC'D 
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DCB = /BAD ,所 以 4、C' .B.D 共 圆 . 骨 设 
了 ABC' = 人 AhDC′， = a, 由 余弦 定理 可 得 
14B. BC -CD DA|-= 
| 


2cos a 
注意 BC' = BC,C'D = CD ,所 以 
1 AB.: BC- CD: 141= 


| 4B2 + BC - C'D’*- DA’| 


1 


2cos a 

又 因 4A、B .C.D 都 在 结 点 上 ,所 以 4B? + BC?* - CD2 - Dh? 是 偶数 (可 用 解 

析 几 何 中 的 距离 公式 得 出 ). 而 了 4 = 一 CC, 一 8 < 一 D 说 明 4BCD 非 平行 四 边 形 ， 
因此 4B? + BC2 - CD - Ph2 z 0. 于 是 , | 4B? + BC - CD - D4 1> 2. 故 


| 4B2+ BC* -CD - D42 | 


| AB.: BC- CD.DAIl> 


之 


COS 0 


62. 设 M 是 是 四 边 形 4BCD 的 边 BC 的 中 点 ,一 4MB = 135°. 求 证 


BC + cD+ DA > AB 


(波罗的海 地 区 数学 奥 林 匹 郊 ,2001) 


» _ SCMB) S(tAM 

证 明 ”如 图 5.88 所 示 , 设 C CD S40 p, 则 BC' = BC,D'A = 

DA,MC' = MC = MD = MD’,/ CMB = /BMC,/ AMD' = /DMA,ABL 
DMC’ = /AMB - (AMD' + CMB) = 


135° ~- (A DMA + LBMC) = 135° - (180 - 135°) = 90? 


图 5. 88 
这 说 明 从 MC'D' 是 一 个 以 CD 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 ,因而 有 
CD =-vV2C'M = 2CM = cp 
于 是 ,再 由 BC = BC,D'’'A = DA 及 BC’ 十 CD 二 D'A 之 AB , 即 得 
V2 


BC +¥CD+ DA> 4B 
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63. 在 人 4B8C 中 ,AB > 4C,P 是 人 BAC 的 平分 线 上 一 点 .求证 
AB + PC > AC + PB 
证 明 如 图 5.89 所 示 , 作 轴 反射 变换 
SC4P), 设 CC 一 C, 则 点 C 在 直线 4B 上 , 且 
4C6' = 4C, 由 于 4B > 4C = 46' ,所 以 ,点 C' 在 
边 4B 虐 , 因 此 C'B = A4B- AC = 4B -AC. 于 
是 ,由 PC' + C'B > PB 即 得 PC + AB - AC > 
PB . 故 


AB + PG > AC + PB 
图 5.89 
64. 设 有 一 直角 MON. 试 在 边 OM 、ON 
上 及 人 MON 内 各 求 一 点 4、B、C, 使 BC + C4 = 1 为 定 长 , 且 四 边 形 40BC 的 面 
积 为 最 大 . (北京 市 数学 竞赛 ,1978) 
解 。” 如 图 5.90 所 示 , 设 点 4、.B、C 已 经 求 
出 , 作 轴 反射 变换 S(OM), 再 作 轴 反射 变换 
S(ON), 则 我 们 得 到 一 个 八 边 形 , 其 周 长 为 471. 
由 等 周 定理 , 当 这 个 八 边 形 是 一 个 正八 边 形 时 ， 
其 面积 为 最 大 ,因此 , 当 4、C、B 为 一 个 正八 边 
形 的 相 令 三 个 顶点 、 自 0 为 这 个 正八 边 形 的 中 
心 时 ,四 边 形 40BC 的 面积 为 最 大 . 此 时 


04 = 0B = OC = sin 22.5 - SV2-Y3 


AOC = LCOB = 45° 


65. 试 求 两 疾 点 在 等 历 直 角 三 角形 的 边 上 , 且 将 这 个 三 角形 分 成 面积 相等 
的 两 部 分 的 最 短 曲 线段 . 

解 设 公 ABC 是 一 个 以 4B 为 斜 边 的 等 腰 直 和 角 三 角形 ,其 腰 长 为 a. 曲线 
段 Pm0 将 人 4BC 分 成 面积 相等 的 两 部 分 .曲线 段 Pm0 的 长 为 1. 

如 果 曲 线段 Pm0 的 端点 P.0 都 在 人 4BC 的 某 一 条 边 上 ,如 图 5.91,5.92 
所 示 , 以 这 条 边 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 得 到 一 个 以 VY2a 为 直角 边 的 等 腰 直 
角 三 角形 ,或 者 一 个 以 a 为 边 长 的 正方 形 ,以 及 等 腰 直 和 角 三 角形 内 或 正方 形 内 
的 一 条 封闭 曲线 ,封闭 曲线 的 长 为 2 ,所 围 成 的 图 形 的 面积 等 于 原 等 腰 育 角 三 


角形 的 面积 一 一 广 o2. 但 面积 一 定 的 所 有 封闭 图 形 中 ,以 圆 的 周 长 为 最 短 . 设 


这 个 圆 的 半径 为 +, 则 由 xr? = 二 ao 可 得 r = 一 < ,其 周 长 为 /2xa, 此 时 ,! > 
2 V7 
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方形 ,以 及 正方 形 内 的 一 条 封闭 曲线 ,这 条 封闭 
曲线 的 长 为 41, 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 cz. 此 
时 可 求 得 ? Y 
2 0: 

如 果 曲 线段 Pm0 的 端点 一 个 在 斜 边 上 ,一 
个 在 直角 边 上 ,不 失 一 般 性 , 设 P 在 和 斜 边 4B 上 ， cc B 
0 在 直角 边 4C 上 ,如 图 5.94 所 示 , 则 分 别 以 斜 。 仆 、-、| 不 7 
边 和 直角 边 为 反射 轴 连 续 反 射 七 次 ,得 到 一 个 (| /A 
边 长 为 2a 的 正方 形 ,以 及 正方 形 内 的 一 条 封闭 3 全 光 3 
曲线 ,这 条 封闭 曲线 的 长 为 81, 所 围 成 的 图 形 
的 面积 为 20*. 此 时 可 求 得 1 > “ao. 


又 2 ro v2 ,故此 时 1 的 最 图 5.94 


D QQ > > 4 


V 2r 
2 他 。 
B 
J 
一 一 - 
7 
4 \ 0 
ed 
CC A 
图 5.91 
如 果 曲 线段 Pm0 的 端点 已 .O 分 别 在 直角 4 
边 4C、BC 上 ,如 图 5.93 所 示 , 则 以 直角 边 为 反 P | 
射 轴 连 续 反 射 三 次 ,得 到 一 个 边 长 为 /3a 的 正 -人 D | 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
| 7 


1 
> 
\ 
|L_ >-_ 
:7 
入 、- 
Pa 


小 值 为 “27. 
综 上 所 述 ,两 端点 在 等 腰 直 角 三 角形 的 边 上 , 且 将 这 个 三 角形 分 成 面积 相 


等 的 两 部 分 的 最 短 曲 线段 是 以 锐角 顶点 为 圆心 / 2 a(a 为 其 直角 边 的 长 ) 为 


半径 ,两 端点 分 别 在 斜 边 和 -直角 边 上 的 圆 弧 . 圆 弧 的 长 为 之 2 


注 ”严格 地 讲 , 我 们 还 需 证 明 下 面 的 事实 : 
在 等 腰 直 角 三 角形 内 ,存在 一 个 圆 , 这 个 圆 的 面积 正好 等 于 等 腰 直 角 三 角 
形 的 面积 的 一 半 . 在 正方 形 内 ,存在 一 个 圆 ,这 个 圆 的 面积 正好 等 于 正方 形 的 面 
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积 的 一 半 . 
事实 上 , 设 等 腰 直 角 三 角形 的 直角 边 的 长 为 ec, 内 切 圆 半径 为 +, 因 等 腰 三 
角形 的 周 长 为 (2 +V2)a, 所 以 ,用 两 种 不 同 的 方式 计算 三 角形 的 面积 , 则 有 


2 2)ar = oo ,所 以 r = eo > 3 -一 一 和 -= 7. 

(2 +V2) 所 以 7 万 可 知 ,村 挛 < 7 万 于 是 ， 

以 等 腰 直 角 三 角形 的 内 心 为 圆心 ,~ = 为 半径 作 圆 卫 , 则 圆 卫 位 于 等 腰 直 
yA 


角 三 角形 内 , 且 圆 了 的 面积 为 $ = xr'? = 二 a7. 正好 是 等 腰 直 角 三 角形 的 面积 
的 一 半 . 
又 设 正方 形 的 边 长 为 a, 因 x > 2, 所 以 ,V2x > 2, 因 此 ,名 < 人 .于 是 ， 


V 27 
以 正方 形 的 中 心 为 圆心 r = -去 为 半径 作 圆 P, 则 圆 卫 位 于 正方 形 内 , 且 圆 的 


面积 为 S$ = xr? = 六 oz. 正 好 是 正方 形 的 面积 的 一 半 ， 


66. 在 人 4BC 中 ,1 为 BC 的 中 点 ,有 是 4M? = 48 .4C, -一 B -= 60p. 确 
定 人 4BC 的 三 个 内 角 . 
解 如 图 5.9$ 所 示 , 以 BC 的 垂直 平分 线 为 反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 则 C 一 


图 5.95 

B. 设 A 一 4', 则 人 4Ch4'’ = “CC -~B = 60, MA'C = /BAM,A.A'’.BC 
四 点 共 圆 .过 4 作 4D = AM, 日 使 DAC = BAM, 则 由 AM? = 4B .AC 知 
个 ADC 中 全 4BM, 所 以 ADC = ABM = 4BC. 于 是 ,A4、B、D、C 四 点 共 
圆 , 这 样 ,4.4 人、B、 DC 五 点 共 圆 ,所 以 人 Dh4C = DAC = BAM -= 
一 M4'C, 因 此 ,4A'’、M、D 三 点 共 线 ,从 而 4D4' = 一 4C4' = 60? ,故人 4MD 为 
正三 角形 ,和 且 人 DMC = AMB = CMA4, 即 MC 平分 人 DMA, 所 以 人 人 CMA = 
30P .再 由 公 AMD 为 正三 角形 知 , MD = MA4 = MAh' ,所 以 M 为 所 述 五 点 共 圆 的 
圆心 .但 M 为 BC 的 中 点 ,CMA = 30P, 由 此 可 知人 人 BAC = 90p ,一 CB4 = 15°， 
LACB = 75°. 


67. 设 P 为 同 四 边 形 ABCD 的 边 CD 上-- 点 .求证 
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PA + PB < max| CA + BC,AD + BD' 
其 中 maxix,y| 表示 x 、y 中 较 大 者 . 
证 明 如 图 5.96 所 示 , 作 轴 反射 变换 S(CD), 设 A 一 4',B 一 B', 则 
A'C = AC, B'D = BD, 且 4B' 与 4'B 交 于 直线 CD 上 一 点 . 因 4BCD 是 一 个 凸 四 
边 形 ,所 以 4、B 两 点 在 直线 CD 的 同一 侧 , 而 4'、B' 两 点 则 在 直线 CD 的 男 一 
侧 . 


图 5.96 
如 果 点 了 在 C、E 之 间 ( 可 能 重合 于 C), 则 P 在 全 4BC 的 内 部 或 边界 上 ,此 
时 有 PA + PB’ < AC + B'C,Bp PA + PB < AC + BC. 
同 理 , 如 果 点 P 在 ED 之 间 ( 可 能 重合 于 D), 则 有 PA + PB < 4D + BD. 
因此 ,无 论点 P 在 CD 上 何 处 ,总 有 
PA + PB < max| CA + BC,AD + BD| 


68. 设 PP 为 人 4BC 的 内 部 一 点 ， 且 
LPBA =30p,CBP = APCB = 24°, 
4CP =54°. 求 人 BAP. 

解 ” 如 图 5.97 所 示 , 作 轴 反射 变换 
S(4B), 设 PP 一 P', 则 公 P'BP 是 一 个 正三 角 
形 , 所 以 PP = BP. 再 以 BC 的 垂直 平分 线 为 
反射 轴 作 轴 反 射 变换 , 设 4 一 4’ . 设 直线 BP 与 
4C 交 于 D, 过 PP 日 平行 于 4C 的 直线 与 BC 交 于 


E, 易 知 BD = BC, 且 四 边 形 44'BC 相似 于 四 边 形 PECD ,于 是 4 人 - 她 - 
2 = 2c ,所 以 44 = BP = P'P. 因 此 ,人 4P'P 操作 P44'. 这 说 明 四 边 形 
Ph44'P 是 等 腰 梯 形 ,因而 它 有 一 个 外 接 圆 ,其 圆心 既 在 44' 的 垂直 平分 线 上 ， 
也 在 PP' 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 BC 的 垂直 平分 线 与 4B8 的 交点 0 即 为 其 圆心 . 
而 


BOP = 9%p - /CBA = 90p -Se = 36° 
故 BAP = 广 人 BOP = 18°. 


习题 6 


1. 设 天 下 分 别 为 四 边 形 4PBCD 的 边 4B .CD 上 的 点 , 且 人 -2 和 . 求 
证 :4D + A， BC > (1 + A)EF. 
证 明 ”如 图 6.1 所 示 , 作 位 似 变 换 H(E，,、_____4 


TT 


-2), 则 B 一 4, 设 C 一 C, 则 C4WNBC， 、、、 


FA » CE DF \ ’ 
C'A =X BC, 且 启 i = ) = PFC, 所 以 ,CD V 


BEF ,从 而 号 2 = 人 = 1 + 4 ,这 说 明 
CD = (Ll + A)EF 
于 是 ,由 AD + C'4 > CD 即 得 
AD+A.: BC > (1 +A)EF 图 6.1 
等 式 成 立 当 且 仅 当 C'、4 、 三 点 共 线 , 当 且 仅 当 4D // BC. 


2. 设 P、0 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 边 BC 、 4D 上 的 点 , 且 
BP DO _ BD 


PC ”04 ~ AC 
直线 Po 与 对 角 线 4C 与 BD 分 别 交 于 MM、N. 证 明 ; 作 PMC = 人 DNQ. 


证 明 ”如 图 6.2 所 示 , 设 和 
p6= 克 =4C=4 入 >。 
立 从 | 恋 jr phn 
PD = k= DC = kBD= AC 人 一 


所 以 ,D'4 / PO ,一 DH4C = 一 CD'4. 故 
LCMP = LD'AC = LCD'A = LDNO 


3. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD( 不 一 定 是 凸 的) 的 两 对 角 线 4C 与 BD 交 于 P. 求 
证 : AB: BC. PD = CD. DA .PB. 

证 明 ”如 图 6.3,6.4 所 示 , 设 PB = 大. PD, 作 位 似 变换 H(P,k), 则 D 一 
B. 设 A 一 A', 则 A’B =|1k1.: DA,A4’B = LPAD = LCBD.X /BAA' = 
了 BDC ,所 以 人 4'4B cm 和 人 BDC ,由 此 可 知 ,4B .BC = 4A'B. CCD. 再 注意 A4'B = 
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#57 "4D, 即 知 4B. BC. PD = CD . DA. PB. 


4. 过 四 边 形 48CD 的 边 BC 上 一 点 PP 分别 作 4B、CD 、4D 的 垂 线 , 垂 足 分 别 
为 E、F、G,P6G 与 EF 交 于 0Q. 求 证 :四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 的 充分 必要 条 件 是 


EQ _ BP 
QF = PC 


证 明 如 图 6.5,6.6 所 示 . 设 BP = k. PC, 作 位 似 变换 H(P，- k), 则 


CB, 设 FP>F, 则 FFB/ CD,AFBC - LDCB, SE - 2 . 因 pF | 
人 C 及 ,所 以 P 术 | BF, 从 而 PA.E.B.F 四 点 共 圆 ,因此 ,一 严 BC = 了 天 5EP, 这 样 
便 有 -DCB = F'EP. 

男 一 方面 , 因 4、E、P、G 四 点 共 圆 ,所 以 一 B4D + 人 CPE = 180P .于 是 ,四 
边 形 4BCD 内 接 于 圆 BAD + DCB = 180pCPFE - LDCBes/ CPE = 


OF ~ PF POF 7 PC: 


5. 设 DD、E、EF 分 别 为 全 4BC 的 边 BC、C4 48 边 上 的 点 ,EF 与 4D 交 于 P. 


求证 :名 = 名 的 充分 必要 条 件 是 外 <4， 
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证 明 ”如 图 6.7 所 示 , 设 PE = kb. PF, 作 
位 似 变 换 H(P,k2), 则 FF-> EF. 设 4 一 Ah1, 则 
AIE/ AB,H AJE =1h |: AF. 再 设 DC = k,: 
DB , 作 位 似 变 换 H(D,k), 则 C ->B. 设 A 一 
A,, 则 A2C 1/ AB,H AsC =1 ks 1: 4B, 所 以 

AIE 1pl AF EP DC AF 


又 由 AIE / AB,AC /1 AhB ,AIE / 
\ AikE AE 
42C ,所 以 ,和 6 = 4C ,从 而 
AE AB BD EP 
AF AC ~ DC PF 


故 AE BD EP AB 
AF ~ DC PF ~ AC 


6. 证明 Van Obel 定理 : 设 P 为 人 4BC 所 在 
平面 上 一 点 ,直线 A4P、BP、CP 分 别 与 直线 BC、 
C4A、4B 交 于 DE、F, 则 

EE 
FB EC PD 

证 明 ”如 图 6.8 ~ 6.10 所 示 , 设 PA = 
k，PD, 作 位 似 变 换 H(P,k), 则 D 一 4. 设 
BB,C 一 CC,， 则 B.A.C 三 点 共 线 ， 
BC = k. BC,H B'C' / BC, 所 以 


4F _ CA AE _ AB 
FB ~ BC’EC ~ 
于 是 毕 , 信 .54 .48 _ 
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7. 一 圆 过 全 4BC 的 顶点 4 且 分 别 与 边 4B、4C 交 于 P、Q, 与 边 BC 交 于 万 、 


E 两 点 , 设 人 BAE = oa, 人 E40 = B. 求 证 :C0 BD sina 


国防 ~ DC sin 8B 
证 明 ”如 图 6.11 所 示 , 设 DB = kDC , 作 
位 似 变 换 H(P,k), 则 C 一 B. 设 0 一 0, 则 
DO'B = /DOC = /APD 
所 以 ,P、B、O' 、D 四 点 共 圆 ,因此 
PO'B = APDB = /BAE = a 
人 BPO = LBDO = /LEDQ = LEAC = 6 
BP sin a 
另 一 方面 , 因 BQ”=1k1. CQ = PR CQ, 由 此 即 知 
BP BD sina 
CO DC sinp 


8. 设 P.O 为 BC 所 在 直线 上 异 于 B、C 的 两 
点 ,过 0 作 4B 的 平行 线 分 别 交 直线 4P、4C 于 
DE. 再 设 为 直线 4B 上 的 一 点 . 求证 : 
、 DE PC 
QF /CA 的 充分 必要 条 件 是 PR = py- 
证 明 如 图 6.12 所 示 , 设 PC = kk， BP, 作 
位 似 变 换 H(P, -上 ), 则 8 一 C. 设 A 一 4’, 则 
fF 人 DE __ 4 一 BO 
CA’'/ 4 有 AN DE ,所 以 4 = 46 = BE: 
A'C PC 
XB = 天 = Bp， 于 大 
BF BO BF DE DE AC DE PC 
QF / CA pA = BECOBA -AICSOBF -BSE= 县 


9. 设 D、E、F 分 别 为 人 4BC 的 边 8C、Ch 、4B 上 的 点 , 且 


BD _ CE _ AF _ 
DC = EA = FB’EDF = BAC 


证 明 ; 以 D、E、F 为 项 点 的 三 角形 相似 于 人 4BC. (第 23 届 原 全 苏 数学 奥 林 匹 
克 ,1989) 

证 明 ”如 图 6.13 所 示 , 设 BF = k，B4, 作 位 似 变 换 H(B,E), 则 A 一 下. 
设 C 一 C', 则 
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与 几何 证 题 


， BC' BF 
FC’ // AC, Fe- = B= 

所 以 C'E // 4B, 因 此 ,四 边 形 4FC'E 是 平行 四 
边 形 , 从 而 人 EC'F = BAC = EDF, 所 以 
DC ER 四 点 共 圆 . 于 是 ,FED = 
学 FC'D = 人 4CB ,再 注意 人 EDF = 人 BAC 即 


知 


人 DFE A 人 ABC 6. 13 


10. 设 忆 是 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,过 各 边 中 点 作 点 已 与 各 顶点 的 连 线 的 
平行 线 .证 明 : 所 作 三 线 共 点 . 设 共 点 于 0, 则 P、0 与 人 48BC 的 重心 三 点 共 线 ， 
且 重 心 到 点 P 的 距离 等 于 重心 到 点 0 的 距离 的 两 倍 . 

证 了 明 如 图 6.14 所 示 , 设 公 4BC 的 重心 
为 C, 边 BC、C4、4B 的 中 点 分 别 为 L、.M、N, 作 


位 似 变换 有 (G,- 方 ), 则 人 4BC 一 人 LMN. 设 
PQ0, 则 LQ@ // 4P,MQ // BP,NQ // CP ,这 
说 明 LO、MQO、NQ 即 所 作 三 直线 , 它们 共 点 于 
Q. 因 60 = 六 "OF, 所 以 P.G.Q 三 点 共 线 , 且 
重心 C 到 点 P 的 距离 等 于 G 到 点 0 的 距离 的 两 图 6.14 
倍 . 


11. 设 全 4BC 的 三 顶点 关于 对 边 的 对 称 点 分 别 为 D、E、F. 证 明 :D、E、F 三 
点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 人 4BC 的 外 心 到 其 牌 心 的 距离 等 于 其 外 接 圆 的 直径 
长 .( 第 39 届 IMO 预选 ,1998) 

证 明 如 图 6.15 所 示 , 设 公 A4BC 的 外 心 和 稚 心 分 别 为 0\、 吾 ,重心 为 G. 作 
位 似 变 换 H(G, -2), 设 入 ABC 一 会 A4'B'C', 则 全 4BC 为 全 4'B'C' 的 中 点 三 角 
形 , 和 县 全 4BC 的 民心 日 为 人 4'B'C' 的 外 心 ,所 以 ,0 一 H. 

再 设 公 4BC 的 外 心 0 在 直线 B'C'、C'4A' 、4'B' 上 的 射影 分 别 为 P.O0、R,BC 
的 中 点 为 M. 因 0M BC,BCAC'B ,所 以 ,0 MP 三 点 共 线 ,上 且 4D // PM， 
AD = 2PM .显然 ,M 一 4, 所 以 ,P 一 DD. 同 理 ,0 一 ,RF. 于 是 ,DE、F 三 
点 共 线 , 当 生 仅 当 P、0O、R 三 点 共 线 . 

男 一 方面 , 由 Simson 定理 ( 见 例 7.2.6),P、.0、R 三 点 共 线 , 当 且 仅 当 
全 ABC 的 外 心 0 在 全 4'B'C' 的 外 接 贺 上 .而 五 为 会 4'B'C' 的 外 心 , 所 以 ,点 O 
在 人 4'8B'C' 的 外 接 圆 上 , 当 且 仅 当 O08 为 人 4'B'C' 的 外 接 圆 半径 , 当 且 仅 当 
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图 6. 15 
OH 等 于 人 4BC 的 外 接 圆 的 直径 长 . 
综 上 所 述 ,D、E、F 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 O08 等 于 人 48BC 的 外 接 圆 
的 直径 长 . 


12. 已 知 三 个 等 圆 有 一 个 公共 点 $ ,并 且 都 在 一 个 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 圆 
与 三 角形 的 两 边 相 切 . 求证 : 这 个 三 角形 的 内 心 、 外 心 与 点 5 共 线 . (第 22 届 
IMO ,1981 ) 

证 明 ”如 图 6.16 所 示 , 设 三 个 等 圆 @ 01、 
QO0;、 03 有 一 个 公共 点 $, 且 这 三 个 等 圆 中 
的 每 一 个 都 与 人 4BC 的 两 边 相 切 ， 则 有 
010, / 4B, O003 / BC, O0301/ C4, 且 40)、 
BO;、CO03 分 别 为 人 4BC 的 三 内 角 平 分 线 , 因 
此 ,A401、B0,、CO; 交 于 全 4BC 的 内 心志 

另 一 方面 , 因 SO = SO， = SO;, 所 以 $ 为 
全 01020;3 的 外 心 .于 是 , 设 公 4BC 的 外 心 为 O， 
14 = Kk， 7101, 则 


H(I, k) H(T,k 
个 ABC 个 010;0;3.0 ， 


故 0 I、S 三 点 共 线 , 即 人 4BC 的 外 心 、 内 心 和 
点 $ 共 线 . 


S 


13. 设 人 4BC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC 相 切 于 
点 也 ,与 直线 4C、4B 分 别 相 切 于 点 五 、 眉 .求证 : 
全 ABC 的 外 心 .A- 旁 心 与 人 DEF 的 垂 心 三 点 
共 线 . 

证 明 如 图 6.17 所 示 , 设 公 A4BC 的 外 心 、 


651 


几何 变换 
与 几何 证 题 


A- 旁 心 与 人 DEF 的 重心 分 别 为 0、1,、H, 公 ABC 的 A- 旁 切 圆 半径 与 外 接 圆 半 
径 分 别 为 r。,R, 设 R = kr, 作 位 似 变 换 甩 (1,k), 设 入 DEF -> 人 D'E'r, 则 
D'1。= R. 设 人 4BC 的 外 接 圆 的 BC (不 含 点 4) 的 中 点 为 W, 则 OM 于 六 ,所 
以 ,四边形 OMI,D' 为 平行 四 边 形 , 于 是 D'0 // LM .再 注意 到 4 、L、M 共 线 ,所 
,DO / AL KAT, 本, 因此,PO | EF EF/ E'F' ,MmD'O | EF. 
同 理 0 | FD' ,所 以 ,0 是 全 D'E'F' 的 垂 心 ,于 是 ,H -> 0. 故 上 1、0 共 线 ， 
且 


14. 设 瑟 为 全 4BC 的 垂 心 ,时 为 C4 的 中 点 ,过 点 B 作 公 4BC 的 外 接 圆 的 
切线 ! ,过 垂 心 有 作 切 线 i1 的 垂 线 , 垂 足 为 工 .求证 :入 MB 是 等 腰 三 角形 .(( 俄 ) 
彼 圣 得 堡 数 学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 ”如 图 6.18 所 示 , 设 0 为 全 4BC 的 外 心 ,显然 ,HL // 0B. 由 Euler 定 
理 ( 例 6.2.1) 可 知 , O08 与 BM 的 交点 6 为 人 4BC 的 重心 , 且 HG = 206G. 又 
BG =2GM ,于 是 , 设 点 中 关于 点 1 的 对 称 点 为 B', 则 B'G = 2GB, 所 以 B'H// 
0B ,这 说 明 B'、H、L 在 一 直线 上 .于 是 ,MM 为 Rt 会 BB'L 的 斜 边 BB' 的 中 点 ,所 
以 , ML = MB, 故 全 MBL 是 等 腰 三 角形 . 

另 证 ”如 图 6.19 所 示 , 设 0 为 人 4BC 的 外 心 ,显然 , HL // 08. 由 Euler 定 
理 可 知 , OH 与 BM 的 交点 万 人 4BC 的 重心 ,是 BG = 2GM, HG = 206. 于 是 ,过 
MM 作 BL 的 垂 线 分别 交 OH、BL 于 N、K, 则 0G = 2GN. 再 由 HG = 206 即 知 , N 
为 OH 的 中 点 ,从 而 天 为 BL 的 中 点 ,但 MK BL, 因此 , MB = ML. 故 个 MBL 
是 等 腰 三 角形 . 


图 6. 18 图 6. 19 


15. 设 平行 四 边 形 4BCD 即 非 矩 形 ,也 非 萎 形 , 以 4AC 为 直径 作 一 圆 分 别 与 
直线 48 、4D 交 于 另 一 点 五 下 .求证 :直线 EF 、BD 以 及 圆 在 过 C 点 的 切线 共 点 . 
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(第 4 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 ,1996) 

证 明 如 图 6.20 所 示 , 设 圆 与 CD 的 男 一 交点 为 K, 4D 与 圆 在 点 C 的 切线 
交 于 M, EF 与 CD 交 于 N, 则 人 MFN = LAFE = LCEK = 和 人 NMCN, 所 以 ,只 、 
NFC 四 点 共 贺 ,全 DMN 与 人 DCF 反 向 相似 . 又 因 LCBE = 一 CDP， 
作 BEC = 人 人 DFC = 90P, 所 以 ,全 BCE 与 人 DCF 亦 反 向 相似 ,于 是 ,个 DMN 与 
全 BCE 同 向 相似 ,而 它们 有 两 组 对 应 边 是 互相 平行 的 ,因此 是 位 似 的 ,从 而 它 
们 的 三 对 应 顶点 的 连 线 共 点 或 平行 .而 4BCD 非 菱形 ,所 以 BD 与 MC 相交 , 故 
直线 EF 、BD 、NC 共 点 . 


图 6.20 


16. 设 0 是 公 4BC 的 外 心 ,L、M、N 分 别 是 边 BC、Ch4、48B 的 中 点 ,P、O、R 
分 别 是 直线 OL、OM、ON 上 的 点 .证 明 : 若 -5 - 人 - 全 , 则 AP .BO .CR 
与 全 4ABC 的 Euler 线 四 线 共 点 或 互相 平行 . 

、 -3 OL _ OM _ ON _ vy (2s 

证 朋 如 图 6.21,6.22 所 示 , 设 - 衣 -50 -区 - k. 作 位 似 变 换 
H(O,k), 则 Po—>L,0-> M,R— N. 

再 设 6G 为 全 4BC 的 重心 , 作 位 似 变 换 H(G, -2), 则 LL 一 A,M->B,N -> 


C, 于 是 ,在 这 两 个 位 似 变换 的 乘积 一 一 H(G, -2)H(0,k) 下 , P->A,0 一 B， 
R—C. 


几何 变换 
与 几何 证 题 


当 k 产 - 方 时 ,由 定理 2.2.7(1), 存 在 点 5, 使 得 H(G, - 2) 有 (0,k) = 
H(S， -2k), 这 说 明 在 位 似 变换 H(S, -2k) 下 ,P->4A,0-> B,R-> C. 此 时 ， 
AP、BQ 、CR 三 线 交 于 位 似 中 心 S. 且 5S、.0、G 三 点 共 线 .但 直线 0G 就 是 人 4BC 
的 Euler 线 ,因此 ,AP、BO、CR 与 人 4BC 的 Euler 线 0G 四 线 共 点 5. 


当 上 = 一 福 时 ,由 定理 2.2.7(2), 有 (CG, -2)H(0,k) 是 一 个 平移 变换 , 且 
平移 问 量 平行 于 0G. 由 于 在 一 个 平移 变换 下 ,P 一 4,0 一 B,R 一 C. 因此， 
AP、BQ、CR 三 线 痛 平行 于 平移 向 量 , 而 平移 向 量 平行 于 0G. 故此 时 AP 、BO、 
CR 与 全 ABC 的 Euler 线 0G 四 线 互 相 平 行 . 


17. 设 全 48C 的 内 切 圆 与 BC、CA 、4B 分 别 切 于 D、E、F, 分 别 过 EF FD、 
DE 的 中 点 作 BC、C4 、4B 的 垂 线 .求证 :所 作 三 条 垂 线 共 点 . (罗马 尼 亚 国 家 队 
选拔 考试 ,1986 ) 

证 明 如 图 6.23 所 示 , 设 LL、.M、N 分别 为 
EF、FD、DE 的 中 点 ,6G 为 人 DEF 的 重心 , 作 位 
似 变 换 H(G, -2), 则 工 一 也 ,MN 一 天 ,N 一 下 ， 
于 是 ,所 作 三 条 垂 线 变 为 分 别 过 万、 下、 丰 且 分 
别 垂 直 于 BC、Ch 、4B 的 直线 . 显然 ,这 三 条 直 
线 交 于 全 4BC 的 内 心志 故 原 所 作 三 条 垂 线 共 
点 . 


图 6.23 
18. 设 人 4BC 的 顶点 4、B、C 分 别 在 和 人 POR 的 边 OR 、RP、PO 上 ,和 人 DEF 的 


、 RA BD PB CE OC 
顶点 分 别 在 公 \ 上 = 一 一 ~ 一 二 一 
人 后 DIE.F 别 在 ABC 的 边 BC、CA 、AB ' 且 40 DC ”BR Ed ”CP mm 


寻 记 入 POR、 人 4BC、 人 DEF 的 面积 分 别 为 1、52、53. 证 明 ; $3 = S153. 


证 明 ”如 图 6.24 所 示 , 设 CP = 后 :COQ， 4 忆 4 
作 位 似 变 换 H(P,k), 则 一 P. 设 4 一 41, 则 
AC PC BF 


A1P/ 04, CA ~ CO ~ FA 
所 以 ,41B // CF .再 设 BP = k，* BR, 作 位 似 变 
挽 H(P, 有 op), 则 R 一 P. 设 4 -> h,, 则 


428 _PB _ CE 
P42 / AR, Ba ~ BR EA 
所 以 ,42C // BE .再 注意 418B /CF 即 可 得 到 


EF // Aih,. 
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又 因 A1P // 04,Ph2 /1 AR, 所 以 ,41、P、42 三 点 共 线 , 且 4142// CR ,从 而 
EF // QR. 同 理 , FD // RP ,DE // PQ. 即 人 DEF 与 全 PQR 的 对 应 边 平行 ,所 
以 ,人 DEF 与 人 POR 是 位 似 的 ,因而 其 对 应 顶点 的 连 线 DP、EQ、FR 交 于 一 所 


0. 设 5 00 -人 - k. 由 EF / QR, 有 SangF = Somr ,所 以 Sazor = 


OF ~ OF 
SAo00 0 

SAoor. 而 < = O00 - 上 ,因此 ,Somr = 大 .SA^omr: 同 理 , Sorep = 天. SAorm， 
S AOEF OF 


SopcE =k-: Saopg. 因此 ,SAipc = 天- SApgyp. 即 S» = 大。 $3. 显然 ,Si 二 k2， S3. 
故 $2 = S153. 


19. 设 人 4BC 与 会 4'B'C' 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平行 ,一 直线 分 别 与 直线 
BC、CA、4B 交 于 D、E、F, 分 别 过 D、E、F 作 44' 的 平行 线 交 直线 B'C' 、C'A'、 
4A'B' 于 D'、E'、F' .求证 :D'、E、F' 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 6.25 所 示 , 因 BB' // DD' // 
CC’, CC’ / EE’ // AA’,AA’' / FF’' // 有 ,所 
BD BD CE’ _ CE A'F AF 

D’'C’ 
RED .CE.AF B.CE.A 

D'C' FA’ FB “DC EA FB 

考虑 个 ABC 与 截 线 DEF, 由 Menelaus 定 
理 ,832 .给 .4 = 一 1, 因此 


DC EA’ FB' 
而 D'、E'、F 分 别 是 会 4'B'C' 的 三 边 B'C'、C'hA'’ 、4'B' 所 在 直线 上 的 点 ,于 是 ， 
再 一 次 由 Menelaus 定理 即 知 D'、E'、F' 三 点 共 线 . 


= 一 


20. 设 人 4BC 的 内 切 圆 切 BC 于 D, 内 切 圆 的 一 个 同心 圆 与 全 4BC 的 边 BC 
交 于 用 WN 两 点 (点 用 离 项 点 B 较 近 ) ,与 C4、4B 的 离 顶 点 4 较 近 的 交点 分 别 为 
KL. 证 明 :AD、MK、ANL 三 线 共 点 . 

证 明 如 图 6.26 世 示 , 由 同心 圆 的 条 件 易 知 CM = CK, BN = BL. 设 AD 


与 KM 交 于 P, 考 虚 全 ADC 与 截 线 MKP ,由 Menelaus 定理 , “KAPpp=1: 


但 CK = MC, 所 以 ,Pp 4 = 1. 又 DM = ND,BL = BN,AK = AL, 因 此 ， 
人 . 2 . 入 = 1. 而 NPL 分 别 为 全 4BD 的 三 边 BD、DA、4B 所 在 直线 上 的 


三 点 (并 且 一 个 外 分 点 ,两 个 内 分 点 ), 由 Menelaus 定理 即 知 , NN、P、L 三 点 共 线 . 
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换 句 话说 ,4D 、MK、NL 三 线 共 点 . 
注 ” 当 全 4BC 有 顶点 (或 一 个 或 两 个 或 
三 个 ) 在 外 面 的 同心 圆 内 时 ,结论 也 成 立 . 


21. 设 和 全 48C 的 A- 旁 切 圆 分 别 与 一 4 的 两 
边 切 于 41、4;,B- 旁 切 圆 分 别 与 人 B 的 两 边 切 1 
于 BI1、B;,C- 旁 切 圆 分 别 与 人 人 C 的 两 边 切 于 Ci、 


”C2, 直 线 414; 与 BC 交 于 D ,直线 B1Bs 与 CA 交 图 6.26 


几何 变换 
与 几何 证 题 


于 天 ,直线 C1C; 与 4B 交 于 下 .求证 :了 下 下 三 点 共 线 . 
证 明 如 图 6.27 所 示 , 考虑 人 4BC 与 截 线 D414,、EB1B,、FC1C,, 由 
Menelaus 定理 
BD C4, Adi CE AB, BB AF . Bl» .CC 


DC 44 AB™ UEA BB BC CC CA 
三 式 相 乘 ,并 注意 44! = A442, BB! = BB;, CC1 = CC,, Ch4; = ACi,4B, = 41B， 


BC, - BC, 得 DA * . 2 - 1. 而 DD.E.F 均 为 人 4BC 的 三 边 的 外 分 点 ,由 


Menelaus 定理 即 知 ,D、E、F 三 点 共 线 . 


1 


图 6.27 


22. 设 了 .1WNH、N 分 别 是 全 4BC 的 三 个 内 角 
了 BA4C、 人 CCBA、 了 4CB 内 的 点 , 且 人 BAL = 
LACL,/L1BA = /LAC,/ CBM = /BAM, 
MCB = LMBA,L/ CAN = 人 CBN, NAC = 
一 NCB .求证 : 4L、BM CN 交 于 全 LMN 的 外 接 
加 上 一 点 . (第 50 届 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ， 
2001 ) 

证 明 如 图 6.28 所 示 , 设 4L 与 BC 交 于 
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D, BM 与 CA 交 于 E,CN 与 4B 交 于 F. 因 BLD = 人 BAL+ LBA = LACL+ 


\ BD _ Lb 
LIAC = 人 PHC, 即 万平 分 一 BLC ,所 以 ,DC = 7 


另 一 方面 , 设 BC = ac,C4 = 5,4B = c. 因 人 4ABL 人 ChL, 所 以 ,地 - 


[4 48 LB AB ce, BD ce mg CE _a AF b 
LC -AC ,因此 ,Fr 二 AC? 一 ji, 这 样 便 有 jC 一 pz 同 理 ,天 4 一 c2° FB 一 a2 
从 而 


BD CE AF co a bb 


-一 好 -一 -一 考 一 一 


DC EA FB pi m= 
于 是 ,由 Ceva 定理 即 知 ,4D、BE、CF 三 线 交 于 一 点 , 即 4L、BM、CL 三 线 交 于 一 
点 . 
设 AL、BM、CL 交 于 点 已 ,人 4BC 的 外 心 为 0. 因 人 BAL = 人 4C1L ,ELB4 = 
了 LAC, 所 以 
LBLIC = /LBA + ALBAL+ /LAC+ /ACL = 2 BAC = /BOC 
这 说 明 B、0、L、C 四 点 共 圆 , 即 点 0 在 公 BLC 的 外 接 贺 上 .而 4D 平 分 和 BLC， 


所 以 ,直线 4D 与 BC 的 垂直 平分 线 的 交点 为 人 BLC 的 外 接 圆 BC( 不 含 点 工 ) 的 
中 点 .又 0 在 BC 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 , OL 1 ID, 即 0L | PD, 于 是 ,点 工 在 
以 OP 为 直径 的 图 上 . 同 理 , 点 MAN 都 在 以 OP 为 直径 的 圆 上 . 故 点 P 在 人 ZLMN 
的 外 接 圆 上 . 


23. 点 DD 和 Di、E 和 E,、F 和 Fi 分别 为 锐角 全 4BC 的 边 BC、C4 、4B 上 的 不 
同 两 点 , 且 EF // BC,DiE, /DE,DiFi // DF ,再 作 全 PBC 小 和信 DEF. 求 证: 
EF EiFi、PDi 三 线 共 点 .( 中 国 国 家 队 选 拔 考试 ,2004) 

证 明 ”如 图 6.29 所 示 , 设 EF 分 别 与 PD1、 
DiEi、DiF! 于 Dy\ EF. 

首先 , 因 EE, / DIC, FF, / BD'i, 所 以 


DIE DC FaoF! FF 
EE EE’ FD BD 
其 次 , 因 人 PBC 中 人 DEF,H EF // BC， 
所 以 ,PB ] DE,PC // DF. 但 DE, / DE, 
DFI AN DF,MW PB / DB ,PC DR 又 图 6.29 


EF, / BC ,所 以 


Ep, BD 


DOF DiC 
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将 所 得 三 式 相 乘 ,并 注意 fF = 

DiE! ED FP me BD! FF 

EE, DF, FiD:! EE, DC BD, 

而 E1、D2、 下 i 分别 为 人 D1E2F 的 三 边 所 在 直线 上 的 点 ,由 Menelaus 定理 ,已 | 、 
Ds、 三 点 共 线 . 换 句 话说 , EF 、El Fj、PD| 三 线 共 点 . 


=—1 


24. 设 PP 是 全 4BC 内 部 一 点 ,D 是 A4P 上 不 同 于 P 的 一 点 ,了 \、T 了 分别 是 过 
B、P\D 三 点 的 圆 和 过 C、P、D 三 点 的 圆 , 圆 PP 分 别 与 BC 交 于 EE、 下 ,直线 
PF 与 48 交 于 X, 直 线 PE 与 4C 交 于 了 .求证 : XY // BC. (瑞士 国家 队 选 拔 考试 ， 
2006) 

证 明 ”如 图 6.30 所 示 , 设 直线 4P 与 BC 交 
于 0, 考虑 公 4BQ 与 截 线 FPX 以 及 人 406C 与 截 
线 EYP ,由 Menelaus 定理 


BF .QOP.AX_| QE.CY.AP _, 
FO PA 三 -= °°EC YA PoO= 
两 式 相 乘 ,得 
BF OF CY 


"Tr = 1 (*) 
FO “EC 名 YA 


为 一 方面 ,由 圆 罕 定理 , 0F . 0B = OP . 
QD = OF QC, 所 以 
QE . QB + QOE: OF = OF: OC + QE . OF 


即 QF. BF = OF . CE, 所 以 ， 50 《Ce = 1, 因 而 由 式 (* ), 得 你 全 = 1. 于 


是 ,4 一 经 . 故 XY // BC. 


25. 设 4D、BE 是 介 A4BC 的 两 条 高 ,P 是 全 ABC 的 外 接 圆 上 任意 一 点 ,直线 
PB 与 4D 交 于 Q、 直 线 P4 与 BE 交 于 RR. 证 明 : DE 平分 线段 OR. (第 31 届 俄 罗 
斯 数学 奥林匹克 ,2005 ) 

证 明 如 图 6.31 所 示 , 设 4D 与 BE 交 于 , 则 为 人 4BC 的 重心 .显然 ， 
HD、C、E 四 点 共 圆 ,所 以 人 BHQ = 人 4ACB = 4PB, 于 是 ,R、.H、O、P 四 点 


也 共 圆 ,从 而 
LHOB = LHRP -= 180 - /ARH 
Bo _ 
由 正弦 定理 ,pp = 4 .又 
RE 4R sin RAE 
EH AH sin ¢ EAH 
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HD _ BH sin ¢ HBD 4 
DO BQ sin < DBQO 


LHBD = /EAH, DBO = -+ RAE 


RE.HD _ 
所 以 yr, =—1 | 
男 一 方面 , 设 DE 与 RO 交 于 用 , 则 由 
Menelaus 定理 P 
RE HD OM 
FF “B06 " HR = 一 1 图 6.31 


于 是 , QM = HR. 故 1 为 RO 的 中 点 , 即 DE 平分 线段 OR. 


26. 设 公 4BC 的 A- 旁 切 圆 分 别 与 直线 4C、 
4B 切 于 E、F,B- 旁 切 圆 和 C- 旁 切 圆 与 直线 BC 
分 别 切 于 D1、D;,, 直线 DIE 与 D,F 交 于 P. 求 
证 :4P | BC. 

证 明 ”如 图 6.32 所 示 , 设 人 4BC 的 B- 旁 
心 与 C- 劳 心 分 别 为 万 元, 人 48C 的 B- 旁 切 圆 
与 直线 4B 相 切 于 局 ,人 4BC 的 C- 旁 切 圆 与 直 
线 4C 相 切 于 Eli, 则 J,、4、L 三 点 在 一 直线 上 ， 


AF! 4 
EA = CE,FA = BF, 且 和 = 人 


7 人 
CE 4P DD! 45 222 4 
EA “PD = 二 所 以 ,万 C7 EA 名 = = 工 同 理 , 记 8， 两 :区 = 1. 两 式 相 除 ， 
AE! po: AF! AL 
4P = LP Dp, = AE, = 三: 
LDi /A 7D，, 因 此 ,4D // DD. 但 pp, AM BC, 故 4D 上 gC AP | BC. 


并 注意 D,B = DiC,F4 = 4, 得 Dp 


27. 设 公 4BC 的 A- 旁 切 圆 分 别 切 直线 Ch 、4B 于 B,、C, .类似 地 定义 点 C,、 
A ,A.、B.. 合 ABC 的 垂 心 有 H 在 直线 B,C。、Cshs、4.B. 上 的 射影 分 别 为 P.O、R. 分 
别 过 P、0、R 作 BC、CA、4B 的 垂 线 .求证 :所 作 三 垂 线 交 于 一 点 , 且 这 个 点 为 
公 POR 的 外 心 . (保加利亚 国家 队 选 拔 考试 ,2002) 

证 明 如 图 6.33 所 示 , 设 直线 B,C,、C,h,、4.B,. 再 设 直线 Ch, 与 4.8. 交 
于 41, 直线 4.8. 与 B.C。 交 于 ,直线 BC, 与 Ch, 交 于 人 Ci. 

首先 ,由 例 6.3.8, 点 41、Bi、Ci 分 别 位 于 全 4BC 的 高 线 AH、BH .CH 上 . 
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其 次 , 因 48。= AC,, 所 以 ,CBA = 
ACBo,. KX LCBA = LCBIH + /HBA, 
LACB, = 一 PCIB + LHCA. 而 人 HBA - 
人 HCA, 所 以 人 C1BIH = 了 HCIBI, 于 是 
6B = HC1. 同 理 , HC = Hh,- 故 全 4BC 的 重 
心 瑟 是 人 ABiCi 的 外 心 . 

最 后 , 因 鼠 是 和合 4B CI 的 外 心 ,而 HP | 
BC, 所 以 ,P 是 BiCi 的 中 点 .同样 ,0 、R 分 别 为 图 6.33 
C141、418B1 的 中 点 , 即 全 POR 是 会 A1B1C1 的 中 点 三 角形 . 于 是 , 设 C 是 
今 41B1C1 的 重心 ,0 是 和合 POR 的 外 心 , 则 在 位 似 变 换 H(G, - 2) 下 , 公 POR 一 
SAIBICI,H—> 0,H OP/ 网 ,00 HBI,OR/ HC1. 而 HA! |_ BC, HB | 
C4, HC 上 4B, 所 以 OP | BC,00 | C4,OR | 4B. 换 句 话说 ,所 作 三 垂 线 交 
于 全 PQR 的 外 心 . 


28. 设 PP 是 公 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,直线 4P _BP_CP 分 别 与 对 边 BC 、C4 、 
4B 交 于 D\E、F, 且 和 售 = x = y, 禾 = 2z. 求 证 :xyz = x + y+z+2( 点 P 
在 全 4BC 内 ).( 第 20 届 意大利 数学 奥林匹克 ,2004) 

证 明 如 图 6.34,6.35 所 示 , 设 BD = 4 .DC,CE = .BA,AF - v FB, 
则 由 Ceva 定理 ,XAyw = 1. 


AP DB CE 
_ 人 -一 3 < so * 一 一- 二 一 9 
再 考虑 人 4DC 与 截 线 BEP ,由 Menelaus 定理 声 元 高 1, 而 


， 人 +A 
所 以 ,x T A = 1, 于 是 ,x = Xn = (1 + A)v. 


本 到 4 


BC BC 1l1+A’ 
同 理 ,y = (1 + py)4,z = (1 + v)y. 故 
yz (x+y+z=(I+A)L+AL+D) (+ Av 
(1+AHA)A-(I+yv)u = 2 
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29. 设 B 是 圆 夏 上 的 一 点 ,过 B 作 圆 站 的 切线 ,4 为 该 切线 上 异 于 8B 的 一 
点 ,点 C 不 在 圆 书 上 , 圆 刀 与 4C 相 切 于 点 C, 与 圆 站 相 切 于 点 D, 且 点 DD 与 
点 B 分 布 在 直线 4C 的 两 侧 . 证明; 公 BCD 的 外 心 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 . (第 43 
届 IMO 预选 ,2002) 

证 明 ”如 图 6.36,6.37 所 示 . 以 DD 为 位 似 中 心 作 位 似 变 换 , 使 本 ,一 本, 设 
C 一 C' ,并 设 圆 在 点 C' 处 的 切线 交 直 线 4B 于 T, 因 4C 与 圆 T 夏 , 相 切 于 C， 
所 以 ,TC' V 4C,， 于 是 , 在 内 切 的 情形 , 有 BAC = 180 - 人 C'TB = 
2 了 TBC' =2 了 BDC = 了 人 BOC. 所 以 ,点 0 在 全 4ABC 的 外 接 圆 上 ;在 外 切 的 情 
形 , 有 人 BAC = 人 BTC'’ = 180 _ 27 C'BT = 180 - 27 BDC’ = 180 - /C08B. 
这 说 明 点 0 仍 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 ， 


30. 大 圆 与 小 圆 内 切 于 N, 大 圆 的 弦 4B 、BC 分 别 与 小 圆 相 切 于 KM. BC、 


BA( 均 不 含 点 N) 的 中 点 分 别 是 P.0. 入 BOK 与 人 BPM 的 外 接 圆 的 第 二 个 交 
所 为 B' .求证 :四 边 形 BPB'Q 为 平行 四 边 形 . (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ) 

证 明 ”如 图 6.38 所 示 , 设 大 小 两 圆 分别 为 
站 Ty ,以 NN 为 位 似 中 心 作 位 似 变 换 , 使 I 一 
夏 , 则 由 例 6.4.1 知 Kk 一 0,M 一 P. 由 于 B、0O.、 
kK、B' 四 点 共 圆 ,B、0O、N、P 四 点 共 问 ,B.、B'、 
MP 四 点 共 圆 , 所 以 ,人 BB'K = 人 BPN -= 
180? -了 MB'B, 因 此 K、B'、M 三 点 共 线 ,从 而 

AL0B'B = LOKB = LAKN = LB'BP 
所 以 QB' // BP. 同 理 可 得 PB' // BQ. 故 四 边 形 
BPB'Q 为 平行 西边 形 . 


31. 设 圆 媚 与 圆 外 离 ,P 为 两 图 内 公 切 线 的 交点 ,过 点 已 任 作 一 条 制 线 
分 别 与 圆 六 、 加 TT; 交 于 4、8(4、B 部 是 离 和 点 P 较 远 的 点 ) ,两 圆 的 一 条 外 公 切 
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线 分 别 切 圆 荆 加 了 2 于 C、D. 求 证 : AC | BD. 

证 明 ”如 图 6.39 所 示 , 设 圆 T 
与 三 的 圆心 分 别 为 01、02. 以 点 PP 为 
位 似 中 心 作 位 似 变换 , 使 圆 媚 一 圆 
也 , 则 4 一 已 ,0 一 0. 设 C 一 (6 ， 
QC’ / OIC. 又 0D AAA OICG, 所 
以 ,C'、0s、D 在 一 条 直线 上 , 即 CD 
为 所 0; 的 直径 .因此 BC' | DB. 但 
BC' // 4C, 故 4C | BD. 图 6.39 


32. 设 圆 了 1 与 圆 刀 外 离 ,一 条 外 会 切线 分 别 切 两 圆 于 A、B 两 点 , 且 与 两 圆 
的 连 心 线 交 于 P, 两 圆 的 内 公 切 线 与 连 心 线 交 于 0 ,过 尸 作 外 公 切 线 48 的 垂 线 
分 别 与 直线 04 .0B 交 于 C、D. 求 证 :P 为 线段 CD 的 中 点 . 

证 明 ”如 图 6.40 所 示 , 设 加 本 与 卫 的 圆心 分 别 为 01、0;. 因 A401 | 4B， 
BOs | 4B,CD | 4B, 所 以 ,4C / 401 V BO,. 于 是 


0 £0 OP 
H(Q,) H(P, BG) 人 5) 
即 有 
OP 20: 00 
HOD MP FO HO 证) 
但 0 __ Lo 
O1 PO! 
- 图 6. 40 
所 以 LO 。 £02 .LP _1] 
QP PO 0Q0,;, 
H(0, <) HP, 和 2 HC0, 姓 ) 
oP PO CO2 
又 忆 一 一 > 0 一 02 一 也 
这 说 明 
人 | | | | oa] 
Al 二 -一 | HI 也, 一 | HIO0,——|-= H(P,-!]1 
“00 机 人 CO) 人 
H(P, -1) 
因此 ,C 一 一 一 一 > D.- 故 P 为 线段 CD 的 中 点 . 


33. 一 圆 与 全 4BC 的 外 接 圆 外 切 , 且 与 人 48C 的 边 4B .4C 的 延长 线 分 别 切 
于 P、Q. 求 证 :全 ABC 的 A- 旁 心 在 线段 PO 上 . (第 48 届 保 加 利 亚 ( 春 季 ) 数学 
竞赛 ,1999) 
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证 明 ”如 图 6.41 所 示 , 设 圆 w 与 
全 ABC 的 外 接 圆 卫 外 切 于 7 了, 且 与 人 46C 
的 边 4B 、4C 的 延长 线 分 别 切 于 P、0. 直 
线 TP、T0 分 别 与 圆 卫 交 于 另 一 点 Mh 、N， 


则 由 例 6.4.1 知 , MN 分 别 是 4CB 与 48C 
的 中 点 ,所 以 , BN 、CM 分别 为 CB4h 与 
辽 4CB 的 外 角 平 分 线 , 于 是 , 设 直 线 BN 
与 CM 交 于 , 则 工 为 全 4BC 的 A- 旁 心 . 

再 考虑 圆 卫 的 内 接 六 边 形 4BN7WC ,由 Pascal 定 理 ( 例 6.2.3),4B 与 TM 的 
交点 P、BN 与 MC 的 交点 五 .NT 与 C4 的 交点 0 ,三 点 共 线 . 因 卫 在 一 B4C 的 平 
分 线 上 ,P、Q 分 别 在 直线 4B 、 4C 上, 且 4P = 40, 所 以 ,全 4BC 的 A- 旁 心 志 是 
线段 Po 的 中 点 . 


图 6.41 


34. 设 圆 六 与 圆 疡 外 切 于 多, 且 缘 与 圆 一 内 切 , 圆 卫 ,与 贺 刀 的 一 条 外 公 
切线 交 圆 了 于 B、C, 圆 也 与 疡 的 过 切 点 多 的 公 切 线 交 圆 卫 于 4, 且 4 和 歼 位 
于 直线 BC 的 同 侧 .证 明 : 焉 是 全 4BC 的 内 心 . (第 33 届 IMO 预选 ,1992) 

证 明 ”如 图 6.42 所 示 , 设 圆 记 、 刀 与 圆 下 
的 切 点 分 别 为 S$、7T, BC 与 圆 卫 的 切 点 为 已, 直 
线 4 和 与 贺 卫 的 另 一 交点 为 万 .由 例 6.4.4 知 ， 
S、E、D 共 线 .而 S 是 贺 T 与 圆 卫 的 切 点 , 巨 是 
三 的 弦 BC 与 贺 古 的 切 点 ,由 例 6.4.1 可知， 


点 DD 为 BC( 不 含 点 4) 的 中 点 , 这 说 明 4D 是 
了 BAC 的 平分 线 . 

男 一 方面 , 因 DBC = 一 BSD, 所 以 ， 
从 BED 全 SBD ,因此 , BD? = DE DS. 但 由 贺 虞 定理 , DE . DS = 了 吧 ,这 样 
便 有 BD = DW, 从 而 人 DBW = 人 BWD ,于 是 

LABW = LBWD - /BAD = DB 了 - LDAC = 
LDBW - LDBC = A WBC 

这 说 明 BW 是 4BC 的 平分 线 . 故 天 是 全 4BC 的 内 心 . 


图 6.42 


35. 设 P.0 是 等 腰 人 4BC( 人 4 > 60?) 的 底 边 BC 上 的 两 点 , 且 P40 = 
了 (C 了 下 .与 人 4Po 的 外 接 圆 外 切 的 一 个 圆 与 射线 4B 、4C 分 别 相 切 于 尺 、S. 求 
证 :RS = 2B8C.( 保 加 利 亚 国家 队 选 拔 考 试 ,1998) 

证 朋 如 图 6.43 所 示 , 因 A4R = 4AS,A4B = 4C, 所 以 ,RS // BC. 设 了 是 两 
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圆 的 切 点 . 因 
180° - LRTS = SRT + 一 TSR = 
SRT+ /TRA = SR4 = LCBA = 
/PAQ = 180 - /0TP 
所 以 RTS = OTP. 又 因 了 是 两 圆 的 内 位 似 
中 心 , 而 在 位 似 变换 下 的 两 对 应 线段 互相 平行 ， 
于 是 由 0P // RS ,RTS = 人 QTP 即 知 ,QP 与 
RS 是 以 了 为 位 似 中心 , 且 使 一 圆 变 为 另 一 图 的 图 6.43 
两 对 应 线段 , 所 以 ,0、T、R 三 点 共 线 ,P.T、S 三 点 共 线 . 从 而 人 PTR = 
了 PAQ0 = 了 PBAh, 因 此, B、R、T、P 四 点 共 圆 . 同 理 ,C、0Q、T、S 四 点 共 圆 ,所 以 
SPC = 人 0ORB ,一 CSP = 人 BOR. 于 是 ,人 BRO 全 CPS, 因 而 
BO.CP= BR. CS = BR 
另 一 方面 ,由 P40 = CBA = 人 ACB 可 知 ,全 4BQO 只 会 PC4 ,所 以 
BO.CP = AB.: AC = AB’ 
因此 ,BR = 48B, 即 B 为 4R 的 中 点 .于 是 再 由 BC // RS 即 得 RS = 2BC. 
注 条件“ 一 4 > 60” 是 为 了 保证 PC、O 两 点 在 BC 边 上 一 定 存在 . 


36. 在 人 4BC 中 ,4B = A4C,AD 为 高 ,已 是 4D 上 一 点 ,直线 BP 与 4C 交 于 
E ,直线 CP 与 4B 交 于 下 .求证 :如 果 全 PBC 的 内 切 圆 与 四 边 形 PEAF 的 内 切 贺 
相等 , 则 全 PBD 的 内 切 圆 与 人 PC4 的 内 切 圆 也 相等 . (捷克 和 斯 洛 伐 克 数学 奥 
林 匹 克 ,2000) 

证 明 ”如 图 6.44 所 示 , 设 全 PBC 的 内 切 
圆 与 四 边 形 PE4F 的 内 切 圆 分 别 为 wwz, 贺 
wi.w2 的 与 点 B 位 于 4D 同 侧 的 外 公 切 线 与 直 
线 C4 .CEF、CB 分 别 交 于 4 、P .六 , 则 圆 wl os? 
分 别 为 人 4PC 与 人 PDC 的 内 切 圆 . 因 圆 ww 与 
圆 ws 相等 ,所 以 4'D' / 4D. 设 CD' = 大. CD， 
作 位 似 变 换 H(CC,E), 则 D 一 D',P 一 P',A4 一 ? ? ?7 
h', 全 PCh 的 内 切 圆 一 圆 wj, 全 PDC 的 内 切 图 6.44 
圆 一 圆 w,, 而 圆 wi 与 w 相 等 ,所 以 和 人 PC4 的 内 切 圆 与 全 PDC 的 内 切 圆 相等 . 
由 对 称 性 ,会 PBD 的 内 切 圆 与 全 PDC 的 内 切 圆 相等 . 故 全 PBD 的 内 切 圆 与 
全 PCh 的 内 切 圆 相等 . 


37. 设 0 与 @0; 外 切 于 7T, 一 直线 与 0; 相 切 于 E, 晶 与信 O01 交 于 Ah、 
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8 两 点 ,直线 ET 与 O01 的 另 一 交点 为 5, 在 不 含 4、B 的 TS 上 任 取 一 点 C, 过 C 
作 0, 的 切线 CF ,FF 为 切 点 ,直线 SC 与 EF 交 于 KK. 求 证 : 

(1)T、.C、K、F 四 点 共 圆 ; 

(2)K 为 全 4BC 的 A- 旁 心 . 
(第 54 届 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ,2005) 

证 明 ”如 图 6.45 所 示 , 设 所 0 与 @O02 的 
圆心 分 别 为 0 02. 以 了 为 中 心 作 位 似 变 换 ,使 
02 一 01;, 则 EE 一 5, 所 以 01S / 02E, 而 
02E | 4B, 因 此 01S | 4B, 所 以 S 为 Ol 上 


AB( 含 点 C) 的 中 点 ,于 是 ,直线 CS 为 一 BC4 
的 外 角 平 分 线 . 又 AKCT = SCT = 
LSOT =AEOT = 人 人 ET, 所 以 ,了 TCR、 
四 点 共 圆 .这 就 证 明了 (1). 

绸 证 (2). 由 (1),7T、C、 天 .下 四 点 共 圆 ,于 是 ,一 7TKS = 人 TFC = 人 TEK = 
LSEK, 因此 , SK* = ST: SE.X/ASBT= /SCT= /EFT- /BET= /BES, 
所 以 SB- = SK* = ST，。SE. 从 而 SK = $B. 所 以 ,了 BSC = 2 一 SBK. 于 是 ,由 
荆 S4B = 人 A4BS, 有 

ACBK = LACBS + /SBK = /CAS+ /SBK = 
LCAB - /SAB + /SBK = 
180? ~ LBSC - /ABS + 人 SBK = 
180 - 人 SBK - 一 4BS = /KBE 
因此 , BK 是 人 4BC 的 外 角 平 分 线 , 故 大 是 人 4BC 的 A- 旁 心 . 


38. 设 全 4BC 的 内 切 圆 切 BC 于 D. 求 证 :过 全 4BC 的 内 心 的 直线 1/ 平分 线 
段 4D 的 充分 必要 条 件 是 直线 1/ 平分 线段 BC. (充分 性 :第 2 届 原 全 苏 数 学 奥 林 
匹克 ,1968; 必 要 性 :第 13 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1977) 

证 明 ”如 图 6.46 所 示 , 设 全 4BC 的 内 心 
为 了 7. 作 会 4BC 的 内 切 圆 的 直径 DK, 过 点 KK 作 
公 4BC 的 内 切 阅 的 切线 分 别 与 4B、4C 交 于 E、 
所 , 则 EF // BC, 且 人 4BC 的 内 切 圆 为 全 AEF 
的 A- 旁 切 圆 .于 是 ,以 4 为 位 似 中 心 作 位 似 变 
换 ,使 EE 一 B, 则 一 C, 作 4BC 的 内 切 贺 -> 
人 ABC 的 A- 旁 切 圆 . 设 K->K, 则 K 为 
全 4BC 的 A- 旁 切 圆 与 BC 的 切 点 ,所 以 
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BK’ = 了 (BC + CA - 4B) = DC 


因而 BC 的 中 点 即 K'D 的 中 点 . 
又 1 为 DK 的 中 点 ,于 是 ,直线 ! 平 分 4Do! ] AKol 平 分 KDesl 平 分 BC. 


39. 设 4B、CD 是 圆 的 两 条 互相 垂直 的 直 
径 , 由 图 外 一 点 己 作 圆 的 两 条 切线 与 直线 4B 分 
别 交 于 E、F, 直线 PC 、PD 分 别 与 EF 交 于 KK、 
L. 求 证 : EK = LF. 

证 明 ”如 图 6.47 所 示 , 设 PD = .PL, 作 
位 似 变 换 H(P,E), 则 LL 一 D, 设 E 一 FF,K 一 
K',F>F, 则 E'、K'、D'、F' 四 点 在 一 直线 上 ， 
有 EF/ EF. 由 EF | CD 和 0,E'F | CD, 而 图 6.47 
CD 为 直径 ,所 以 ,E'F"' 为 已 知 圆 的 切线 . 换 句 话说 ,已 知 圆 为 人 PE’'F' 的 内 切 
圆 .由 上 题 的 讨论 可 知 ,E'K' = D'F', 故 EK = LF. 


40. 设 械 是 平面 上 的 一 个 圆周 ,直线 ! 是 本 的 一 条 切线 ,MM 为 1! 上 的 一 个 定 
点 . 试 求 出 具有 如 下 性 质 的 所 有 点 PP 的 集合 :在 直线 1! 上 存在 两 点 0 、R, 使 得 MM 
是 线段 OR 的 中 点 , 且 卫 是 人 PoOR 的 内 切 圆 . (第 33 届 IMO ,1992) 

解 ”如 图 6.48 所 示 , 设 P 是 符合 条 件 的 
点 ,直线 /与 圆 荆 的 切 点 为 5. 以 PP 为 位 似 中 心 
作 一 个 位 似 变换 ,使 圆 卫 变 为 人 POR 的 P- 旁 
切 圆 T 启 . 设 圆 启 与 直线 ! 的 切 点 为 了 ,过 $ 作 圆 
厂 的 直径 SU, 则 UU 在 射线 TP 上 (实际 上 ,点 U 
的 像 点 为 7) .又 不 难 知 道 


QT = (QR+ RP- PO) = SR 


而 MM 为 QR 的 中 点 ,所 以 MM 为 TS 的 中 点 .这 说 
明 TU 都 是 定点 ,而 点 P 则 在 射线 TU 上 线段 TU 以 外 . 

反之 , 设 点 已 是 射线 TU 上 线段 TU 以 外 的 任 一 点 ,过 P 作 圆 TT 的 两 条 切 
线 分 别 交 直线 ! 于 0 、R, 则 圆 厂 是 公 POR 的 内 切 圆 , 而 SU 是 圆 厂 的 直径 .于 是 ， 
点 了 为 人 POR 的 劳 切 圆 与 OR 的 切 点 ,所 以 07 = SR. 叉 M 是 7S 的 中 点 ,因而 
M 是 OR 的 中 点 . 故 点 P 符合 条 件 . 

综 上 所 述 , 设 点 5 关于 M 的 对 称 点 为 了 ,过 $ 作 圆 的 直径 SU ,在 射线 TU 
上 任 取 一 点 VV, 使 U 在 TV 之 间 , 则 符合 条 件 的 点 已 的 集合 为 射线 UV( 不 含 端 
点 U). 
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41. 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC 切 于 D,M 是 BC 的 中 点 .于 是 人 4BC 的 A- 
劳 心 . 求 证 :4D // MIl,. 


证 明 ”如 图 6.49 所 示 , 以 4 为 中 心 作 位 似 A 
变换 ,使 人 4BC 的 内 切 圆 变 为 全 4BC 的 A- 劳 
切 圆 . 设 B 一 B,C 一 C,D 一 D', 则 公 A4BC 的 BL c 
A- 旁 切 圆 是 全 4B'C' 的 内 切 圆 , 且 与 B'C' 切 于 六 A 
D'. 设 公 4BC 的 A- 劳 切 圆 与 BC 切 于 EF, 则 /A ol A 
BE = DC ,所 以 BC 的 中 点 MM 亦 为 ED 的 中 加 . /i 
D' CY 


又 BC // BC' ,所 以 ,ED' 为 人 4BC 的 A- 旁 切 5 
贺 的 直径 , 旁 心 为 ED' 的 中 点 ,于 是 , MI. NA 
DD’ ,BP AD // MI,. 


42. 证 明 ; 全 ABC 的 内 心太 重心 C 和 Nagel 
点 NV 三 点 共 线 ,日 GN。= 2G1. 

证 明 如 图 6.50 所 示 , 设 直线 AN。,、BN,、 
CN, 分 别 与 全 4BC 的 边 BC、CA 、4B 交 于 DD、E、 
忆 , 则 D、E、F 分 别 为 全 4BC 的 三 个 旁 切 圆 与 
边 BC、Ch 、4B 的 切 点 . 图 6.50 

再 设 L、.M、N 分 别 为 人 4BC 的 边 BC 、C4 、4B 的 中 点 ,6 为 全 4BC 的 重心 ， 


作 位 似 变 换 H(G，- 广 ), 则 人 入 ABC 一 全 LMN. 设 D->D', 则 DP' 在 MN 上, 且 


D' 为 人 LMN 的 L- 旁 切 圆 与 MN 的 切 点 .而 全 ANM 之 全 LMN ,由 38 题 的 讨论 
可 知 ,D 为 全 ANM 的 内 切 圆 与 MN 的 切 点 .于 是 , 设 直线 47 与 BC 交 于 J, 则 J 
为 人 ABC 的 内 切 圆 与 BC 的 切 点 .显然 ,D' 为 4J 的 中 点 ,由 38 题 ,LD' 过 公 ABC 
的 内 心 二 同 理 , 设 天 一 已 ,下 一 已 , 则 对 BNP 篆 过 内 心 1 ,也 就 是 说 ,LD'、 


ME NF 三 线 交 于 了 ,所 以 ,WN,. 
2G1. 


1. 故 TG、N。 三 点 共 线 ,日 CNV。 = 


43. 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC 、C4 、48B 分 别 切 于 D、E、F ,其 外 接 圆 不 含 三 


角形 的 顶点 的 BC 、C4 .48 的 中 点 分 别 为 L、.M、N. 证 明 : DL、EM 、FN 三 线 共 点 . 
(第 98 届 匈 牙 利 数学 奥林匹克 ,1998) 

证 明 ”如 图 6.51 所 示 , 设 全 ABC 的 内 心 和 外 心 分 别 为 .0, 全 4BC 的 内 切 
圆 的 半径 与 外 接 圆 荆 的 半径 分 别 为 Rr,r = 大 . 尺 , 圆 ww 与 圆 卫 的 外 位 似 中 


667 


几何 变换 
与 几何 证 题 


心 为 己 , 作 位 似 变换 瓦 (PP,), 则 OO 一 7, 圆 了 ~ 
圆 w. 因 0L/ 万 ,0OL = R,ID =r, 所 以 ,了 一 
D. 同 理 ,M 一 E,N -> 下 , 故 DL、EM、FN 三 线 
共 点 于 P. 


44. 设 人 48C 的 内 切 圆 与 BC 、CA 、4B 分 别 
切 于 DE、F, 圆 wo sosoc 分别 与 人 4BC 的 内 
切 癌 相 切 于 D.E、F, 且 与 全 4BC 的 外 接 圆 相 
切 于 LM、N. 

(1) 求证 :直线 DL、EM、FN 交 于 一 点 已; 

(2) 求证 :人 DEF 的 垂 心 在 直线 OP 上 ,其 中 ,0 为 人 4BC 的 外 心 . 
(越南 国家 队 选 拔 考试 ,2005 ) 

证 明 ”如 图 6.52 所 示 , 设 1 为 全 4BC 的 内 
心 ,直线 DL、EM、FN 与 人 4BC 的 外 接 圆 的 另 
一 交 所 分 别 为 了 X.Y、Z, 则 由 例 6.4.1 知 ,X、Y、 


Z 分 别 为 人 4BC 的 外 接 圆 上 的 C4B 、ABC 、BC4 
的 中 点 , 于 是 ,0X | BC. 又 ID | BC, 所 以 
OX /DD, 从 而 D 和 X 为 个 4BC 的 外 接 圆 与 内 
切 贺 的 一 对 内 位 似 对 应 点 .同样 ,E 和 YY 为 一 对 
内 位 似 对 应 点 ,正和 2 为 一 对 内 位 似 对 应 点 , 故 
直线 DL、EM、FN 交 于 和 48C 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 内 位 似 中 心 己 .这 就 证 明了 
(1). 

再 证 明 (2). 由 (1) 知 , 点 尸 在 直线 O7 上 .又 由 例 6.2.2 知 ,人 DEF 的 垂 心太 
在 直线 O 上 ,所 以 0、P、1H 四 点 共 线 . 故 全 DEF 的 重心 HH 在 OP 上 . 


图 6.52 


和. 证明: 三 角形 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 内 位 似 中 心 和 外 位 似 中 心 分 别 是 三 
角形 的 Gergonne 点 的 等 角 共 绒 点 和 三 角形 的 Nagel 点 的 等 角 共 轿 点 . (等 角 共 思 C 
点 的 定义 见 例 5.8.7 的 证 明之 后 ) 

证 明 首先 证 明 公 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 内 位 似 中 心 是 人 4BC 的 
Gergonne 上 后 G。 的 等 角 共 罗 点 . 

事实 上 ,如 图 6.53 所 示 , 设 全 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4 、4B 分 别 切 于 万 、 
EF, 则 4D、BE、CF 三 线 所 共 之 点 6G. 即 人 4BC 的 Gergonne 点 .上 骨 设 D、E、F 分 
别 关 于 和 BAC、 和 CBA、 和 人 4CB 的 平分 线 的 对 称 点 为 D'、E'、F, 则 D'、E'、F' 秋 


在 全 4BC 的 内 切 圆 上 ,上 且 8D = EF = DPF. 而 D 为 全 4BC 的 内 切 圆 与 BC 的 
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切 点 , 所 以 ,EF // BC. 同 理 ,F'D' // C4， 
DB /AB, 因 此 ,全 DE'F' 与 人 4BC 是 位 似 
的 ,从 而 直线 4D' 、BB 、CF"' 交 于 一 点 $S. 显然 ， 
5 是 公 ABC 的 Gergonne 点 G, 的 等 角 共 久 点 . 

男 一 方面 ,点 S 显然 是 个 D'E'F' 与 人 ABC 
的 内 位 似 中 心 .因而 5 也 是 人 D'E'F' 的 外 接 图 
与 公 ABC 的 外 接 圆 的 内 位 似 中 心 , 即 S 是 
全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 贺 的 内 位 似 中 心 . 也 就 图 6. 53 
是 说 ,全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 内 位 似 中 心 $ 是 人 4BC 的 Gergonne 点 G6, 的 
等 角 共 恩 点 . 

为 证 明 公 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 外 位 似 中 心 是 全 4BC 的 Nagel 点 的 等 
角 共 斩 点 ,我 们 需 证 明 一 条 引 理 . 

引 理 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC、CA 、4B 分别 切 于 D.E、F,H 是 和信 DEF 
的 垩 心 ,直线 DH、EH 、FH 分 别 与 全 4BC 的 内 切 圆 交 于 另 -一 点 已 .O 、R, 则 4P、 
BQ、CR 三 线 交 于 全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 外 位 似 中 心 了 . 

事实 上 ,如 图 6.54 所 示 , 由 例 6.2.2 的 证 法 
2 知 , 公 POR 与 人 4BC 是 位 似 的 .显然 ,这 个 位 
似 是 外 位 似 , 设 其 外 位 似 中 心 为 7 了, 则 4P、BQ.、 
CR 三 线 交 于 了 .又 了 也 是 APOR 的 外 接 圆 与 
全 ABC 的 外 接 圆 的 外 位 似 中 心 ,而 全 POR 的 外 
接 贺 即 公 4B8C 的 内 切 圆 , 故 4P、BO 、CR 三 线 所 
共 之 点 了 是 人 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 外 位 
似 中 心 ， 图 6. 54 

现在 证 明 全 4BC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 外 位 似 中 心 是 人 4BC 的 Nagel 点 关 
于 公 4BC 是 两 个 等 角 共 罗 点 . 

事实 上 ,如 图 6.55 所 示 , 设 公 ABC 的 内 切 
圆 与 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 万 下、 下 ,人 4BC 的 外 
接 圆 与 内 切 圆 的 外 位 似 中 心 为 了 ,人 4BC 的 
Nagel 点 、 内 心 分 别 为 N,。、1, 4AT、AN, 与 人 46C 
的 内 切 贺 分别 交 于 已 天, 则 由 引 理 , DP | EF. 
又 由 第 38 题 , DK 为 全 4BC 的 内 切 圆 的 直径 ,所 
以 ,PK EF. 但 h] 和 王 直 平分 EF ,因此 ,41 生 直 
平分 PK, 由 此 可 知 ,P、K 关于 4/ 对称 , 从 而 图 6.55 
AP 、AK 是 人 BAC 的 两 条 等 角 线 ,也 就 是 说 ,47、4N, 是 人 BAC 的 两 条 等 角 线 . 
同 理 , BT、BN, 是 人 CB4 的 两 条 等 角 线 , CT、CN, 是 人 4ACB 的 两 条 等 角 线 . 故 
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N 了 是 人 48BC 的 两 个 等 角 共 斩 点 . 


46. 不 等 两 圆 T 与 厂 ,外 离 .它们 的 内 、 外 公 切 线 分 别 与 连 心 线 交 于 P、Q 两 


点 . 设 4 为 圆 上 任意 一 点 .证 明 : 存 在 圆 T, 的 一 条 直径 ,使 其 一 端 在 直线 P4 


上 , 另 一 端 在 直线 04 上 . (第 42 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1993) 
证 明 ”如 图 6.56 所 示 , 设 圆 卫 与 了 的 圆心 分 别 为 01、0;, 半 径 分 别 为 
rrr = .ri 显然 ,P、O 分 别 为 两 圆 的 内 位 似 中 心 与 外 位 似 中 心 .注意 到 


H(P, ~ k-') H(Q,k) 


0» Oi 0 ,所 以 
H(O,k)H(P, - ki) = H(O,, -1) = C(O0;,) 

、 再 (已 ，- 大 H(O, - k) 
再 设 4 > M,A 一 N， 则 MN 皆 在 ©0， 上, 上 且 
H(P, — k-! H(O,k H(OQ, Kk)H(P, - k-! C(O0,) 

My 所 以 MM 一 一 > N. 故 


MN 为 0, 的 一 条 直径 ,日 M 在 直线 P4 上 ,WN 在 直线 04 上 . 


图 6.56 

47. 设 圆 PT Pa 中 每 一 个 都 外 切 于 圆 (对 应 的 切 点 分 别 为 A1、Bi、 

C1) ,并 且 都 与 全 4BC 的 两 边 相 切 .求证 :直线 441、BB1、CCi 交 于 一 点 . (第 20 
届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,1994) 

证 明 ”如 图 6.57 所 示 , 设 全 4BC 的 内 切 

圆 为 ,内 心 为 1, 则 点 4 为 圆 w 与 圆 的 外 位 

似 中 心 ,点 41 为 圆 与 圆 卫 的 内 位 似 中 心 ,所 

以 , 圆 w 与 圆 卫 的 内 位 似 中 心 在 直线 44; 上 , 换 

句 话说 ,直线 44; 过 圆 w 与 圆 卫 的 内 位 似 中 心 . 

同 理 , 直 线 BB; CC 缘 过 圆 w 与 圆 矿 的 内 位 似 

中 心 . 故 直线 441、BB1、CCi 交 于 一 点 . 且 此 点 

在 圆 三 的 圆心 0 与 全 4BC 的 内 心 1 的 连 线 上 . 


48. 在 个 ABC 的 形 外 作 A 人 4DB 与 A4CE, 且 人 Dh48 = CAE,CE / BD,， 
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CD 与 BE 交 于 点 P. 求证 :人 BAP = EC4， 
Pd4C = 人 ABD.( 第 48 届 IMO 预选 ,2007) 
证 明 ”如 图 6.58 所 示 , 设 PB = k. PE, 作 

位 似 变换 H(P,E), 则 EE-> B,C 一 DD. 设 A 一 
A’', 则 DA'B = LCAE = /DAB,FPL,A.D. 
B、4' 四 点 共 圆 ,于 是 

LBAP = LBDA’' = /ECA 

PAC = LPA'D = /ABD 图 6. 58 


49. 在 梯形 4BCD 中 ,AD // BC ,MN 分别 为 边 BC、4D 上 的 点 ,P 为 对 和 角 线 
BD 所 在 直线 上 的 一 点 ,直线 PN、PM 分 别 交 4B、CD 于 E、F. 求 证 : EF // BC 的 


充分 必要 条 件 是 全 = 人 . 


证 明 如 图 6.59 所 示 . 设 PD = .PB， 
作 位 似 变换 BH(P,Ek), 则 B 一 D. 设 EE 一 FE， 


MM', 则 DM' // BM,DE’ / BE, PE _ 


DM' 
PM .于 是 
AE AE ED 4NW DM 
BE ™ DE =ND BM = 
AN , MC . DF 图 6.59 
ND ‘BM “CF 
AE DF AN MC AN BM 


EPS BC BE = CESND BM = I ND = MC- 
注 。 当 W、W 分 别 为 BC ,4D 的 中 点 时 ,本 题 的 充分 性 是 第 19 届 俄罗斯 数 


学 奥林匹克 试题 . 


50. 设 4BCD 是 一 个 正方 形 ,E 是 边 CD 上 一 点 ,过 4 作 BE 的 牌 线 , 算 足 为 
下 ,过 EF 的 中 点 且 平 行 于 4B 的 直线 与 4 不 的 垂 )， 
直 平 分 线 交 于 点 K. 求 证 : BD < 24K. (第 5 届 
海湾 地 区 数学 奥林匹克 ,2003) 

证 了 明 如 图 6.60 所 示 , 延 长 4F 交 BC 于 
L, 作 旋转 变换 R(4,90), 则 B 一 D. 设 L1->L， 
则 在 CD 的 延长 线 上 上 ,日 LD = BL,AL' 上 
AL. 设 4F 与 EF 的 中 点 分 别 为 MN, 由 假设 ， 
KM | AF, 所 ,KM / LA.X KN/ LE, 于 
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是 ,再 作 位 似 变换 H(F,2), 则 M 一 4,N 一 EE, 且 直线 MK 一 直线 47 ,直线 
NK -> 直线 EL' ,从 而 直线 MK 与 NK 的 交点 一 直线 4L' 与 EL' 的 交点 , 即 K 一 
,所 以 ,L'、K、F 在 三 点 共 线 ,日 KK 为 LF 的 中 点 .由 勾 股 定理 
LF = LA2+ AF = Al*+ AF* = 
24AB? + BL - BF* = BD + FK*: > BD’ 
因此 ,BD < LF = 2FK.X FK = AK, 故 BD < 2AK. 


51. 在 全 4BC 中 ,了 BA4C = 90,D 是 BC 上 一 点 ,M 是 4D 的 中 点 , 且 MD 平 
分 了 BMC. 求 证 :ADB = 2 一 B4D ,CD4 = 2 一 D4C. 

证 明 如 图 6.61 所 示 , 设 BC = kk: BD， 
作 位 似 变 换 H(B,k), 则 DD 一 C. 设 A 一 4’， 
MM', 则 4'C / 4D,M' 为 4'C 的 中 点 ， 
用 Ch4hA' = 90p. 所 以 

MiC4 = LDAC 
MMA = LBMC = /ADMC 
MA = MA’ = MC 
于 是 四 边 形 4DCHM' 是 一 个 等 腰 梯 形 , 从 而 四 边 图 6.61 
形 ADCM' 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 , 故 有 
LCDA = LAM'A = 2 M'CA = 2 一 D4C 
再 由 一 B4C = 9%p, 4DB + CDA = 180 即 知人 4DB = 2 一 B4D. 


52. 设 4D 是 锐角 公 4BC 的 高 ,以 4D 为 直径 的 圆 卫 分 别 与 4B 、4C 交 于 E、 
F, 圆 全 在 E、F 两 点 的 切线 交 于 P. 求 证 :4P 平 分 线段 BC.( 第 21 届 俄罗斯 数学 
奥林匹克 ,1995) 

证 明 如 图 6.62 所 示 , 设 4AP 与 BC 交 于 
M,AP = k. 4M , 作 位 似 变换 H(A4,k), 则 一 
P. 设 B 一 B,C 一 C', 则 B'C'’ / BC, 昌 PP 在 
BC 上 ,PM,APB'E = 二 CBE. 

另 一 方面 ,4D | BC,DE 上 48, 所以， 
.4105 = 人 CBD ,于 是 ,由 PE 是 圆 的 切线 ,有 
PEP = /LAAFE = /ADE = /DBE = 
了 PB'E, 因 此, B'P = PE. 同 理 , PC = PF. 但 图 6.62 
PE = PF, 所 以 ,B'P = PC', 即 PP 为 B'C' 的 中 
点 .再 注意 B'C' ] BC 即 知 M 为 BC 的 中 点 . 换 句 话说 , AP 平分 BC. 


53. 设 1 是 全 4BC 的 内 心 ,以 了 为 圆心 任 作 一 个 半径 大 于 全 4BC 的 内 切 图 
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半径 的 圆 卫 , 圆 卫 与 BC 交 于 KK 人 ,其 中 K 离 点 妃 较 近 . 圆 卫 与 射线 4B 、4C 分 
别 交 于 下, 直线 配 与 1P 交 于 已. 求证 :4P 平 分 线段 不 . (第 22 届 拉丁 美洲 数 
学 奥林匹克 ,2007) 

证 明 如 图 6.63 所 示 , 设 4P 与 KL 交 于 
M,P4 = k， PM , 作 位 似 变 换 H(P,k), 则 MM 一 
A. 设 K 一 KK,L 一 上 , 则 KK'、L' 均 在 过 点 4 旦 
平行 于 BC 的 直线 上 ,所 以 ,EK'4 = 人 EKB， 
4 = 人 CELPF. 又 因 圆 卫 的 圆心 为 人 4BC 的 
内 心 , 所 以 4 及 = AF, BE = BK,CF_ CL, 于 是 

LEKA = /LEKB = LBEK_ /AEK 

LAL'F = LCLF = LLFC = LL'FA 图 6.63 
因此 ,AK = AE = AF = AL' ,这 说 明 有 4 是 K'L' 的 中 点 ,而 KL /多 , 故 M 是 
KL 的 中 点 . 换 句 话说 ,4P 平分 线段 KL. 


54. 设 点 P 到 全 4BC 的 边 4B、A4C 的 距离 相等 ,过 点 已 分 别 作 4C 、48 的 垂 
线 , 垂 足 分 别 为 E、F. 再 过 PP 作 BC 的 垂 线 交 EF 于 D. 证 明 : 直 线 4D 过 BC 的 中 
点 .( 第 10 届 英 国 数学 奥林匹克 ,1974) 

证 明 ”如 图 6.64 所 示 , 设 直线 4D 与 BC 交 
于 及 ,AD = hk，AM, 作 位 似 变 换 H(A4,k), 则 
MD. 设 B 一 B,C 一 C0C', 则 B'C' // BC. 而 
PD | BC, 所 以 ,PD | BC'. XX PE | AB, 
PF | AC, 所 以 ,PD.E、B 四 点 共 圆 ,PF、 
C' 也 四 点 共 圆 ,于 是 

PB'D = 了 PED, DPC'P = /DFP 

另 一 方面 , 因 PE = PF, 所 以 ,PED = 图 6.64 
了 DFP, 从 而 人 PBD = 人 DCP, 于 是 ,全 PBC 是 以 BC 为 底 边 的 等 腰 三 角形 ,而 
PD | B'C', 因 此 D 为 BC' 的 中 点 .再 注意 BC // BC 即 知 1 为 BC 的 中 点 . 


55. 设 四 边 形 414>4344 内 接 于 圆 ,01、0，、03、04 依次 为 人 474344、 
全 434441、 人 444142、 全 414243 的 九 点 图 圆心 . 求证: 01、0;，、03、04 四 点 在 同 
一 个 圆 上 . 

证 明 如 图 6.65 所 示 , 设 0 是 四 边 形 414,4;344 的 外 接 圆 圆心 , 则 
个 A2hA3A4、 全 A3h4h1 .全 A44414,、 合 A1424; 的 外 心 名 为 0. 再 设 Hi、H、Hs、H 
分 别 是 人 4,4344 .个 A34441 会 A441h;、 合 A142h3 的 重心 , 则 由 例 6.5.8 知 ， 
O1、02、03、04 分 别 为 OP 、OH;、O0H3、OHs 的 中 点 .于 是 
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H(0O,2) 


O01、0、03、 O04 HI .HH;3\ Ha 
但 由 习题 4 第 17 题 ,Hi、Hy、H;3、Ha 四 点 共 阅 ， 
故 O01、 0,、 OQ3、 0a4 四 点 共 贺 . 


56. 设 1、.0 分别 是 人 4BC 的 内 心 和 外 心 ， 
过 了 且 垂 直 于 O7 的 直线 与 人 BAC 的 外 角 平 分 
线 和 BC 分 别 交 于 P、.O. 证 明 :P = 2710. 

证 明 ”如 图 6.66 所 示 , 设 了 浅 灾 分别 是 
和 48C 的 A- 旁 心 .B- 旁 心 和 C- 旁 心 , 则 P 在 


1 上 ,1 为 人 1 的 重心 ,A4BC 是 人 LW 外 < 六 
的 垂 足 三 角形 . 于 是 , 作 位 似 变换 (7,2), 设 。 /~ 、 
人 ABC— 人 人 4B'C,0—>0',0— 0', 则 4'、 ' -7 
B'、C' 和 皆 在 人 1712 的 外 接 贺 上 , 且 0' 是 pe OY, 
全 ll 的 外 心 ,0' 在 BC 上 ,有 是 10' = 210. 因 AN 
0 为 10' 的 中 点 ,而 10 上 PQ, 所 以 10' | PQ. 7 
这 样 , 因 1,B' 与 C4 是 0' 的 过 /的 两 条 弱 ,由 
蝴蝶 定理 即 知 , PI = 10'= 210. 由 6.6 

习题 7 


1. 设 刀 是 人 4BC 内 一 点 ,使 得 4B = ab,AC = ac,4D = ad ,BC = pc， 
BD = bd ,CD = cd. 求 证 :ABD + 和 4CD = 60p. (新 加 坡 国 家 队 选 拔 考 试 ， 
2004 ) 

证 明 ”如 图 7.1 所 示 , 设 4C = k， 4B, 作 
位 似 旋转 变换 S(4,k，x BA4C), 则 BB 一 C. 设 
D—D’, 则 人 A4CD’ = /ABD, 且 


;' _ 4AC. _ a. _ _ 
CD = 4 BD = bd = cd = CD 
，_ AD ad _ _ 
DD = 4 BC = 二 pc = cd = CD 
所 以 ,全 CD'D 是 一 个 正三 角形 , 故 图 7.1 


ABD 十 了 ACD 二 /ACD’ 十 ACD 二 /DCD’ = 60? 


2. 设 P 是 加 内 接 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 .证 明 : 点 
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P 到 直线 48 、CD 的 距离 之 积 等 于 点 P 到 直线 4C 、BD 的 距离 之 积 . 


证 明 ”如 图 7.2 所 示 , 设 点 了 在 直线 4B、 
CD、4C、BD 上 的 射影 分 别 为 G0、R、S、T， 则 
PO、PR、PS、PT 分 别 为 点 P 到 直线 48B、CD、 
AC、BD 的 距离 .再 设 PB = k， PC , 作 位 似 旋 转 
变换 S(A4,k, x CPB), 则 C->8. 因 了 PTB = 
x PRC(= 90), x TBP = RCP, 所 以 ， 
R 一 T. 因 此 ,PT = k…PR. 同 理 , PO = 大 .PS. 
由 此 即 知 , PO ， PR = PT . Ps. 


3. 在 公 4BC 中 ,4 是 BC 边 上 的 高 ,点 玖 
在 4D 上 ,满足 全 = 各 ,过 点 DD 作 BE 的 垂 线 ， 
生 足 为 严 . 证 明 ; 4FC = 90. (锐角 三 角形 情 
形 : 波 罗 的 海地 区 数学 奥林匹克 ,1998) 

证 明 如 图 7.3 ~ 7.5 所 示 , 设 DB = 
k，ED, 作 位 似 旋 转变 换 S(F,k,90P), 则 DD 一 
及, 下 一 也 ,所 以 ,直线 ED 一 直线 DB ,而 4、C 


分 别 在 直线 ED 和 DB 上 , 且 经 - 个, 因此 
A->C, 邦 人 AFC = 90P. 


C D 
图 7.5 


4. 设 PP 是 公 ABC 内 部 一 点 ,人 PAC = 人 PB4 = 人 PCB. 求 证 :直线 BP 平 


分 4C 的 充分 必要 条 件 是 4B = 4C. 


证 明 ”充分 性 . 如 图 7.6 所 示 , 车 4B = 4C, 则 一 4CB = 人 CBA. 而 
PCB = 了 PBA, 所 以 ,了 ACP = CBP. 设 CP = 有，CB, 作 位 似 旋 转变 换 


SCC,k, < BCP), 则 BB-->P. 设 4 一 4', 则 


CPA’' = /CBA = /CBP+ /PBA = /CBP+ /PCB 
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所 以 ,4' 在 BP 的 延长 线 上 . 又 人 人 PA'C = 
恤 BAC, 所 以 ,4' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 ,于 是 ， 
A'CA = 4 了 M = /PAC,/ CAA' = 
了 CBA' = 人 ACP, 这 说 明 4h4' /PC,A'C V 
AP ,因而 四 边 形 4PC4' 是 一 个 平行 四 边 形 , 故 
直线 BP 平分 4C. 

必要 性 . 仍 如 图 7.5 所 示 , 若 直线 BP 平分 
AC , 作 平 行 四 边 形 4PC4' , 则 4' 在 BP 的 延长 线 图 7.6 
上 ,有 目 A4'CA4 = 人 PA4C = 人 PBA, 所 以 ,4' 在 全 4BC 的 外 接 圆 上 , 因此， 
CBA’ = 人 C44' = LACP, 从 而 LCBA = LCBA’ + /A'BA = 人 4CP + 
LPCB = /4ACB, 故 4B = AC. 


5. 设 P 是 半圆 直径 48B 延长 线 上 一 点 ,4B = 2PB. 过 P 作 半圆 的 切线 PT， 
7 为 切 点 ,过 4 作 4C 垂直 PT 于 C, 交 半圆 于 DD. 连 PD 交 半 圆 于 另 一 点 E, 直 线 
AE 交 PT 于 ,再 设 点 C 在 4B 上 的 射影 为 H. 求 证 :DH | HF. 

证 明 ”如 图 7.7 所 示 , 显 然 , BD | A4C, 所 以 BD // PC, 从 而 由 4B = 2PB 
有 DA = 2DC. XX LPAF = LBDE = /EPF, 所 以 ,全 PAF cn 人 EPF, 因 此， 
PF* = EF. AhF .但 由 圆 窜 定 理 , F72 = EF. AF ,所 以 ,PF = PT, 即 FF 为 PT 的 
中 点 . 


图 7.7 
设 半 贺 的 圆心 为 0, 则 O07T 1 PC, 所 以 ,OT// 4C, 从 而 TP = 2CT. 于 是 , 设 
AC = k. PC , 作 位 似 旋 转变 换 S(H,k,90), 则 PC 一 C4,F 一 D. 故 DH | HF. 
可 


6. 设 公 4BC 的 内 切 圆 分 别 切 边 BC 、C4、 
4 有 于 万 下 下 ,点 天 为 点 也 关于 人 4BC 的 内 心 
的 对 称 点 ,直线 EK 与 DF 交 于 上 ,求证 : AL = 
AF,H AL// BC. 
证 明 如 图 7.8 所 示 , 设 公 4BC 的 内 心 为 
1 ,显然 4、E、ITF 四 点 共 圆 ,所 以 
EA = /EFA = /EDL 
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又 4E | IE,LE |」 DPE( 因 DK 为 内 切 圆 的 直径 ), 所 以 ,全 E41 人 ELD. 设 
IE = 大. hE , 作 位 似 旋 转变 换 S(CE,k,90), 则 4 一 1,L 一 D, 于 是 ,全 EhL cn 
和 人 FID 而 万 = 天, 所 以 ,4 = AE = AF,H /LIAE = LDIE = 180 - LO, 
因而 还 有 4AL // BC. 


7. 在 矩形 4BCD 的 外 接 圆 的 48 上 取 一 不 同 于 顶点 4、B 的 点 M,M 在 直线 
AD 、4B 、BC 、CD 上 的 射影 分 别 为 P.O、R、S. 证 明 : PO 1 Rs, 并且 PO、RS 与 矩 
形 的 一 条 对 角 线 交 于 一 点 .( 原 南斯拉夫 数学 奥 林 匹 到 ,1983) 

证 明 如 图 7.9 所 示 , 设 直线 Po 与 砍 区 
于 了 . 因 
MPO = LMAQ = LAMAB = NMCR = LMST 
所 以 ,T.S、P.M 四 点 共 圆 . 而 PH | MS, 因 
此 , PT | TS, 即 PO | RS. 设 TO = 有 :7S, 作 
位 似 旋 转变 换 S(T, 上 ,90P), 则 SP 0R. 显 然 ， 
人 DPS mn 和 MHRO( 三 组 对 应 边 分 别 垂 直 ), 所 
以 ,DD 一 M, 因 而 了 DTM = 9%0p. 同 理 ,一 MT7B = 图 7.9 
90?. 故 B、T.D 三 点 共 线 . 换 句 话说 , PO 、RS 、BD 三 线 交 于 点 了 . 


8. 分 别 以 全 4BC 的 两 边 4B .4C 为 一 直角 边 , B、C 为 直角 顶点 作 两 个 反 回 
相似 三 角形 4BF 和 ACE ,再 设 BE 与 CF 交 于 P. 求 证 : 4P | BC.( 第 4 届 澳 大 利 
亚 数学 奥林匹克 ,1983; 当 48B = BF 时 ,本 题 称 为 Vuibuit 定理 ) 

证 明 ”如 图 7.10 所 示 , 设 点 B 在 4F 上 F mr 
的 射影 为 M, 点 C 在 AE 上 的 射影 为 N， : 个 
4B =k 45. 作 位 似 旋 转变 换 S(CM ,k， 
90P), 则 FF->B,B->A. 设 CC 一 C', 则 BC’ | 
FC,AC’ | BC. 且 


AC’ _ 4AB _ 4C 
BC ~ BF CE 


又 一 C4C' = 180 - (90P - 一 4CB) = 图 7.10 
90P + 一 4CB = 一 BCRE ,所 以 ,人 Cd4CcomnA 和 ABCE. 而 C4 | BC,AC | CE, 所 以 ， 
C'C | BF. 于 是 ,BE 与 CF 的 交点 已 为 人 C'BC 的 重心 ,所 以 ,C'P | BC ,再 注 
意 C'4 | BC 即 知 C'、4、P 三 点 共 线 . 故 4P | BC. 

注 ”本题 本 质 上 与 例 7.1. 12 是 一 样 的 . 
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9. 设 四 边 形 4BCD 为 矩形 ,AEF 、BGF、DEH 均 是 以 第 一 个 顶点 为 直角 顶点 
的 相似 直角 三 角形 , 且 两 直角 边 之 比 等 于 和 矩形 的 两 邻 边 之 比 .求证 :G、C、H 三 
点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 EF = 2BD. 

证 明 如 图 7.11 所 示 , 由 条 件 可 知 ， F 
个 4DB (人 AEF. 设 MN 分别 为 4E、AF 的 中 NS 
点 , 则 EF // MN, 且 EF = 2HN, 人 4DB cn 27 


和信 4EF. 因此 ,EF = 2BDoMN = BD 


全 4DB 时 全 AEFes 四 边 形 BDMN 是 以 BD、MN ~、 


为 两 腰 的 等 腰 梯 形 BN // DM . G C H 
另 一 方面 ,注意 人 BC4 与 人 DAC 都 是 与 
AEF 相似 的 直角 三 角形 ,由 例 7.1.6, BN | GC， N71 


DM | CH. 于 是 ,BN / DMG、C、H 三 点 共 线 . 
综 上 所 述 , G、C、H 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 EF = 2BD. 


10. 在 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 线 4C 平分 人 DCB, 有 是 人 BAC = 人 人 ADC. 过 
人 4BC 的 内 心 与 人 4CD 的 内 心 的 直线 分 别 与 直线 4B 、4D 交 于 EE、F. 记 四 边 形 
ABCD 的 面积 与 人 4AEF 的 面积 分 别 为 $、7T. 求 证 ;5S > 27. 并 求 其 等 式 成 立 的 条 
件 . 

证 明 ”如 图 7.12,7.13 所 示 , 设 公 4BC 与 全 4CD 的 内 心 分 别 为 I、J,A4B = 
k，AC, 作 位 似 旋 转变 换 S(C,k, x 4CB), 则 A 一 B,D 一 4, 一/, 从 而 
了 CI = 人 CBh, 所 以 ,BCITE 四 点 共 圆 , 因此 ,人 FE4 = 人 1CB. 同 理 ， 
LAFE = DC7 .但 


1CB =- LACB ~ 7 LDCA = LDCJ 
所 以 ,FEA = /AFE, 因 而 AE = 4P. 又 由 一 4 = /ACI, hi 平分 人 人 EAC 


知 ,AE = AC, 故 4AE = AF = 4C. 
容易 知道 ,4CB 与 人 BA4D 互补 ,于 是 ,由 三 角形 的 面积 公式 ,得 


9 = AC(BC + CD)sin LACB = FAC(BC + CD)sin 2 BAD 


T= 方 4 . AFsin /BAD - AC?sin LBAD 


又 由 4CB = DCA,BAC = 4DC 知 ,人 4B8Com APD4aC, 所 以 ,4C: = 
BC .CD. 于 是 ,BC+ CD > 2v BC， CD = 4C. 故 SS > 27. 等 式 成 立 当 旦 仅 当 
BC = CD = 4C, 当 且 仅 当 全 4BC 与 全 D4C 是 以 C 为 公共 顶点 的 两 个 全 等 的 等 
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图 7.12 图 7.13 


11. 设 四 边 形 4BCD 内 接 于 0, 直线 4B 与 CD 交 于 E, 直 线 BC 与 4D 交 于 
,全 ABF 与 全 AED 的 外 心 分 别 为 01、O02. 求 证 :全 0010, 会 CEF. 
证 明 ”如 图 7.14 所 示 , 由 圆周 角 与 圆心 角 
的 关系 
上 AOIE = 2 ¢ ADE = 2 + ADC = AOC = 
2 + ABC = 2 + ABF = + AOsF 
又 0I4= OE,04 = 0C,0)4 = 02F, 所 以 
和 人 AOIE DH AAOC 内 AAO0F 
于 是 , 设 4C = k，40, 作 位 似 旋转 变换 S(4， 
k, < 040), 则 全 0010s 一 会 CEF, 故 
人 0010; ACEF 


12. 设 DD 为 全 4BC 的 边 BC 上 一 后 ,01,0， 
分 别 为 全 ABD 与 人 4DC 的 外 心 . 证明; 全 ABC 
的 中 线 4N 的 中 垂 线 平 分 线段 010,. (中 国 国家 
集训 队 培 训 ,2003) 

证 明 如 图 7.15 所 示 , 因 401B = 
2 4DB = /AAOsC, KX O04 = 01B,04A = 
02C, 所 以 ,人 4B0 中 全 4C0;, 于 是 , 设 40| = 


Ms D C 


图 7. 15 
k， 4B , 作 位 似 旋 转变 换 S(4,k, x B40), 则 BC 一 00). 设 有 -> 及, 因 M 是 


BC 的 中 点 ,所 以 M' 是 010; 的 中 点 .又 全 AMM' 人 4BO1, 所 以 ,AM’' = M'M， 
因而 M' 在 4AM 的 中 垂 线 上 . 换 句 话说 , 4M 的 中 垂 线 平分 线段 010，. 
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13. 设 和 人 456C 的 顶 角 4 的 平分 线 交 BC 边 于 D, 全 4BC、 全 ABD.、 公 ADC 的 外 
心 分 别 为 0、01、0;. 证 明 : 00| = 00，. 

证 明 ”如 图 7.16 所 示 , 设 AC = 大. 4B, 作 
位 似 旋 转变 换 S(4A,k, x B4C), 则 BB 一 C， 
O01 一 0,. 设 直 线 B01 与 C0, 交 于 EE， 则 
LBEC = 了 Ph4C, BW LOiEO0, = LBAC. X 
O01 | 4B, 00, | 4C, 所 以 ,人 0100, = 180? - 
了 BAC = 180? - 人 0100;, 这 说 明 EE、01、0、0O， 
四 点 共 圆 . 

另 一 方面 , 因为 BOID = 2 一 54D = 
2 DAC = LDOsC,01B = 01D,02D = O02C, 所 以 ,人 BOID cn 和 人 DO;C， 
了 01BD = 人 O03CD ,进而 EB = EC. 由 于 点 0 在 BC 的 垂直 平分 线 上 ,因而 E50 
平分 了 BEC, 即 有 人 O01E0 = 人 OEO0;. 再 由 EE、01、0、O0; 四 点 共 圆 即 知 00， = 
00,. 

男 证 ”如 图 7.17 所 示 , 设 4D 交 公 ABC 的 


外 接 圆 厂 于 另 一 点 E, 则 为 圆 上 BC( 不 含 点 
4) 的 中 点 .又 

LBOA = 2 了 CD4 = /C0,4 

LEO0h = LEOC+ 一 Co4 = 

LBAC + 2 CBA = 2 一 CD4 
所 以 ,BOA4A = 人 E04 = CO;4. 又 0i4 = 
018B,04 = 0E,0;4 = 02C, 因 此 

人 A01B DASAO0E tS 人 A0C 

于 是 , 设 40 = .AE, 作 位 似 旋 转变 换 S(4,k,， < B401), 则 人 EBC 一 
人 0010;. 而 EB = BC, 故 001 = 00;. 


图 7. 16 


14. 设 锐 角 个 4BC 的 三 条 高 4D 、BE 、CP 的 
中 点 分 别 为 L.M、N, 试 求 人 NDM 、 人 LEN、 
了 MFL 之 和 . (第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ， 
1995) 

解 。” 如 图 7.18 所 示 , 设 公 4BC 的 垂 心 为 瓦 ， 
则 由 如 FB、D 四 点 共 圆 知 , 类 DFC = DBE. 
同 理 , x PFCD = BED, 所 以 ,人 DCF th 人 ADEB. 
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于 是 , 令 DE = .DC,0 = < CDE , 作 位 似 旋 转变 换 S( 41,k,90), 则 CF 一 EB. 
而 W 为 CF 的 中 点 ,为 EB 的 中 点 ,所 以 ,N 一 MM. 因 此 ,人 NDM = 人 人 CDE = 
了 BAC. 同 理 , LEN = CBA, 人 MFL = 一 4CB. 故 

LNDM + LALEN + AMFL = ALBAC + LCBA + LACB = 180 


15, 在 四 边 形 4BCD 中 ,4B zz CD, 分 别 以 AD、BC 为 边 任 作 全 EBC 与 


人 FAD ,使 得 A 人 EBC 中 入 MD, 且 全 - oe - 2 .求证 :直线 EF 过 定点 . 

证 明 ”如 图 7.19 所 示 , 因 公 EBC 人 FF4D， 
所 以 ,存在 一 个 位 似 旋转 变换 S(O,k,0), 使 得 
人 和信 FAD -> 公 EBC. 此 时 , 公 04B 中 全 0DC ,因而 
有 


04 _ 08 AB 4F _ BE 
OD OC “CD FD EC 


这 说 明 点 0 既 在 以 4、D 为 定点 ,人 2 为 定 比 的 


阿 氏 圆 F 上 ,也 在 以 8、C 为 定点 ,人 为 定 比 的 
阿 氏 圆 P 上 ， 


设 P.Q 分 别 是 线段 4D 的 以 AP 为 分 比 内 分 点 和 外 分 点 ,M、N 分 别 是 线段 


BC 的 以 人 为 分 比 内 分 点 和 外 分 点 , 则 PQ 、MN 分 别 是 圆 和 疡 的 直径 . 因为 
4P _40 _ 4B BM _BN._AB 
Pp OP CDMC NC CD 
而 在 位 似 旋转 变换 S(O0,k,0) 下 ,4D 一 BC, 所 以 , 圆 古 一 圆 卫 2. 
Xp = PC = Cp 了 说 ,所 以 ,FE 分 别 是 圆 让 和 本 上 的 两 个 对 应 点 . 


于 是 , 设 贺 让 和 本 的 交 于 0、S 两 点 , 则 由 定理 7.3.2, 直 线 EF 过 点 $. 这 是 一 
个 定点 ， 


16. 设 0、Q1、f22 分 别 为 全 ABC 的 外 心 .第 
一 Brocard 点 和 第 二 Brocard 点 . 求证: 00| = 
On,. 

证 明 如 图 7.20 所 示 , 设 204.22 到 三 边 
BC、CA 、4B 上 的 射影 分 别 为 BI、Cj、Al,C2、A2、B 
Bs, 则 全 41B1iC!l 中 人 4)D)C 出 全 ABC, 上 是 
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Bl 、 LT 、4i 3 C2 A,、B>» 六 点 共 圆 , 虽 人 A1BI C1 与 公 A, B,C, 有 同一 个 外 接 圆 . 设 


,Qh4! 024 、 
其 公共 的 外 心 为 0' .又 显然 和 作 440 cm 人 44202 ,所 以 ， nA 三 QA 二 ,这 


说 明 人 A1BICI 这 个 A, B,C,, 于 是 , 作 位 似 旋 转变 换 S((21,k, < 无 40141) , 则 
和信 ABC 一 全 41BiC1, 所 以 ,0 一 0' .同样 ,在 位 似 旋 转变 换 S(02,,k, < 402242) 
下 ,0 一 0' ,所 以 人 0010' = 401h41 = 4D;4， = Zo0sh2, 0 = 大 = 


(0 
QO0 


于 是 和 AQ,00' 和 AD;00' , 即 有 和 AQ,00' 空 和 000'. 故 00 = 00. 


17. 设 四 边 形 4BCD 空 四边形 4B'C'D' .求证 : BB8'、CC' 、DD' 三 线 共 点 的 充 
分 必要 条 件 是 四 边 形 4BCD 内 接 于 图. 

证 明 ”如 图 7.21 所 示 , 因 四 边 形 4BCD 四 8 
边 形 4B'C'D' ,于 是 , 设 4B' = 上. 4B, 则 在 位 似 
旋转 变换 S(A4,k，x B4B') 下 ， 四 边 形 
ABCD 一 四 边 形 4B' CD 

充分 性 .车 四 边 形 48CD 内 接 于 圆 , 则 四 边 
形 4B'C'D' 也 内 接 于 圆 , 日 4 为 两 圆 的 一 个 交 
点 ,由 定理 7.3.2, B8B'、CC’ .DD' 三 线 都 过 两 圆 
的 男 一 个 交点 P. 也 就 是 说 , BB' CC 、D1 三 图 7.21 
线 共 点 . 

必要 性 . 设 BB' CC' .DD' 三 线 交 于 一 点 P. 因 在 位 似 旋 转变 换 
S(A,k，< 丸 BAB' ) 下, 四边形 4BCD 一 四边形 4B'C'D' ,由 推论 2.3.1,4、P、B、 
C 四 点 共 圆 ,4 、P、C、D 四 点 共 圆 , 故 4、8、C、D 四 点 共 圆 . 即 四 边 形 4BCD 内 
接 于 圆 . 


18. 设 Ph 、PB 是 从 点 尸 到 圆 卫 的 两 条 切线 
(4、B 为 切 点 ) ,0 是 P4 的 延长 线 上 一 点 ,C 是 
圆 卫 与 全 PBO 的 外 接 贺 的 男 一 交点 .由 点 4 作 
BQ 的 垂 线 , 王 足 为 D. 求证 :人 人 QCD = 
2 了 PQB.( 第 15 届 伊 朗 数 学 奥林匹克 ,1998) 

证 明 如 图 7.22 所 示 , 设 B80 与 圆 卫 的 万 
一 交点 为 ,CE = kk C0, 作 变换 S(C,k， 
+ OCE), 则 0 —> E,P —> B,/APOB = 图 7.22 
了 PCB = 人 QCE. 于 是 , 设 直线 CE 交 PO 于 F, 则 FO* = CF ， EF. 但 由 圆 究 定 
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理 , CF .EF = 4 到 ,所 以 4 = FQ, 即 FF 为 409 的 中 点 .而 0D | Dh, 所 以 
LODF = LFQD = /POB = /OCF 

因此 ,Ff、0、C、D 四 点 共 圆 .从 而 
LFCD = LFOD = /ODF = LOCF 

故 QCD = 2 一 POB 


19. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 条 对 角 线 相交 于 点 0. 全 4ABO 和 全 CD0O 的 
外 接 圆 矿 和 本, 交 于 0 和 天 .过 点 0 分 别 作 4B 和 CD 的 平行 线 与 圆 牙 ,| 和 圆 刀 
分 别 交 于 点 E 和 下. 在 线段 0E 和 OF 上 分 别 取 点 P 和 0@, 使 得 希 = 如 .证明 
0、K、P、Q 四 点 共 圆 . (第 29 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2003) 

证 明 如 图 7.23 所 示 , 因 4BCD 为 圆 4 
内 接 四 边 形 , 所 以 ,全 04B 中 人 AODC. 又 显 
然 4BEO 与 DCFO 都 是 等 腰 梯 形 , 因而 
人 A 人 OBE AOCF. 人 但 信 E40 和 作 0BE, 所 
,人 EA0 cm A OCF. 

以 点 天 为 位 似 旋 转 中 心 作 位 似 旋转 变 
换 , 使 圆 | 变 为 圆 刀 , 则 4 一 C,B 一 万 .而 


人 EAO cn AOCF,FPLE—> 0,0 -> F. 于 图 7.23 
OP _ Fo 
是 , E0 一 OF .但 Pr = 00 ,因此 P 一 0. 由 此 即 知 0、K、P、Q 四 点 共 圆 . 


20. 三 个 固定 的 圆 共 一 条 公共 纺 4B ,过 点 4 任 作 一 条 不 同 于 4B 的 直线 与 
第 一 个 贺 交 于 X, 与 另 两 贺 分 别 交 于 Y 和 Z(Y 在 X 和 Z 之 间 ). 求 证 :比值 柑 是 


定 值 ,与 所 作 直 线 的 位 置 无 关 . (第 35 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,2003) 

证 明 ”如 图 7.24 所 示 , 过 点 4 任 作 不 同 于 
4B 的 两 条 直线 ,一 条 与 三 个 圆 分 别 交 于 天 .了 、 
2 , 另 一 条 与 三 个 圆 分 别 交 于 XW、Y 、Z'. 我们 
只 需 证 明芳 因 = 交 即 可 ， 

因 在 以 8 为 位 似 旋 转 中 心 .将 第 一 个 圆 变 
为 第 二 个 圆 的 位 似 旋 转变 换 下 ,一 Y,X 一 
Y ,于 是 , 设 B8 = .BX,0 = zx XBX', 则 


S(B,K,0 S(B,K,0 
Xe X'， ye Y 
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S(B,K,0) YY 
2 . 故 rzr = 了 2 


同 理 ,考虑 第 一 、 三 两 个 圆 ,可 以 得 到 , Z 


21. 设 点 已 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 BC( 不 含 点 4) 上 一 点 , 01、0s 分 别 为 
人 入 4BP 与 A4PpC 的 A- 旁 心 .证 明 :全 Po0; 的 外 接 圆 通过 个 4BC 的 外 接 圆 上 
一 个 定点 . 

证 明 ”如 图 7.25 所 示 , 设 全 PO10; 的 外 
接 圆 厂 交 全 4BC 的 外 接 圆 FF 于 已 之 外 的 一 点 


0,4CB 与 CB4 的 中 点 分 别 为 4M.N, 则 P.O01.M 4 人 
在 一 直线 上 ,P、0;、N 在 一 直线 上 .于 是 ,以 0 
为 位 似 旋 转 中 心 作 位 似 旋 转变 换 ,使 圆 卫 一 圆 
让 , 则 中 定理 7.3.2 知 ,0 一 好 ,0 一 六 .所 以 ， 


OM 
从 QO01M cn 人 00:N. 于 是 ， ON = ON 但 图 7.25 
OM = AM, ON = AN, 所 以 ,ON = 4X 为 定 值 , 故 0 是 全 4BC 的 外 接 圆 上 的 
一 个 定点 . 


22. 设 0 与 0, 相交 于 4、B 两 点 ,过 交点 4 任 作 一 条 荐 线 分 别 与 两 圆 
交 于 P、0, 两 圆 在 P、0 处 的 切线 交 于 R ,直线 BR 交 公 010,B 的 外 接 圆 于 另 一 
点 5S. 求 证 ; RS 等 于 全 0102B 的 外 接 圆 的 直径 . 

证 阴 ”如 图 7.26 所 示 , 设 0 与 0; 的 
半径 分 别 为 六 1、\72，72 二 k: r1, 作 位 似 旋 转变 换 
S(B,k, 4 01BO;), 则 O01— 0;,©0.™> ©0,, 
PP 一 0, 因 而 0 的 切线 PR 一 中 O0, 的 切线 
OR, 所 以 ,P、B、Q、R 四 点 共 圆 . 又 设 PO 与 
00; 交 于 C, 则 P.C、Q、R 四 点 共 圆 ,所 以 P、 
C、B、Q、R 五 点 共 圆 ,因此 CBR = 人 CQR = 
9 ,从 而 CS 为 会 010;B 的 外 接 圆 的 直径 ,于 
是 SO 1 PC ,这 样 便 有 SO // RP. 图 7.26 

再 设 直线 RB 与 PC 交 于 DD, 则 由 SO // RP 及 人 DBOcn 人 DCcS, 有 

RS PO 0B Cs 
SD 0D oO0D ~ SD 
故 RS = CS, 即 RS 等 于 全 010,8B 的 外 接 圆 的 直径 . 


23. 设 全 4BC 的 三 个 旁 切 贺 分别 与 相应 边 BC 、C4 、4B 切 于 点 4'、B'、C'. 
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个 4B'C' 、 公 BC'A'、 公 C4'B' 的 外 接 贺 分别 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 点 41( 关 4)、 
Bi(z B)、Ci( 关 C). 证 明 : 公 4A1B1C1 全 4,B,C， 其 中 4 、B2、C2 分 别 是 
全 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC、C4、4B 的 切 点 . (第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2005) 

证 明 如 图 7.27 所 示 , 以 4; 为 位 似 旋转 
中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 人 A4BC 的 外 接 圆 变 为 
和 人 48'6' 的 外 接 圆 , 则 BB 一 C',C 一 B', 所 以 ， 
从 A1BC' 人 41CB'. 但 BC = C8B’', 因 此， 
人 41B8C' 守信 A1CB' ,从 而 41B = Ah1C, 因 此 ， 


点 41 是 BA4C 的 中 点 ; 同 理 , 点 B 是 CB4 的 中 
点 ,点 C1 是 4C8B 的 中 点 .由 此 易 知 
/ABB), = 9F - 方 人 CBE4 


LBAIC), = 90p - 7 LACB 


义 人 BAIC = 人 人 BAC, 于 是 , 设 4C 与 BC 交 于 DD, 则 
人 ADB 二 ABBI 十 ACAICI = 
/ABB 十 BAIC 一 BAIC 二 


(90e - 方志 CB4) + (90e - 7 LACB) _ /BAC - 


90P - 乡 - /AB,C, 
所 以 ,Bi1C1 / BsC2, 同 理 , C1hl // Ch2,h1B1 A 42B，. 故 
人 A1BICI OA,B, CG, 


24. 设 1.0 分 别 为 全 4BC 的 内 心 和 外 心 ,全 4BC 的 A- 旁 切 圆 分 别 与 直线 
BC、CA、4B 切 于 D、E、F. 求 证 : 若 线 段 EF 的 中 点 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 , 则 六 
0、D 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 7.28 所 示 , 设 公 4BC 的 4 旁 心 
为 ] ,显然 ,在 全 AFE 的 外 接 圆 上 , 且 1 为 万 
的 中 点 . 设 人 A4BC 的 外 接 圆 与 圆 的 另 一 交点 为 
已 ,以 己 为 相似 中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 圆 T -> 
圆 w, 则 下 一 下, 下 一 C, 所 以 ,了 一 BC. 

又 设 圆 卫 与 E 的 另 一 交点 为 W, 则 由 圆 寡 
定理 

FN. FM =4F.PpBPF,NE. ME = CE. AE 
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而 FB = BD,CE = DC, FM = ME,AF = AE, 所 以 
FN FN.FM BF:.AF BF BD 


下 
sm 


NE NE. ME ~ CE.:AE CE ~ DC 

因此 ,N 一 D. 再 设 A-> 4’', 则 4’ 在 圆 ws 上 , 且 44’ 为 圆 卫 的 切线 ,所 以 ,44' | 
AM ,从 而 4A'M 为 圆 w 的 直径 , 且 4 BC. 显然 ,4'N 也 为 圆 的 直径 ,因而 四 边 
形 44'NM 为 矩形 . 

另 一 方面 , 因 全 PND 四 人 Ph44 ,而 NP | PA, 所 以 ,ND | 44' ,这 说 明 万 
在 A'N 上 .注意 A'M | BC,DJ | BC, 所 以 ,A'M/ DJ. AD // MJ, 所 以 ， 
A'NM4 是 一 个 平行 四 边 形 , 于 是 ,4'D = MJ = IM, 从 而 DD 过 4'M 的 中 点 一 一 
即 全 48BC 的 外 心 0. 故 1.0、D 三 点 共 线 ( 且 0 为 D 的 中 点 ). 


25. 设 p 为 人 4BC 的 半 周 长 ,在 射线 B4、C4 上 分 别 取 点 P、0, 使 BP = 
CQ = p ,再 设 点 为 点 4 关于 全 4BC 的 外 心 的 对 称 点 ,了 为 人 4BC 的 内 心 . 求 
证 : KI | PQ.( 第 2 届 丝 绸 之 路 国际 数学 竞赛 ,2003) 

证 明 ”如 图 7.29 所 示 , 设 全 4BC 的 内 切 圆 分 别 
与 BC、ChA、4B8 切 于 D、E、F, 延 长 KI 与 个 4BC 的 外 接 
圆 交 于 工 , 则 L4 | LK. 显 然 ,4 、E、I1、F 四 点 共 圆 ,A、 
L、ITF 四 点 共 圆 , 即 4、L、ETF 五 点 共 圆 . 作 位 似 
旋转 变换 S(L,k, 文 FLB), 使 ，(A4EF) 一 (4BC)， 


LE 
| —»> 一 m 一 一 一 
则 下 一 B,E 一 C, 于 是 ,过 = 
LE 


FB = 4AQ, 所 以 ,过 = 人 .但 LELF = /LEAF =- 


P40 ,因此 人 ELPcn 人 4p0. 这 样 便 有 人 人 LEF = 
LAPO.X LPAL = LLEF,PWM, /PAL = /APQ, 
于 是 PO/ 由 .而 本 14, 故 KI .| PO. 


EC 当 rr 
Fp .注意 EC = 4P， 


26. 设 人 4'B'C' 中 从 4BC, 且 这 两 个 三 角 -~ 
形 的 对 应 边 不 平行 . 证 明 :44’、BB'、CC' 三 线 
共 点 的 充分 必要 条 件 是 这 三 条 线段 的 垂直 平分 4 
线 共 点 . 

证 明 如 图 7.30 所 示 , 因 人 4'B'C' 与 8 
人 入 4BC 同 向 相似 , 且 其 对 应 边 不 平行 ,所 以 , 存 一 区 
在 一 个 位 似 旋 转变 换 S(O0,k,0), 使 人 4BC 一 
和 4'B'C'， 因 而 四 边 形 04BC 由 四 边 形 图 7.30 
04' BC' 
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必要 性 . 如 果 44' 、BB' .CC' 三 线 共 点 P, 则 由 16 题 , 四边形 04BC 与 
04’'B'C' 缘 为 圆 内 接 四 边 形 ,于 是 ,由 例 7.3.8, 存 在 一 点 0 ,使 得 0 到 和 人 4BC 与 
和 人 4'8B'C' 的 任意 两 个 对 应 点 的 距离 相等 . 故 三 线段 44′、BB' 、CC' 的 垂直 平分 
线 交 于 点 0. 

充分 性 .如 果 三 线段 44’ 、8B’、CC' 的 垂直 平分 线 交 于 点 0O. 设 二 M、N 分 
别 为 这 三 条 线段 44′、BB' 、CC' 的 中 点 , 08 = 4. 04, 作 位 似 旋 转变 换 S(O0 ,74， 
你 40B), 则 A 一 B,A'’ 一 B',L> MM, 直线 QL 一 育 线 0M, 所 以 ,0、0Q、L、M 四 
点 共 圆 .同样 ,0 .O、M、N 四 点 共 圆 ,所 以 0 .0、L、.M.N 五 点 共 圆 . 设 44' 与 
BB' 交 于 P, 显 然 ,P.O、L、M 四 点 共 圆 .因此 ,0、P、.0、L、M.N 六 点 皆 在 一 个 
圆 上 .于 是 ,ONVP = 90P = 和 ONC ,这 说明 点 尸 在 直线 CC' 上 .也 就 是 说 , 直线 
CC' 过 直线 44' 与 8B' 的 交点 已 , 即 44'、B8B'、CC' 三 线 共 点 . 


27. 在 锐角 全 48C 中 ,4B 关 4C,H 为 全 ABC 的 垂 心 ,1 为 BC 的 中 点 ,DD、 
E 分 别 为 4B 、4C 上 的 点 , 且 4D = 4AE,D、HE 三 点 共 线 ,求证 :全 ABC 的 外 接 
圆 与 人 ADE 的 外 接 贺 的 公共 终 垂 直 于 HM. (瑞士 国家 队 选 拔 考 试 ,2006) 

证 明 如 图 7.31 所 示 , 设 直线 BH、CH 分 
别 与 4C、4B 交 于 B'、C', 公 ABC 与 公 ADE 的 外 
接 圆 交 于 4、K 两 点 . 因 人 HBD = HCE,， 
LBDH = 一 CE 有 ,所 以 ,人 EDB 与 人 EC 反 向 
相似 ,由 例 7.3.11, HK | 4K. 又 HC’ | 4B， 
HB 1 AC, 所 以 A、C'、.H、B' KK 五 点 共 圆 ,市 
B' 、C' 在 以 BC 为 直径 的 贺 上 ,MM 为 其 圆心 ,由 
例 7.3.10, MK | 4AK, 因 此 ,M、HK 三 点 共 线 ， 图 7.31 
故 HM 」 AK. 


28. 设 DD 是 全 4BC 的 边 4B 上 一 点 . 己 是 人 4BC 的 内 部 一 点 , 且 PD = DC， 
LBAP = /DAC = LCBP./ BPC + /ACB = 180 .求证 :4P | PC. 

证 了 明 ”如 图 7.32 所 示 , 设 4P = :48B, 作 
位 似 旋转 变换 S(A,k,， B4P), 则 4 一 P. 设 
DP 一 D’', 则 PDP’ 在 边 4C 上 .又 人 人 CBP = BAP,， 
所 以 D' 为 直线 BP 与 4C 的 交点 . 因 

DPD’ = 180 - A BPD = 一 4CB 
有 LDPC = LPCD( 因 DC = DP), 所 以 
CPD' = 人 D'CP, 于 是 DP = D'C, 从 而 DPD'D 
垂直 平分 线段 CP ,这样 


687 


几何 变换 
与 几何 证 题 


ZPD'D = LDD'C = 3LPD'C - 9P - /CPD' 


男 一 方面 , 显然 4、B、D、D’ 四 点 共 圆 ,所 以 DB4 = DD'C = 90 - 
了 CPP' .再 注意 全 4BD 人 4PD 即 知 ,人 人 DP4 = DBA = 9 -一 CPD' . 故 
CPA = /CPD' + /DD'PA = 9 


29. 设 DE 为 全 4BC 的 边 BC 上 的 两 点 , 且 4 
了 BA4D = 人 EAC. 求 证 
AB AE .BD 
AC -4D EC 
证 了 明 ”如 图 7.33 所 示 , 设 A4E = k. 4B, 作 D' 
位 似 旋 转变 换 5S(4,k，x BA4E), 则 BB->E. 设 
D 一 D', 则 因 人 人 D'E4 = 人 DB4 < 人 CEA, 所 4 D E CC 
以 ,D’' 在 4C 上 , 且 ED’ = :BD. 图 7.33 


为 一 方面 , 因 人 4D'E = 人 4DB, 所 以 ， 


ZED'C = 人 CD4, 因 此 ,人 EDC cn 入 4DC, 于 是 ,2 - 2< .因而 有 
EL. _ pn 1. _ 45. 
4C AD = ED = 天 BD = /fp BD 


故 AB AE BD 
4C AD EC 


30. 设 全 48C 的 项 角 4 的 外 角 平 分 线 与 直线 BC 交 于 D. 求 证 
AD* = BD. DC - AB.: AC 

证 明 ”如 图 7.34 所 示 , 设 AD = hk， 4B, 作 
位 似 旋转 变换 S(A4,k,， x B4D), 则 8B 一 DD. 设 
D 一 D', 则 D' 在 C4 的 延长 线 上 , 且 4D = 
k. AD, 公 ppP'C 全 ACD, 所 以 

AB .4D' = AD’*, DC* = AC . D'C 

另 一 方面 ,由 三 角形 的 外 角 平 分 线性 质 定 
理 可 得 48B . DC?* = 4C. BD DC. 从 而 AB… 
D'C = BD DC. 于 是 图 7.34 

AB:. AC = AB. D'C- AB.: AD’ = BD. DC - AD? 

故 4D? = BD .: DC - AB. AC. 


B C D 


31. 设 全 ABC 的 内 切 圆 与 边 4B、BC 分 别 切 于 D、E, 帮 BhC 的 平分 线 交 DE 
于 .求证 : 4F 1 FC.( 第 9 届 印 度数 学 奥林匹克 ,1994) 
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证 明 ”如 图 7.35 所 示 , 设 1 是 公 4BC 的 内 A 
心 ,4AF = kk - 4D， 作 位 似 旋转 变换 
S(A,k, < B41), 则 DD 一 FF. 由 于 人 IAC = 


/FAP,H \Y 
LAIC = 180 - 人 LBAC 一 7 LACB = 人 
Was 
B E 全 


90 + CBA - /EDA 


所 以 ,1 一 C, 从 而 人 CFh4 = 了 ID4 = 90, 即 
AF | FC. 


图 7.35 


32. 设 EE、 分别 为 是 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C 与 BD 上 的 点 , 且 公 = ， 
直线 EF 分 别 与 4B、CD 交 于 天 代 . 求 证 :全 KBP 的 外 接 圆 与 人 ECL 的 外 接 圆 的 
一 个 交点 在 直线 BC 上 .( 当 E、F 分 别 为 4C 与 BD 的 中 点 时 ,本 题 为 2004 年 新 
加 坡 数学 奥林匹克 试题 ) 

证 阴 ”如 图 7.36 所 示 , 因 4C 与 BD 相交 ， 


放 存 在 一 个 位 似 旋 转变 换 S(O0,k,90), 使 得 


AC 一 BD ,而 人 = jp ,所 以 一 FF, 于 是 , 设 
AC 与 BD 交 于 P, 则 0、E、P、F 四 点 共 圆 .又 由 
推论 2.3.1 知 ,0、C、L、E 四 点 共 圆 ,0、F、K.B 
四 点 共 圆 , 这 就 是 说 ,0 既 在 全 ECL 的 外 接 圆 
上 ,也 在 全 KBF 的 外 接 加 上 ,因此 ,0 为 全 ECL 
的 外 接 圆 与 全 KBF 的 外 接 圆 的 一 个 交点 . 设 这 
两 个 圆 的 另 一 个 交点 为 0, 则 人 C00 = 人 人 PEO0, 人 00B = 人 OFP, 所 以 
LCOO0 + 了 人 00B = LPEO + LOFP = 180 

这 说 明 B、0O、C 三 点 共 线 , 即 点 0 在 直线 BC 上 . 换 句 话说 , 公 KBF 的 外 接 圆 与 
人 ECL 的 外 接 圆 的 一 个 交点 9 在 直线 BC 上 . 


33. 在 四 边 形 4BCD 中 , P 、O 分 别 为 边 BC 、 


AD 上 的 点 ,目地 = 名 .直线 PQ 分 别 与 4B，| 
CD 交 于 EF 两 点 , 记 合 E40、 全 EBP 全 FPC、 
全 FQOD 的 外 心 分 别 为 O01、0，、03、04. 证 明 : 四 
边 形 0 0, 0304 中 四 边 形 4BCD. 

证 明 如 图 7.37 所 示 , 设 全 E40 与 
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全 EBP 的 外 接 圆 交 于 五 .0O 两 点 , 则 和合 040 中 人 08BP. 再 由 人 -2 即 知 


op ~ PC 
公 00D 内 全 0PC, 于 是 ,全 00P 中 全 0DC, 所 以 
+ O0P = + ODC, + O00E = ¢ ODE 

由 于 点 下 是 PQ 与 CD 的 交点 ,从 而 0、F、.0、D 四 点 共 圆 ,0、F、.P、C 四 点 
共 圆 .因此 ,公有 40、 全 EBP、 公 FPC 全 FOD 这 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 0. 因 
+ 0014 = 2 OEA, + 00;3B = 2 + OEB, ¢ O003C = 2 4 OPC = 2 + OFB, 
类 004DP = 2 + O00D = 2 ¢ OEA, 所 以 , ¢ 0014 = ¢ 002B = 4 003C = 
004D. 而 001 = 014,00, = 0;B,00; = 03C, 全 00 = 04D, 因此， 
和 人 040 岂 人 0;BO0 内 全 03C0 中 全 01D0. 于 是 , 设 00 = .04,A4A00| = 
9 , 作 位 似 旋转 变换 S(O,k,9), 则 四 边 形 4BCD 一 四边形 010;0;304. 故 四 边 
形 0 0203 04 cm 四 边 形 4BCD. 


34. 在 人 4BC 的 形 外 作 人 DBC 、 人 PFC4 .全 FAB, 使 得 人 CAE = 人 F4B = 
30, LEDA = /ABF = 人 DBC = 4$ ,BCD = 60. 求 证 : CF 上 DE. 

证 明 ”如 图 7.38 所 示 , 令 4C = EC, 则 FB = -1.4B. 作 位 似 旋 转变 
换 SCC,,4$9), 则 五 一 4. 设 万 一 也 , 则 二 PPDC = AEC = 105°. 但 
二 CDB =75°, 所 以 D' 在 BD 的 延长 线 上 . 因 人 D’ = 3P, 人 人 D'BC = 4$ ,所 以 
全 FBA 由 从 CBD' .于 是 ,再 作 位 似 旋 转变 换 S(B,k-1,45°), 则 有 4A 一 FF,D’ -> 


S(B,k-!,45°)S(C,k,45°) 
C, 从 而 DE CE. 


图 7.38 
肪 一 方面 ,内 k-! “ k 一 1 ,43” 十 49” 一 90? ,所 以 ,存在 点 0 ,使 得 
S(B,k-!',45°)S(C,k,45°) = S(O0,1,90) = R(O ,90°) 


R(O ,90°) 


是 一 个 旋转 变换 .于 是 有 DE CF. 故 CF LDE. 


35. 设 公 048B 与 全 0CD 是 两 个 反 向 相似 三 角形 ,再 以 4C 为 底 边 作 等 腰 三 
角形 PA4C ,使 x 4PC = 2 x 408 .求证 :OP | BD. 
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证 明 ”如 图 7.39 所 示 , 设 x 40B = x DOC =0,04 = 上 .05, 则 


S(O,k,—-0 R(P,20 S(O,k :,-0 
B ( ) ( ) ( 2 万 


因 -0+20_-0-=08- .8 = 1 所 以 
S(O,k-!, -~ 0)R(P,20)S(0,k, -0) = 7T(BD) 


是 一 个 平移 变换 . 
设 0 0 0- 和 0 因 0 是 位 似 旋 转变 换 S(0,k, - 9) 的 


不 动 点 ,所 以 . 0 Sw) 0' .因此 ,00' // BD.X 


+ PO0 = 三 POO + 0100' = 90P -0+0 = 9 
所 以 PO | 00'. 而 00' /BD. 故 OP | BD. 


36. 已 知 公 ABC 岂 人 DEC 内 全 FEG 由 人 DBG. 求 证 :A 、.D、F 三 点 共 线 , 旦 
D 为 4F 的 中 点 . 

证 了 明 ”如 图 7.40 所 示 , 设 BC = kl: CA,CA = kk,，AB,AB = 有 BC, 
a =LBAC,B= LCBA,Y = LACB. 因 人 ABC BADECH A FEGD A DBG, 
所 以 


S(tD, ki,Y) SC(D,k,,a) SC(B, ks,B) 
已 一 一 一 一 一 


图 7.39 图 7.40 


好 D 是 变换 S(B,k3,B)S(D,k2,a)S(G,h,7Y) 的 一 个 不 动 点 .但 显然 有 
kikzks = l,a+ P+Y = 180 
因此 
S(B,k3,8)S(D,k2,a)S(G,ki,Y) = 
S(D,1,180) = R(D,180) = C(D) 
是 一 个 以 D 为 反射 中 心 的 中 心 反 射 变换 .又 


SC(G,k,7) S(D, k2,a) S(B, ks,B) 
F 1 E 2 rr 3 月 4 
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所 以 ,下 -2 4. 故 4.D、F 三 点 共 线 ,日 D 为 4F 的 中 点 ， 


37. 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B 、CD 为 一 直角 边 ,4、D 为 直角 顶点 问 形 外 
作 两 个 反 向 相似 的 直角 三 角形 4BE .DCF ,再 以 4D 为 一 边 向 形 外 作 全 G4D ,使 
DAG = 了 6CD4 = 人 4BE .求证 :6 为 EF 的 中 点 的 充分 必要 条 件 是 4D // BC ， 
且 BC =24D. 

证 明 ”充分 性 .如 图 7.41 所 示 , 若 4D // 


BC, 且 BC = 24D. 设 直线 48 与 CD 交 于 0, 则 ~~ 
一 为 天 


4 人 分 别 为 08、OC 的 中 点 , 而 4E | 0B， G 
DF | OC, 所 以 ,全 04E .全 ODF 是 两 个 分 别 以 — 一 


4.D 为 直角 顶点 的 反 疝 相似 的 直角 三 角形 . 又 
由 一 ph46 = 人 6D4 知 ,G4 = GD. 因 此 

Ac .DF .VE _)] 

GD FO EA 图 7.41 

另 一 方面 ， 由 人 E04 = DO4 = 
了 DAG = 一 CD4 ,有 
4D6E = 2 AEO = /AEO + /OFD 
所 以 , x DG4 + 0FD + 450 = 360. 因 而 由 定理 7.5.1 即 得 
FGE = + FDO +4 OAE = 0 + 9%0F = 180 


FG _ FD .OE _ i 


必要 性 . 若 G6 为 EF 的 中 点 . 仍 如 图 7.41 所 示 , 延 长 BA 至 0 ,使 40 = 4B， 


则 EB = E0, 且 BEO = 人 4CD, 所 以 人 EBO 办 人 C4D, 从 而 多 - #6 - 


、 一 


0 
~ 


EO 
.又 FE = 2CF, 因 此 


40 .CE .EO 
DG FE O04 ~ 
另 一 方面 , 因 yx GDA + EFG + 4 AOE = + GDA +0+z AOkE = 360 ,于 
是 由 定理 7.5.1 
+ FDO = + FCGE + EAO = 180 - 90P = 90 
县 
rp Fe EA EA 
DO ~ GE 40 ~ AO 
所 以 ,全 ODF 全 O04E 会 CDF. 这 说 明 全 0DF 之 全 CDF. 因 而 0、D、C 二 
点 共 线 ,日 DD 为 0C 的 中 点 .再 注意 4 为 0B 的 中 点 即 知 4D // BC, 且 BC = 24D. 
另 证 ”如 图 7.42 所 示 , 作 个 AGK 与 全 4EB 反 向 相似 , 则 全 DGK 与 人 DFC 
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反 向 相似 .再 设 MN 分 别 为 KB 、KC 的 中 点 , 则 


BC // MN, BC = 2MN. 由 例 7.1.6,AM | EG, eA 
DN | GF. 且 由 例 7.1.6 的 证 明 不 难 知 道 
1 AB 
AM = 万 ，45 EC 
DN = 了 .CCGF = 六 . 4 


于 是 ,G 为 EF 的 中 点 避 4M jy DN WE = 
GFesAM | De4D | MNes AD /BCH 
BC =247. 


图 7.42 


38. 在 等 边 凸 六 边 形 4BCDEF 中 ,4+C+ 下 = /B+ 人 D+/F. 
证 明 :4 = DB = /AE,AC = 天 (第 54 届 匈牙利 数学 奥林匹克 ， 
1953) 


证 明 ”如 图 7.43 所 示 , 由 假设 可 知 , 人 A+ ja E 
LC+LE = 360,8 
CD.EF.AB_| , 
DE FA BC » 
于 是 ,考虑 人 ACE 及 人 CDE 、 和 人 FF4、 和 人 4BC， 
由 定理 7.5.1 
LFDB = LFEA + /ACB = /LEAF + /BAC C 


同 理 , CAE = 人 BDC + 人 EDF. 因 而 
(LEAF + ALBAC)+ /CAE = 
FDB + (LBDC + LEDF) 
即 A BAF = 一 EDC. 同 理 , 一 CB4 = FED,/ BCD = /AEF. 


39. 平面 上 两 贺 相 交 , 4 为 其 中 的 一 个 交 
点 .有 两 个 动 点 同时 从 点 4A 出 发 ,各 以 恒 速 以 相 
反 的 方向 沿 其 中 的 一 个 圆 绕 行 一 周 后 同时 加 到 “ 
出 发 点 4. 证明 ;在 平面 上 存在 一 点 已, 在 任何 
时 刻 , 点 P 到 两 个 动 点 的 距离 都 相等 . 

证 明 ”如 图 7.44 所 示 , 设 01 与 0; 交 
于 4、B 两 点 ,过 8 作 季 直 于 48 的 割 线 分 别 交 
O01 与 0; 与 男 一 点 C.D, 则 C.D 是 两 个 动 图 7.44 
点 同时 到 达 的 位 置 . 

设 两 个 同时 从 点 4 出 发 的 动 点 在 某 一 时 刻 分 别 到 达 01 上 的 点 8( 产 C0) 
与 @ 0; 上 的 点 R( 产 D) 的 位 置 , 则 人 40D 与 人 4RD 是 分 别 以 OQ、R 为 直角 顶 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


点 的 两 个 反 向 相似 的 直角 三 角形 . 于 是 , 设 P 为 CD 的 中 点 , 则 x CPD + 


_ CP .DR .AQ _ 
x DRA + «AQC = 180 +90 + 9 =360, 日 Bi * RA oC = 1. 由 定理 7.5.1， 


RP PD AC ， i 、 
PO = 54 “CG = 1 所 以 ,PO = PR. 换 句 话说 ,对 于 CD 的 中 点 P( 这 是 一 个 与 
动 点 Q、R 无 关 的 定点 ), 恒 有 PQ = PR. 

注 ”这 里 实际 上 给 出 了 习题 4 第 7 题 的 另 


一 个 证 明 . 


40. 设 点 己 在 人 4BC 的 边 BC 所 在 的 直线 
上 ,点 D.E、F 满足 条 件 : 人 DBP 中 人 EAC, 
和 DPC 出 全 FBA. 证 明 : D、E、F 三 点 共 线 , 且 
DD _ BP 
DE ~ PC 

证 明 如 图 7.45 所 示 , 因 个 DBP 少 
EAC,ADPC TH AFBA, 所 以 ，< AEC = + BDP, +¢ BFA = PDC, 
CEA = 大 DPB, ABF = PDC, 有 EG 三 A 二 25 .于 是 

CDB + AEC + BFA =yCDP+y BDP + PDC = 360? 


图 7. 45 


县 


及 .CC 4 _ 到. 已.D |] 
DC EA FB ~ DC BD DP- 

由 定理 7.5.1, z EDF = ECA + ABF = DPB + CPD = 180, 且 
ED EC _AB DP CP PC 


J 一 和 ee 


- FD _ BP 
放 D、E、F 三 点 共 线 ,日 一 PC 


41. 设 人 4B8C 与 人 CDP 为 两 个 转向 相同 的 
正三 角形 , M 为 BD 的 中 点 ,N 为 4E 的 中 点 ,0 
为 人 4BC 的 中 心 .求证 :分 OME 全 OND.( 第 
28 轴 保 加 利 亚 数 学 奥林匹克 ,1979) 

证 明 如 图 7.46 所 示 , 显 然 , BM = MD， 
DE = EC,CO = 0B, 所 以 


勾 DMB + CED + BOC = 180 + 
60P +120P = 360? ,由 定理 7.5.1 
+ EMO = + EDC + CBO = 602 +30 = 90? 
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类 MOE = + MBD +4+ DCE =0+608 = 60 
同 理 , ¢ OND = 90P, x DON = 60. 故 作 OME ww 作 OND. 


42. 设 0 为 四 边 形 4BCD 所 在 平面 上 一 点 ,在 任意 四 边 形 EFGH 的 四 周作 
人 EKF th A DOC,ASFLG th 人 A0D,A 人 GMH 人 BOA, 人 HNE 内 和信 C0B. 证 
明 .存在 点 已 ,使 得 人 NPM 中 人 ABC, 人 LPK 示人 和 八 CDA. 

证 明 ”如 图 7.47,7.48 所 示 , 作 人 EPG 内 人 40C, 因 人 CMH 中 和 BO4， 
人 HNE 由 全 COB, 于 是 ,考虑 公 4BC 和 三 点 E.G、H 以 及 个 ACD 和 三 点 EL、 


6G, 由 推论 7.5.1 即 知 公 NPM 中 全 ABC, 作 LPK 中 八 CD4. 
D 


by 
一 ， 


图 7.47 


43. 在 公 ABC 的 三 边 上 作 三 角形 BDC 、CEA .4FB ,使 得 . 六 。 人 = 1 ， 
是 BDC + CEA + 区 AFB = 360p. 再 设 4.B、C 分 别 关 于 有 FFD、DE 的 对 
称 点 为 4 、B'、C' .求证 :全 A'B'C' 与 人 4BC 反 向 相似 . 
证 明 如 图 7.49 所 示 , 由 x BDC + 
CEA + + AFB = 360 可 知 
EAF +¢ FBD + DCE = 360 
BD CE .AF 


EA EB 
. »。 < 日 一 .二 一 
XpC “EA4 “FB = 1 哎 明 , 5 Bp 
DC 


FE =1, 由 定理 7.5.1 


BAC = + BFD + DEC 

CBA = + CDE + EFA 
ACB = + AEF + 4 FDB 

为 一 方面 , 因 EAF + FBD + DCE = + FAD + + DBF +4 ECD = 


EA FB DC EA4 FB DC Ly 
360° ,日 pF BD CE = AF Bp’ = 1. 因而 再 一 次 由 定理 7.5.1， 


广 84C = BFD+Y DEC = 类 DrB+x CED = 4 CAB. 同 理 , yy CB'4 = 
大 ABC, AC'B = 六 BC4. 故 人 4BC' 与 人 4BC 反 向 相似 . 
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44. 分 别 以 四 边 形 4BCD 的 顶点 B、C 为 直角 顶点 ,4B 、CD 为 一 直角 边 在 形 

外 作 直 角 三 角形 4PB、C0D ,再 以 BC 为 一 边 在 形 外 作 公 BRC ,使 得 
LBPA = LBCR = 30,/DOC = LRBC = 45° 

设 $ 是 边 4D 上 一 点 , 且 SD = V345. 求 证 : PQO | RS, 且 PO = (1 + 3)RS. 

证 明 ”如 图 7.50,7.51 所 示 , 作 和 矩形 KLMN ,使 LM = (1 +Y3)KL,0 是 边 
LM 上 一 点 , 有 旦 OM = VY31L0, 则 有 人 PAB 几 人 ONM, 人 QCD 内 全 OIK， 
人 RBC 由 全 OKN, 公 SDA 中 个 OML( 退 化 的 三 角形 ). 于 是 ,由 定理 7.5.2 即 得 
PQ | RS,H PQ = (1 + V3)RS. 


图 7.51 


六 


45. 分 别 以 全 4BC 的 边 4C 、4B 为 一 直角 边 , 4 为 直角 项 N 

点 向 形 内 方向 作 两 个 直角 三 角形 4EC,ABF, 使 人 CEA = 

30 ,AFB = 45°.D 为 BC 边 上 一 点 ,和 且 BD = Y3DC. 求 证 : 

AD | EF,H AD = 六 (V3 - 1)EF. O 
证 明 ”如 图 7.52,7.53 所 示 , 作 甜 形 KLMN ,使 LN = 

(1+Y3)KL,O 是 边 KN 上 一 点 , 且 ON = VY3KO, 则 有 人 

A EAC PAONM,AFBA 小 和 人 OIK, 和 ADCB 小 人 OKN( 退 图 7.52 


化 的 三 角形 ). 于 是 ,考虑 退化 的 四 边 形 44CB ,由 定理 7.5.2 


, 1 1 
如 得 EF | AD, 和 日 AD = 一 一 一 -~ 一 (V3 - | 
得 EF | 县 万 -三 > (V3 1) EF 


几何 变换 
与 几何 证 题 


Geometric transformations and their applications 


4 


B D C 


图 7.53 

46. 在 任意 四 边 形 4BCD 外 作 四 个 相似 萎 形 441 BB、BBi1Cy;C、CC1DsD、 
DD1424, 使 人 DAh, = 人 414B = BCC, = CCD ,一 4BB，= LBIBC = 
CDD; = 人 D1D4 ,再 设 K、L、M、N 分 别 为 414，,、B1B，、C1C;、D1D, 的 中 点 . 求 
证 : KM | LN. 

证 明 ”如 图 7.54 所 示 , 因 凌 形 的 两 对 角 线 互相 垂直 平分 ,于 是 , 设 01、0，,、 
03、04 分 别 为 菱形 441828、BB1C2C、CC1D3D、DD1h2h 的 中 心 , 则 由 定理 
7.5.1( 见 第 39 题 的 证 明 ) 


图 7.54 
OKOa = L011A1A + LAd4204 = BAA 
AOLO = LO0BiB + LBB,O0, = /BB,A) 
KO4 = KOi,LO! = LO;, MO, = MO3, NO, = NO， 


— 5 Po _ AB 
另 一 方面 ,如 图 7.55 所 示 , 作 矩形 PQRS ,使 /天 = BA 


并 设 0 为 矩形 PORS 的 中 心 , 则 不 难 知 道 ,个 L010, 只 
人 OSR, 人 M00; 内 人 0PS, 人 NO304 内 人 00P， 
全 KO401 中公 0RQ ,于 是 ,由 定理 7.5.2 即 知 , KM | LN. 


47. 在 人 4BC 中 ,4B > 4C,D、E 为 边 BC 上 的 两 点 , 且 人 BAD = 人 人 EAC. 
求证 :4B .， A4E > AC . AD. 

证 明 如 图 7.56 所 示 , 因 4B > 4C, 所 以 ,了 4CB > CBAh. 以 4 为 位 似 
中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 B 一 C, 设 DD 一 D', 则 人 ACD' = 人 4BD < /CB4， 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


所 以 D' 在 4E 上 .于 是 4D’' < 4E. 帮 4B.:AE > 4 
AB . AD’ = AC : AD. 


48. 在 梯形 4BCD 中 ,4D // BC,P、0 分 别 


为 采 DC 、4B 上 的 点 .证 明 : 若 jp = IC , 则 
人 人 PAB WN A 人 QDC B Dp EF Cc 

证 明 ”如 图 7.57 所 示 , 设 直线 4B 与 CD 交 
于 S$S, 以 S 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反 射 变换 ,使 
A 一 D, 则 B 一 C ,直线 48B 与 DC 互 变 . B 

PA PB .PA OD PA OD 

因 00 = 0C 所 以 p8 = 6C - 设 确 = 如 = g 
4, 则 以 A4、B 为 定点 、X 为 定 比 的 阿 氏 圆 一 、 
以 D、C 为 定点 、4 为 定 比 的 阿 氏 圆 . 而 直线 四 
CD 一 直线 48 ,所 以 ,以 4、B 为 定点 的 阿 氏 | 全 NN_-_--- 人 3 
圆 与 直线 CD 的 交点 一 以 D、C 为 定点 的 阿 “性 - 居 ? 
氏 圆 与 直线 4 有 8 的 交点 , 即 P 一 0. 故 公 PAB 
DN 人 ODC. 


图 7.56 


图 7.57 


49. 在 梯形 4BCD 中 ,4B // CD ,对 角 线 4C 与 BD 交 于 点 0,4B 和 CD 的 垂 
直 平 分 线 分 别 与 ~408 的 平分 线 交 于 点 E、F, 点 在 BC 上 的 射影 为 P, 点 FF 在 
AD 上 的 射影 为 0. 求 证 :4 .8、P、0 相 点 共 圆 . 

证 明 如 图 7.58 所 示 , 由 假设 ,点 5 是 人 DO4 的 外 角 平 分 线 与 线段 4D 的 
垂直 平分 线 的 交点 ,因而 点 5 在 全 DOAh 的 外 接 圆 上 , 换 句 话说 ,D、4、E、0 四 点 
共 圆 . 同 理 ,0、F、B、C 四 点 共 圆 .所 以 人 4DE = 人 AOE = /FOB = 人 FCB. 又 
ED = Eh4,FB = FC, 因 此 ,全 4D 与 人 AFBC 反 向 相似 .于 是 , 设 直线 4D 与 BC 
交 于 S, 以 5 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反 射 变换 ,使 4 一 B, 则 D> C,E 一 ,直线 
BC 与 直线 4D 互 变 , 从 而 在 直线 BC 上 的 射影 一 下 在 直线 4D 上 的 射影 , 即 
PP 一 0. 故 B.C、P、0 四 点 共 圆 . 


Geometric transformations and their applications 


S$0. 用 位 似 轴 反射 变换 证 明 习 题 5 第 17 题 . 

习题 5 第 17 题 : 设 DE 分别 是 全 4BC 的 边 48 、4C 上 的 点 , 且 DE // BC， 
在 线段 BE 和 CD 上 分 别 存 在 一 点 P 和 0, 使 得 PE 平分 人 CPD ,CD 平分 
FEOB. 求 证 :4P = 40. 

证 明 如 图 7.59 所 示 , 设 BE 与 CD 交 于 
点 0. 以 0 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 
B>C,E -> D, 则 BE -> CD ,直线 CD -> 直线 
BE .由 于 CD 平分 人 EQB ,BE 平分 了 人 CPD, 所 以 

CP CO BO BO 
PD ~ OD ~™ OE ~ OE 
仿 前 面 第 48 题 的 讨论 可 知 ,0 一 P, 于 是 B、C、 
QP 四 点 共 贺 ,P.O0、E.D 四 点 共 圆 . 设 这 两 图 7.59 
圆 的 半径 分 别 为 rr , 则 由 一 BPC = 180p - 人 EPD 及 正弦 定理 
rl 2rsin 一 BPC BC 
r2 ”2r2sin EPD ~ DE 
因此 ,直线 BD 与 CE 的 交点 4 即 为 这 两 圆 的 外 位 似 中 心 .但 两 贺 的 位 似 中 心 一 
定 在 两 圆 的 连 心 线 上 , 而 当 两 圆 相 交 时 , 连 心 线 是 两 圆 的 公共 弦 的 垂直 平分 线 ， 
故 4P = 40. 


$1. 设 和 人 048 与 人 OCD 是 两 个 反 向 相似 直 
角 三 角形 ,分 别 以 4、C 为 直角 顶点 .过 B 作 OC 
的 垂 线 , 垂 足 为 8; 过 忆 作 Oo4 的 垂 线 , 垂 足 为 
Ff.AE 与 CF 交 于 P. 求 证 :0P | 8D.( 中 国 国 家 
队 培 训 ,2005) 

证 明 ”如 图 7.60 所 示 , 以 0 为 相似 中 心 作 
位 似 轴 反射 变换 ,使 4 -> C, 则 B 一 D,0B 一 
OD ,直线 OC -> 直线 04 ,所 以 ,点 B 在 0C 上 的 
射影 一 点 DD 在 直线 04 上 的 射影 , 即 E 一 下, 从 
此 4E 一 CF ,于 是 , 设 08 与 4E 交 于 MM,O0D 与 CF 交 于 N, 则 M 一 N, 从 而 
MN // BD. 

男 一 方面 ,显然 ,0、4、B、E 四 点 共 圆 ,所 以 人 DOC = 人 A0B = 人 AEB. 而 
BE | 0C, 因 此 ,A4E | 0D. 同 理 ,CF | 0B8. 由 此 可 知 ,点 PP 是 个 OMN 的 重心 ， 
于 是 OP | MN. 故 0P | BD. 


52. 过 公 ABC 的 顶点 B、C 的 一 个 圆 分 别 与 4C、4B 交 于 男 一 点 E、F.P、O 
两 点 使 得 PC = PF, QE = 0B, x CPF = 2 4CB, EQB = 2 < CBA. 求 证 : 
A、P、0 三 点 共 线 . 


几何 变换 
与 几何 证 题 


证 明 ”如 图 7.61 所 示 , 设 其 圆心 为 0, 则 
+ EOB =2¢ ACB, ¢ COF = 2 4 CBA,O0B = 
OE, OC = OF .于 是 ,以 4 为 相似 中 心 作 位 似 轴 
反射 变换 ,使 有 一 C, 则 巨 一 下 ,OO 一 0 所 以 ， 
40、 40 是 一 B4C 的 两 条 等 角 线 . 同 理 ,4P、40 
也 是 一 B4C 的 两 条 等 角 线 .这 说 明 P、0 两 点 都 
在 40 关 于 一 EUh4C 的 等 角 线 上 , 故 4、P、O 三 点 
共 线 . 


图 7.61 


53. 设 圆 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 延 长 后 分 别 交 于 E、F, 对 和 角 线 48 
和 CD 的 中 点 分 别 是 M 和 NWN. 求证 : 
MN 1|AC BD 


A 


EF ~ 2|BD ~ AC 

证 明 ”如 图 7.62 所 示 , 设 AC = :BD, 以 
F 为 位 似 中 心 , 4FB 的 平分 线 为 内 反射 轴 , 
为 位 似 比 作 位 似 轴 反射 变换 , 则 B 一 4,D 一 
C. 设 EE 一 El, 则 ELF = 有 EF; 同样 ,如 果 以 
-1 为 位 似 比 作 位 似 轴 反 射 变换 , 则 4 一 8， 
CD. 设 E>E, 则 EF = k!. EF,H EE、 
E, 都 在 EF 关于 4FB 的 平分 线 对 称 的 直线 
上 ,了 EE =| EIF ~- EF,=|k-k-!i 
FEF. 图 7.62 

为 一 方面 ,由 全 ECA 人 EBD, 人 人 EIACW AEBD 和 MAECAw A 人 FIAC, 从 而 
全 ECh 安 公牛 4C ,所 以 ,四边形 CE1AE 是 一 个 平行 四 边 形 , 因 此 ,MM 是 EE 的 
中 点 . 同 理 ,N 是 EB 的 中 点 ,于 是 ,MN = 池 E1E2 = 半 1 大 -IT EF. 故 


2 
MN - 工 | 工 |4C BD 


EF 2 ”21IBD AC 


54. 在 图 内 接 四 边 形 4BCD 中 .4C 与 BD 交 于 E,AD 与 BC 交 于 F.LMN 
分 别 为 4B、CD 、EF 的 中 点 .求证 :MEN = NLE. 

证 明 ”如 图 7.63 所 示 , 设 4B = 大. CD, 以 下 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反 射 变 
换 ,使 C 一 4, 则 DD 一 B. 设 EE 一 Ei, 则 4E1BE 是 一 个 平行 四 边 形 , 且 FE = 上 
* FE ., 骨 以 FF 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 4 一 C, 则 BB->D. 设 EE,， 
则 ECE2D 是 一 个 平行 四 边 形 , 且 FE, = 1 FE,Ei、Es\F 三 点 共 线 ,由 此 可 
知 FEL: FE, = FE?, PV AEEF = /FEIE ,但 LM.N 分 别 为 EE 、EE,、EF 
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的 中 点 , 所 以 L、.M、N 在 以 直线 上 , 且 LN 7/ 
EF, 克 LMEN = LNLE. 


55. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 AC 
与 BD 交 于 点 P, 公 PBC 与 全 PA4D 的 尼 心 分 别 为 
Hi、H;. 求 证 :4B、CD、HIH， 三 线 共 点 或 互相 平 
行 . 

证 明 ”如 果 4B // CD( 图 7.64), 则 四 边 形 
ABCD 是 一 个 等 腰 梯 形 或 矩形 ,由 对 称 性 即 知 ， 
HiH,/ AB/ CD. 

现在 考虑 4B 类 CD 的 情形 . 

如 图 7.65,7.66 所 示 , 设 直线 48B 与 CD 交 
于 S$, 以 P 为 相似 中 心 作 位 似 轴 反射 变换 ,使 
A 一 B, 则 DD -> C,H 一 瑟 . 设 $S 一 5, 则 
和 人 ASPBCcnAS47D. 显然 和 人 SCB 全 SAD ,所 以 
人 SBCcnASCB ,因此 和 人 SBCS 客 和 人 SCB ,从 而 
四 边 形 SCS'B 是 一 个 平行 四 边 形 . 


图 7.64 


另 一 方面 ,因为 有 是 全 PBC 的 垂 心 , 所 以 人 PBH, = 人 H,CB, 而 和 SBP = 
PCS, 因此 ,人 人 SBH，= 人 HCS( 当然 也 有 到 到 BS'，= 人 S'CH,). 从 而 由 
例 3.1.1 及 习题 3 第 3 题 , 了 HSB = 人 BS'H,( 图 7.65 的 情形 ) ,或 人 SH,C = 
BBS (图 7.66 的 情形 ). 但 全 HS'B 全 HiSA, 所 以 人 BS'H, = 人 HiS4， 
了 BH,S' = 人 SH1h4, 于 是 人 HSB = 人 Hi1SA( 图 7.65 的 情形 ), 或 人 SH,C = 
3S6i4( 图 7.66 的 情形 ). 在 前 一 种 情形 ,显然 Hi、S、H 三 点 共 线 ;在 后 一 种 情 
形 ,注意 CH, ] 而 4( 都 垂直 于 BD) ,因而 Hi、$S、 三 点 也 共 线 . 故 4B、CD、 


HH 三 线 共 点 . 
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习题 8 


1. 设 P、.Q、R 三 点 在 反 演 变换 1( 0,k) 下 的 反 点 分 别 是 点 P'、0' 、R' . 试 证 
+ POR++ PO'R' = ¢ POR 
证 明 ”如 图 8.1 ~ 8.4 所 示 , 由 定理 8.1.1,P、Q、0'、P' 四 点 共 圆 ,0、0'、 
R、R' 四 点 共 圆 ,所 以 ¢ P'0'0 = 0PO, x 00'R' = x QRO. 但 
大 OPO = ¢ POQ + OQ0P, + ORO = 4 OQ0R + ROO 
因此 
POR =+ PQO'O+ O00R = OPO + ORO = 
(大 POQ + 类 O00P) + (+ QOR + RQO) = 
(¥ POQ +x QOR) + (¢ RQOO + OQ0P) = ¢ POR + ROP 
故 文 POR + P'O'R’ = ¢ POR. 


2. 以 点 PP 在 全 4ABC 的 三 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 射影 为 顶点 的 三 角形 称 为 点 P 
关于 全 ABC 的 垂 足 三 角形 . 设 人 4BC 的 三 顶点 4 、B8、C 在 反 演变 换 I(0,k) 下 
的 反 点 分 别 为 4'、B'、C' .求证 :全 A4'B'C' 与 反 演 中 心 0 关 于 公 4BC 的 垂 足 三 角 
形 同 向 相似 . 


几何 变换 
与 几何 证 题 ?02 


Geometric transformations and their applications 


证 明 如 图 8.5 所 示 , 设 反 演 中 心 了 在 
BC 、C4 、4B 上 的 射影 分 别 为 D、E、F, 则 8、D、 
PF 四 点 共 圆 ,P.D.CE 四 点 共 圆 , 所 以 ， 
+ PDF = + PBA, + EDP = x ACP, 从 而 
大 ED = + EDP + PDF = 4 ACP + 4 PBA. 

另 一 方面 ,由 定理 8.1.1,4.B、B' 、4' 四 点 
共 圆 ,4 .4'、C' 、C 四 点 共 圆 ,所 以 , 文 忆 4'P = 
+ PBA, + PA'C' = 大 4CP ,于 是 图 8.5 

BA'C' = + BA'P+Y PA'C' = 
+ PBA + ACP = + EDF 

同 理 , ¢ 6CB4 = FED, + A'C'B’ = + DIE. 故人 4'BC on 和 人 DER. 


3. 设 4、4' 是 反 演 变换 1( 0,r) 的 两 个 互 反 点 ,P 是 其 反 演 加 上 的 任意 一 
点 . 试 证 :4 是 一 个 常数 ， 
证 明 ”如 图 8.6 所 示 , 不 妨 设 点 4 在 反 演 
圆 外 ,而 其 反 点 4' 在 反 演 圆 内 ,再 设 直线 44; 
与 反 演 圆 交 于 C、D 两 点 . 因 反 演 圆 的 半径 为 r， 
所 以 
CA = O04A-r,CA’ = +- 04’ 
DA = r+ 04,DA’ = 04' +r 
但 由 04， 04' = rr 可知 
(r+ OA)(r - 04’) = (04 - r)(04A’ + 7) 图 8.6 
于 是 


DA” OA’ +r r ~ O04’ CA’' 


DA “r+t0o04 04-r 0¢C4A 
这 说 明 反 演 圆 是 以 4' 、4 为 定点 , 64-( = 了 4-) 为 定 比 的 一 个 阿 氏 阅 . 故 对 反 演 


PA’ CA’ 罗网 
圆 上 的 任意 一 点 P,ps = Cd 是 一 个 第 数 . 


4. 对 于 平面 上 任意 四 个 不 同 的 点 4.B .CD ,比值 -220 称 为 有 序 四 点 


A、B、CD 的 交 比 .证明 :; 反 演变 换 保 持 有 序 四 点 的 交 比 不 变 . 
证 阴 ” 设 有 序 四 点 4、.8、C、D 在 有 反 演 变换 1(O0,k) 下 的 反 点 分 别 为 4A'、 
B'、C'、D', 则 由 定理 8.1.2 


| ki 
OA. OC 


| k | 


4(4 = 0B. OD 


* AC,B'D' = BD 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


Ik| 


| 于 | 。 
0O4 ， OD 


0B. OC 


AD 


BC = . BC,A'D = 


由 此 即 知 
A'C'.BD AC:BD 
BC .4D = BC.AD 
这 就 是 说 , 反 演 变换 保持 有 序 四 点 的 交 比 不 变 . 


5. 试 证 :不 过 反 演 中 心 的 圆 厂 的 圆心 的 反 点 ,是 反 演 中 心 关于 圆 及 的 反 形 
的 反 点 ;过 反 演 中 心 的 圆 了 的 圆心 的 反 点 ,是 反 演 中 心 关 于 圆 T 的 反 形 的 对 称 
点 . 

证 了 明 ”只 需 考 虑 双 曲 型 反 演 变换 的 情形 . 

先 证 前 一 结论 .如 图 8.7 ~ 8.10 所 示 , 因 圆 卫 不 过 反 演 中 心 0 ,所 以 圆 一 的 
反 形 仍 为 不 过 反 演 中 心 的 一 个 圆 三 . 设 圆 了 的 圆心 分 别 为 PP、O ,圆心 PP 的 
反 操 为 P' .射线 OP 与 圆 的 一 个 交点 为 4,7 了 是 圆 了 上 不 在 直线 OP 上 的 一 点 ,点 
4 与 了 的 反 点 分 别 为 4 、7 , 则 4' 与 7 缘 在 圆 忆 上 , 且 4、4 7 、 了 四 点 共 圆 ， 
所 以 类 477 = 04'7 .又 克 04m = ATO, 740 = PT4, 且 由 推 
i 论 8.1.1, 类 PTA = + A4'T'P' ,因此 , ¢ ATT' = 广 470,， Th40 = ATP', 
于 是 六 007” = ATT -7T40=+¢ A4TO-YyATP =x PTO, 所 以 ， 
全 POT 人 700. 这 样 便 有 OP 00 = TY*. 故 点 P' 是 反 演 中 心 0 关于 圆 
了 的 反 点 . 


图 8.9 图 8. 10 
再 证 后 一 结论 . 如 图 8. 11,8. 12 所 示 , 因 圆 卫 过 反 演 中 心 , 所 以 圆 卫 的 反 形 
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是 不 过 反 演 中 心 的 一 条 直线 L. 设 贺 厂 的 圆心 为 P, 在 加 厂 上 取 不 在 直线 OP 上 
的 一 点 4. 再 设 点 P、4 的 反 点 分 别 为 已 .4 , 则 4 、4、P、P 四 点 共 圆 ( 若 4 是 
自 反 点 , 则 04 是 过 4、P、P 三 点 的 圆 的 切线 ) ,所 以 

4'PO = 人 0O4P = 人 Po4 = 一 已 04 
于 是 ,4A'P' = 4'0. 这 说 明 点 4 在 OP 的 垂直 平分 线 上 .但 点 4' 在 直线 /上 ,! | 
OP ,因此 ,直线 7 即 OP' 的 垂直 平分 线 .也 就 是 说 ,点 P' 是 反 演 中 心 0 关于 圆 下 
的 反 形 i 的 对 称 点 . 


图 8.11 图 8. 12 


6. 证 明 : 设 P、OQ 两 点 关于 圆 媚 | 互 为 反 点 , 且 P、0 关于 圆 卫 的 反 点 分 别 为 
P'、0', 圆 刀 关 于 贺 并 的 反 形 为 圆 情 , 则 已 、O' 两 点 关于 圆 刀 互 为 反 点 . 

证 明 如 图 8.13 所 示 , 过 已 .O 两 点 (但 不 过 反 演 中 心 0) 任 作 两 个 圆 w,、 
w2, 因 为 P.O 两 点 关于 圆 书 互 为 反 点 ,由 推论 8.1.7, 圆 wj 和 圆 w, 都 与 圆 PP， 
正 交 . 设 圆 ol .wz 关于 图 卫 的 反 形 分 别 为 圆 w' 、w',, 则 由 反 演 变换 的 保 角 性 
(和 定理 8.1.5) , 圆 ww， 和 w';, 篆 与 圆 厂 , 正 交 , 而 PP .0' 是 圆 w' 与 w'; 的 两 个 交 
点 ,由 推论 8.1.6 即 知 , P'、Q’ 两 点 关于 圆 T 厂 , 互 为 反 点 . 


7. 证 明 : 设 P、Q 两 点 关于 圆 厂 互 为 反 点 ,日 P、0 关于 圆 卫 的 反 点 分 别 为 
P'、Q', 圆 T 关于 加 三 的 反 形 为 直线 /, 则 忆 .0O' 两 点 关于 直线 1 对 称 . 
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证 明 ”如 图 8.14,8.15 所 示 , 设 0、0O); 分 别 为 圆 了 与 局 的 圆心 ,过 点 O 作 
直线 ! 的 垂 线 , 垂 足 为 4 ,直线 04 与 圆 交 于 4 , 则 4、4' 互 为 反 点 ,所 以 
人 人 04A0’' om AO004: ,和 0io4' cm 和 人 04'P 
A^Aok'pcmnmAop4' ,和 0iO0pcm 生 000 
于 是 


04' 010 PA4'’ OP OP 010 
AP ~ O04'’AP ~ 04’00 ”00 
从 而 

A0’ 4A0 .04.P4 04.00.0P _. 

4P 04’ P4 AP'’ 00 04 04 

OP .010 _ 00.00 _00_) 
00 04’ 00 04 04 
所 以 ,4P' = 40'. 这 说 明 点 4 在 线段 P'Q0' 的 垂直 平分 线 上 .但 人 00'P' = 
0P0O = 人 0010 ,因此 ,PO' V 00 ,而 00 | 17, 所 以 ,1 上 P'Q', 故 直线 1 
即 P'Q’' 的 垂直 平分 线 .也 就 是 说 , P'、0' 两 点 关于 直线 1 对 称 . 
注 ”也 可 以 用 上 题 的 方法 证 明 . 


8. 对 平面 上 任意 两 个 不 相交 的 圆 局 和 卫 ,存在 平面 的 一 个 反 演 变换 ,使 
得 它们 的 反 形 是 两 个 同心 圆 . 

证 明 “如 图 8.16,8.17 所 示 , 设 圆 P 和 忆 的 圆心 分 别 为 01 .0;, 在 圆 六 
和 三 的 根 轴 上 任 取 一 点 已 , 则 点 P 到 两 贺 的 切线 长 相等 , 设 为 1, 则 以 P 为 圆 
心 .i 为 半径 的 圆 卫 与 圆 书 和 也 同时 正 交 . 因 圆 TT 和 了 的 根 轴 与 直线 010， 
的 交点 在 圆 Pi 和 也 与 之 外 ,所 以 圆 了 与 直线 010; 相交 , 且 交 点 既 不 在 圆 丁 , 
上 ,也 不 在 圆 厂 上 . 设 0 为 交点 之 一 , 任 取 上 > 0, 作 反 演 变换 1( 0,), 则 圆 工 
的 反 形 是 一 条 直线 1/ , 圆 和 本 的 反 形 TY 和 了 仍然 都 是 圆 . 因 贺 十 与 圆 T 
和 本, 均 正 交 , 所 以 直线 1 与 ' 和 六 均 正 交 . 这 说 明 直 线 / 既 过 圆 忆 "的 圆心 ， 
也 过 圆 ”的 圆心. 
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另 一 方面 , 因 反 演 中 心 0 在 直线 0 0 上 ,所 以 直线 010> 是 自 反 直线 ,而 直 
线 010, 与 圆 下 和 也 均 正 交 , 因 此 ,直线 010, 与 TT' 和 Ty 均 正 交 , 即 直线 
010, 既 过 圆 T' 的 圆心 ,也 过 圆 ”的 圆心 .但 显然 直线 010， 与 直线 ! 不 重 
合 , 故 "和 I> 是 两 个 同心 图. 


9. 圆 内 接 n 边 形 414>…4, 中 ,PP 是 其 上 一 点 ,P 到 4,4;,i 的 距离 为 d;,(i = 
1,2,…,n.4,,1 = 41). 求 证 
4142 4243 An_1An, 414， 
d Yd Td ~ dd, 
证 了 有明 人 先 注 意 一 个 事实 ; 设 0、4、B 三 点 不 在 一 直线 上 ,4、 两 点 在 以 0 
为 反 演 中 心 的 反 演变 换 下 的 反 点 分 别 为 4 、B' , 反 演 中 心 0 到 直线 4B、4'B' 的 


距离 分 别 为 4 , 则 人 = 如 
事实 上 ,如 图 8.18,8.19 所 示 , 因 0.4.8 三 点 不 共 线 ,由 定理 8.1.1,4、B、 


A、B 四 点 共 圆 ,所 以 人 04'B cm 入 084 ,因此 人 人 _ 攻 . 故 4 和 _ 全 


图 8.18 图 8.19 


再 证 本 题 . 如 图 8.20 所 示 , 任 取 有 > 0, 作 反 演 变换 1( Pk) , 设 A1、Ay、…、 
4 的 反 点 分 别 为 8 、 DB、 、 有, 则 B1、B8。、……、B, 依次 在 一 直线 1! 上. 设 点 PP 到 
直线 1 的 距离 为 a, 则 由 刚才 所 述 事 实 , 有 
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一 一 
J Te J [| 


d = dd’d 7 dd， 
4 14。 BiB,s 414。 BiB, 
dl d dd, dd 
于 是 
此 一 1 n-l 
> 2 _ 了 > BB _ 人 _ A 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


10. 设 已 为 人 4BC 的 内 部 一 点 ,a = 人 人 BPC - 人 BAC,B = 人 CPA - 
省 CB4. 求 证 

(1)PC. AB = PB . CAcos a + PA : BCceos B; 

(2) PC. BCeos(a - B) = PA .« BCcos a + PB . CAcos 0. 

证 明 如 图 8.21 所 示 , 以 P 为 反 演 中 心 ， 
任 取 kk > 0 作 反 演变 换 1(P,k), 设 4、.B、C 的 
反 点 分 别 为 4'、B'、C'. 因 点 PP 在 全 4BC 内 ,所 
以 ,点 忆 也 在 全 4'B'C' 内 .由 定理 8.1.1,A、B、 
B' 、4' 四 点 共 圆 ,4、4' 、C、C' 四 点 共 圆 ,所 以 

LB'A'P = /PBA,APA'C' = /LACP 
因此 


LB'A'C' = LB'A'P+ LPAC' = 
PBA + LACP = 
LBPC-/BAC= a 

同 理 ,一 C'B'4' = B. 由 三 角形 的 射影 定理 
4'B = CA'cosa+ BC cosBp 
又 用 正弦 定理 、 三 角 函 数 的 倍 角 正 弦 公 式 及 和 差 化 积 公式 不 难 证 明 
A'B'cos (a -8) = B'C'cosa+t+ CA'cosp 
男 一 方面 ,由 定理 8.1.2, 有 
六 “pp'B'C 站 “pe Ch 一 Pe 和 


A'B' 


代入 上 面 两 式 即 得 
PC .AB = PB. CAcos a + PA. BCecos Pp 
PC . BCcos(@a - B) = PA : BCcos a + PB*: CAcosB 


11. 设 4、B、C.D 是 一 直线 上 依 序 排列 的 四 点 .过 B、C 两 点 任 作 一 立柱 ,再 
分 别 过 4、D 两 点 作 圆 的 切线 AK、AL、DM 、DN ,其 中 L、K、M.\N 为 切 点 . LK、 


1 何 变换 
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MN 分 分 别 与 BC 交 于 P、0 两 点 . 

(1) 证 明 点 P 和 0 不 依赖 于 圆 工 ; 

(2) 设 4D = a,BC = pa > 5b), 当 BC 在 
AD 上 移动 时 , 求 线 段 Po 的 长 度 的 最 小 值 . 

(第 44 届 保 加 利 亚 ( 冬 季 ) 数学 竞赛 ,1995) 

证 明 ”如 图 8.22 所 示 ,(1) 设 圆 荆 的 圆心 
为 0 ,KL 的 中 点 为 E, BC 的 中 点 为 F, 作 反 演变 4 
换 7(4,412), 则 BC 互 为 反 点 ,0O、E 互 为 反 
点 .再 注意 0O、E、PF 四 点 共 圆 ,所 以 PF 互 
为 反 点 .因而 


412 AB-:AC 
4 = AF= AF 
又 不 难 知道 48 + 4C = 24F, 因此 4P = 48 5. 同 理 ,QD -= 


2BD ，CPD 、 
一 . 故 点 P 和 @ 不 依赖 于 圆 了 .这 就 证 明了 (1). 


再 证 (2) 令 4B =x,CD = y, 则 4C = a-y,BD=a-x,x+y+b= 4a, 
所 以 


PO = AD- AP- DO = a 2 20- x) 
Xt+a-y gag-xt+y 


js 2 +Y)a -2x + 7)a 


a -(x—-y) 
20- ba - [(a- b+(x-y)}]a 
a 一 (xx 一 yy) 一 
ab” b” 


0 Lb 
a -xy 六 二 a 


即 PQ 的 长 度 的 最 小 值 为 和 . 当 上 且 仅 当 x = y. 即 48 = CD 时 , PQ 取 最 小 什 


12. 设 0 是 正方 形 4BCD 内 部 一 点 ,直线 
A0O、BO、CO、DO 与 正方 形 的 外 接 圆 另 一 个 交 
点 分 别 为 P.O、R、S. 求证 :PO . RS = SP . 
QR.( 第 48 届 保 加 利 亚 (春季 ) 数学 竞赛 ,1999) 

证 明 ”如 图 8.23 所 示 , 作 反 演变 换 
1(0,04. 0P), 则 4、B、C.D 的 反 点 分 别 为 
P、Q、R、S. 由 定理 8.1.2, 有 
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1k1. AB 1k1: CD 


Po = p40B’'® = OC. OD 
所 以 
k*:. 45 CD 
PO: RB = 94. 0B. OC. OD 
同 理 


1 。D4 .: BC 
04. 08. OC. 0D 


另 一 方面 ,显然 48. CD = D4. BC. 故 PO. RS = SP.OR. 


SP. OR = 


13. 设 为 正 n 边 形 414,…4 的 外 接 贺 的 4;4, 上 任意 一 点 .证 明 
1 1 呈 1 1 
Ph4 .Ph ”Ph .Pi+ + Pi. P = PP4 
证 明 ”如 图 8.24 所 示 , 以 P 为 反 演 中 心 , 任 取 k > 0, 作 反 演 变换 7 已 ,大 ) ， 
设 Al、A,、…、A, 的 反 点 依次 为 Bi1、B»、*: 、B,, 则 


1 _ PE . PB, i _ PP ， PP， 
P4 » P4, 天 " PA, . Ph, 1 ， 
1 Bi pPB 1 PB.PB, 
PA, 1' PA, 天 PP4 PP4 ~ 下 
且 BI、B;、\*…、B, 在 一 直线 上 . 
因 人 hi1PAs = LhzPhs = … = 人 hs-1Phs = 工 , 且 人 A1PA, = 人 Ds, 
所 以 
BiPB, 二 了 有 PP; 二 “””” 二 一 了 PPB 三 


LBPB, = 全 二 


如 图 8.25 所 示 , 因 全 PB1B,、 全 PB,B3、…、 全 PB,_1B8, 这 n -1 个 三 角形 的 
面积 之 和 等 于 人 PB1B, 的 面积 ,于 是 ,由 三 角形 的 面积 公式 ,得 


P 


几何 变换 
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n—!} 
六 PB; . PBi:isin 王 = 7 PB . PB,sin ~ 二 
=1| 
而 sin (za = 1)r 二 sin 工 ,所 以 
nn nn 
n—l 
PB;. PB.., - 7 PB .PP 
二 | 
故 
1 1 1 1 


Ph PA,™ Pd. Pr + PpA,i. PA, ™ PAi. PA. 


14. 证 明 :平面 凸 n 边 形 4,42…4, 内 接 于 圆 当 上 且 仅 当 
Ai4, 4243 4 24 1 414。1 
414 424 ”4444 4 
证 明 如 图 8.26 所 示 , 以 4 为 反 演 中 心 , 任 取 大 > 0, 作 反 演 恋 换 
1(A4,k), 设 4 4 …、 4 的 反 点 依次 为 五 .B,  …、 有, 则 由 定理 8.1.2 


天 414， k: 4243 
B18B, 一 414， 4)4 , B2B3 一 424 434 
k: An_2An1 k AiAn.i 
i 


于 是 ,由 反 演变 换 的 保 圆 性 (定理 8.1.4) , 西 n 边 形 414，…4, 内 接 于 圆 当量 仅 
当 B11、B,、…、B,_1 依次 在 一 条 直线 上 , 当 征 仅 当 
BiB,+ BBy+** + B,2B, 1 = 有 万 
当 且 仅 当 
Ai4, A,4; 4 .2An1 414。 1 
AiAn* AsAs™ 424 A3An 44 


图 8.26 


15. 设 三 圆 交 于 一 点 P, 且 两 两 相交 于 男 三 点 4. 有 8 、C, 公 共 弱 所 在 直线 

PA 、PB 、PC 分 别 交 另 一 圆 于 DE、F. 且 点 PP 在 个 4BC 的 内 部 .求证 
AP BP CP 
AD Y BE * CF 


= 1 
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证 明 ”如 图 8.27,8.28 所 示 , 以 PP 为 反 演 中 心 , 任 取 有 > 0, 作 反 演 变换 
1(P,E), 设 4、.B、C、D、E、F 的 反 点 分 别 为 4'、B'、C'、D'、E'、F. 因 过 反 演 中 
心 的 圆 的 反 形 是 不 过 反 演 中 心 的 直线 ,所 以 B.D'、C' 三 点 共 线 ,C'、E'、4' 三 
点 共 线 ,4 有 严 、B' 三 点 共 线 , 且 

LE_PBDBE_B GT.P 
AD AD'’'BE BE CF CF 
于 是 ,如 果 我 们 将 点 了 的 反 点 仍 记 为 X, 则 问题 转换 为 

设 PP 是 全 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,直线 4D、BE、CF 分 别 与 对 边 交 于 DD、E、 

环 , 则 


图 8.27 图 8.28 
这 是 容易 证 明 的 .事实 上 ,如 图 8.29,8.30 所 示 , 以 DD 为 位 似 中 心 作 位 似 变 


换 ,使 4 一 P, 设 8 一 B,C 一 C, 则 车 -2c 
又 PB // 4B,PC V 4C, 所 以 


而 BC + CC+ BB ”= BC, 故 


16. 设 4BCD 是 圆心 为 0 的 圆 外 切 四 边 形 ,W .N 分 别 在 线段 40、CO 上 , 且 


何 变换 
几何 证 题 71< 
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/MBN = 闻 全 4BC. 求 证 :人 MDN - 人 ADC. 


(罗马 尼 亚 国 家 队 选 拔 考试 ,2006) 

证 明 ”如 图 8.31 所 示 , 设 四 边 形 4BCD 的 
内 切 贺 圆心 为 了 ,其 内 切 圆 分 别 与 边 AB、BC、 
CD 、D4 切 于 E、F、G、H, 以 1 为 反 演 中 心 ,其 内 
切 圆 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 设 4、B、C、D 的 反 Be 
点 分 别 为 4 、B'、C'、D', 则 它们 分 别 为 HE、 
EF 、FG、GH 的 中 点 .再 设 MN 的 反 点 分 别 为 
M' 、N' , 则 M' 在 射线 14 上 ,NWN’' 在 射线 IC 上 ,和 且 人 人 B'M'I = 人 人 IBM, 人 IN'B' = 


LNBI. 因 /NBM = CBA - /1B4, 所 以 
LBMI4 LINB’ - 
LIBM + LNBI =- /NBM = /1BA 


图 8.31 


LAINB' + ANBC = /IC'B’ = /CBI = /LIBA = /BA'T = 
LBMI+/A'BM 
因此 ,了 A’'B'M’ = LIN'B'’,AN'B'C’ = 一 BHMT 从 而 人 1M1B4 NANB'C', 
于 是 M4' .NN'C’ = A’B' . B'C'. 

另 一 方面 , 因 4'B = CD BC = A'D' ,所 以 M'A'. N'C’ = A'D':. D'C’, 
XLM'D’ = AADI = LIDC = LDCT, 所 以 ,MUA'D = 了 人 N'C'D' ,因此 
剑 M4'D mA 人 ANC'D ,于 是 ,人 M'D'A4 = 人 人 D'N'I. 这 样 便 有 

LMDN = LAMDI + LIDN = /LIM'D’' + AD'N'T = 


LMD' 4 LMD'A' = LA'D' = /ADI - ADC 


17. 设 全 4BC 的 三 个 项 点 4、8、C 在 反 演 变 
换 下 的 反 点 分 别 为 4、B'、C'. 点 P 的 反 点 为 
已 .求证 :点 已 关于 全 4'B'C' 的 垂 足 三 角形 反 
向 相似 于 点 P 关于 公 A4BC 的 垂 足 三 角形 . 

证 明 ”如 图 8.32 所 示 , 设 点 P 关 于 公 ABC 
的 垂 足 三 角形 为 人 DEF ,点 已 关于 公 A'B8'C' 


的 垂 足 三 角形 为 人 人 D'E'F' ,由 第 2 题 ,车 以 点 P 3 27 ¢ 
为 反 演 中 心 作 一 个 反 演 变换 , 则 人 DEF 相似 于 图 8.32 
A、B、C 的 三 个 反 点 所 构成 的 三 角形 ,所 以 

EF FD DE 


PA.BC PB.CcCA PC.AB 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


EF _ ED 加 D’'RF' 
PA’'.BC' PB CA4 ~ PC'.A’'B’ 
因此 
EF PA':BC' FD PB:CA4 DE PC .A'B 
EF PA-.BC Fp PB.CA4 DR PC.AB 
另 一 方面 , 设 所 述 反 演变 换 为 (0,k), 则 由 定理 8.1.2 
AP4 ，BC 


4 =0p.04.08.0C 
由 此 可 知 
PA':BC PB:CA PC.A'B 
Ph BC = PB-:CA = PC 4B 
于 是 


EF FD _ DE 

EF ~ FD DE 
这 表明 全 DE'F' 人 DEF. 而 全 DEF 与 全 4BC 同 向 ,人 DE'F 与 公 4'B'C' 同 
向 , 且 公 4'B'C' 与 公 4BC 反 向 ,故人 DE'F' 与 人 DEF 反 向 . 也 就 是 说 ， 
和信 D'E'F"' 与 人 DEF 是 反 向 相似 的 . 


18. 证 明 : 如 果 全 4BC 的 外 接 圆 与 人 4BD 的 外 接 圆 正 交 , 则 全 ACD 的 外 接 
圆 与 人 BCD 的 外 接 圆 也 正 交 . 

证 明 ”如 图 8.33 所 示 , 记 全 4A4BC、 公 ABD .全 ACD .人 BCD 的 外 接 圆 分 别 为 
To、T3、\ 丰 ,以 4 为 反 演 中 心 任 作 一 个 反 演 变换 , 设 B.C、D 的 反 点 分 别 为 
B’、C’'、D', 因 圆 局 PP 丝 过 反 演 中 心 ,B 是 圆 记 Ty、 帮 的 公共 点 , C 是 圆 
\T3、\T 了 4 的 公共 点 ,D 是 加 Ty、T 丰 4 的 公共 点 ,所 以 圆 TT 、T 的 反 形 分 别 
为 直线 有 BC 、B'D' 、C'D' ,而 加 了 的 反 形 则 为 会 B'C'D' 的 外 接 图 . 因 圆 厂 与 
站 正 交 ,由 反 演 变换 的 保 角 性 ,它们 的 反 形 也 正 交 , 即 直线 B'C' 与 B'D' 垂直 ， 
也 就 是 说 ,全 B'C'D’' 是 一 个 以 B' 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 ,所 以 ,其 外 心 为 斜 
边 C'D' 的 中 点 ,这 说 明 直 线 CD 通过 全 BC 的 外 接 圆 的 圆心 , 换 句 话说 , 直 


Geometric transformations and their applications 


线 C'D' 与 公 B'C'D' 的 外 接 圆 正 交 . 而 圆 TI 为 直线 C'D' 的 反 形 , 圆 为 
公有 BC 的 外 接 圆 的 反 形 ,再 一 次 用 反 演 变换 的 保 角 性 即 知 , 圆 T; 与 i 也 正 
交 . 

注 ”一 般 地 , 贺 卫 与 I 的 交角 等 于 圆 六 与 的 交角 . 


19. 设 全 4BC 的 内 切 圆 分 别 与 边 BC 、C4 、4B 切 于 D、E、F, 再 设 已 是 直线 
AD 与 内 切 圆 的 男 一 个 交点 , M 是 EF 的 中 点 ,7 为 人 4BC 的 内 心 . 试 证 :P、I、M、 
D 四 点 共 加 或 共 线 , (第 5 届 拉 丁 美洲 数学 奥林匹克 ,1990) 

证 明 如 图 8.34 所 示 , 以 会 4BC 的 内 心 7 
为 反 演 中 心 , 内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 演变 换 , 则 
MM、4 为 两 个 互 反 点 ,P、D 为 两 个 自 反 点 .而 4、 
PD 三 点 共 线 ,于 是 ,由 反 演 变换 的 保 圆 性 即 
知 ,P、.M、I、D 四 点 共 圆 或 共 线 . 确切 地 说 , 当 
AB 关 4C 时 ,P.M、I、D 四 点 共 圆 , 当 4B = 4C 
时 , P.M、IT、D 四 点 共 线 . 


图 8.34 


20. 从 哲 0 外 一 点 尸 作 圆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 4., 呆 是 弦 4 有 上 一 点 ， 
过 歼 作 所 0 的 弦 CD ,使 得 凡 恰 为 CD 的 中 点 ,0 在 C.D 两 点 的 切线 交 于 0. 
求证 : 00 .| PO. (中 国 香港 队 选 拔 考试 ,1997) 

证 明 ”如 图 8.35 所 示 , 以 @ 0 为 反 演 圆 作 


反 演 变换 , 则 M、O 互 为 反 点 . 设 OP 与 48 交 于 4 
N, 则 NN 为 纺 4B 的 中 点 , N、P 互 为 反 点 ,于 是 ， YX 
由 定理 8.1.1, MM、N、P、0 四 点 共 圆 ,而 OP | nD 
AB, 所 以 MOP = 4NP = 90. 故 SY 
00 上 PQ [一 人 
21. 已 知人 4BC , 圆 站 过 B.C 两 点 , 圆 卫 ， 图 8.35 


过 C、 4 两 点 , 圆 局 过 4、 有 两 点 , 且 皆 与 人 4BC 的 内 切 圆 正 交 . 圆 卫 与 圆 刀 ;、 
六 3 与 圆 六 、 圆 刀 与 圆 分别 相交 于 另 一 点 4' 、B'、C' .证 明 ; 公 4'B'C' 的 外 
接 圆 的 半径 等 于 人 4BC 的 内 切 圆 半径 的 一 半 . (第 40 届 IMO 预选 ,1999) 

证 明 ” 如 图 8.36 所 示 , 以 全 4BC 的 内 切 圆 w 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 因 圆 
帮 与 皆 与 圆 w 正 交 ,由 推论 8.1.6,4 与 4' 互 为 反 点 . 设 人 4BC 的 内 切 圆 
与 其 三 边 BC、C4 、4B 分 别 相 切 于 D、E、F, 则 点 4 的 反 点 为 EF 的 中 点 ,这 就 是 
说 ,4' 是 EF 的 中 点 . 同 理 ,B8’、C' 分 别 是 FD 和 DE 的 中 点 , 即 全 4'B'C' 为 
人 DEF 的 中 点 三 角形 , 故 全 4'B'C' 的 外 接 圆 的 半径 等 于 个 4BC 的 内 切 贺 w 的 
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半径 的 一 半 ， 


22. 凸 四 边 形 4BCD 有 内 切 圆 , 且 内 切 加 分 
别 切 边 AB、BC、CD 、D4A 于 Ajy、B1、C1i、D1;, 点 也、 
FG、H 分 别 为 线段 41B1、BiCi、C1D1、D14i 的 
中 点 .证 明 : 四 边 形 BFG 为 抢 形 的 充分 必要 条 
件 是 4、8、C、D 四 点 共 圆 . (第 3 届 中 国 西部 数 
学 奥林匹克 ,2003) 

证 明 如 图 8.37 所 示 , 如 果 以 四 边 形 
ABCD 的 内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 演 变换 , 则 4 、8B、 
C、D 的 反 点 分 别 为 上 .EE、F、C. 因为 不 过 反 演 
中 心 的 图 的 反 形 仍 是 一 个 罚 , 于 是 ,A、B、C、D 
四 点 共 圆 EE、F、.G、H 四 点 共 圆 . 注意 EF、 
GH 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 四 边 的 中 点 ,所 以 
四 边 形 EFGH 是 一 个 平行 四 边 形 . 因而 £、F、 
6C、 刀 四 点 共 圆 全 平行 四 边 形 EFGH 为 矩形 . 故 图 8.37 
平行 四 边 形 EFGH 为 矩形 4 、B、C、D 四 点 共 圆 . 


23. 在 公 4BC 的 中 线 4D 上 任 取 一 点 E, 过 点 EB 生 与 BC 相 切 于 点 8 的 贺 交 
AB 于 田 一 点 用 ,过 点 5 且 于 BC 相 切 于 点 C 的 圆 交 4C 于 男 一 点 N. 求 证 :全 AMN 
的 外 接 圆 与 两 圆 都 相 切 . (第 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 ”如 图 8.38 所 示 , 因 万 是 BC 的 中 点 ， 4 
D 到 两 圆 的 切线 长 相等 ,所 以 ,D 在 两 圆 的 根 轴 
上 ,而 点 妃 也 在 根 轴 上 ,所 以 4D 就 是 两 圆 的 根 
轴 . 于 是 ,点 4 到 两 圆 的 帘 相 等 , 设 这 个 帘 是 o， 
作 反 演变 换 I( 4 ,p), 则 两 圆 皆 为 自 反 圆 , 且 B、 
C 的 反 点 分 别 为 M、N, 从 而 直线 BC 的 反 形 是 
公 AMN 的 外 接 圆 .由 于 BC 与 两 圆 相 切 , 且 两 圆 
丝 为 自 反 圆 , 故 全 AMN 的 外 接 贺 与 所 作 两 贺 都 图 8.38 


相 切 ， 


24. 四 个 圆 ( 没 有 一 个 圆 在 另 一 个 圆 的 内 部 ) 皆 通 过 点 已 ,其 中 两 个 圆 与 直 
线 ! 相 切 于 己 , 另 两 个 圆 与 直线 m 相 切 于 P. 这 四 个 圆 男 外 的 四 个 交点 是 4、B、 
C、D. 求 证 :4、B、C、D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 直线 1 与 m 互相 冬 直 . (第 20 
届 奥 地 利 - 波兰 数学 奥林匹克 ,1997) 


L 何 变换 


了 几何 证 题 716 
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证 明 ”如 图 8.39 所 示 , 以 P 为 反 汉中 心 ， 
任 取 有 > 0, 作 反 演 变换 I(P,k), 则 直线 Lm 
是 自 反 直线 ,与 ! 相 切 于 P 的 两 个 圆 的 反 形 是 
与 1 平行 的 两 条 直线 ,与 m 相 切 于 P 的 两 个 圆 
的 反 形 为 与 m 平行 的 两 条 直线 . 设 A、B、C、D 
的 反 点 分 别 为 4、B8'、.C、.D， 则 四 边 形 
4A'B'C'D' 是 一 个 平行 四 边 形 . 于 是 由 反 演 变换 
的 保 圆 性 ,4 、B、C、D 四 点 共 圆 A4'、B'、C'、 图 8.39 
D' 四 点 共 圆 四边形 4'B'C'D' 是 一 个 矩形 直线 ! 与 m 互相 垂直 . 


25. 设 半圆 T 的 直径 为 4B, 过 半圆 夏 上 一 点 P 作 48 的 垂 线 交 48 于 0 , 圆 
w 是 曲 边 全 P40 的 内 切 圆 ,日 与 48B 切 于 L, 求 证 : PL 平分 人 4PQO.( 以 色 列 数学 
奥林匹克 ,1995) 

证 明 ”如 图 8.40 所 示 , 作 反 演变 换 
1(L, L415B), 则 4、B 互 为 反 点 , 半 钢 本 的 
反 形 是 以 48 为 直径 的 男 外 一 -个 半圆 广 , 设 


别 为 PP、0'、7'、S'. 因 PQ | 48, 所 以 射线 。、 
OP 的 反 形 是 以 LQ' 为 直径 的 和 半圆 书 位 于 

直线 48 同 侧 的 半圆 ,而 圆 w 的 反 形 则 是 半 

圆 广 与 半圆 LS'Q0’ 的 公 切 线 S$S'T' ,由 于 圆 w 图 8.40 

与 4B 相 雪 , 所 以 ST' // 4B ,因而 半圆 六 与 半圆 LS'Q' 的 半径 相等 ,而 已 是 这 
两 个 半圆 的 一 个 交点 ,所 以 PO' = P'B, 因 此 人 P'BA = 人 BQ'P', 但 人 APL = 
了 了 PBA, 了 LPQ = 人 BQO'P' ,故人 LPQO = 人 APL, 妈 PL 平分 人 AP0Q. 


26. 设 圆 | 与 忆 相交 ,过 交点 之 一 1 作 一 条 割 线 分 别 与 两 圆 矿 、T, 交 于 
另 一 点 4.B, 且 M 为 4B 的 中 点 . 圆 Pi > 和 皆 与 圆 生 内 切 , 切 点 分 别 为 8$S、 了 .再 
设 0 为 圆 卫 的 圆心 .证 明 ;S、W .7 三 点 共 线 的 
充分 必要 条 件 是 OM 上 4B. 

证 明 ”如 图 8.41 所 示 , 以 M 为 反 演 中 心 、 
点 M 对 忆 0 的 寡 为 反 演 宪 作 反 演 变换 , 则 4、8 
的 反 点 竺 在 0 外 , 圆 卫 .PP 的 反 形 为 两 条 切 
线 . 由 此 可 知 原 命题 变 为 : 

设 线段 4B 的 两 个 交点 锋 在 所 0O 外 ,48B 的 
中 点 M 在 0 内 .分 别 过 点 4.8 作 0 的 切 图 8.41 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


线 4S、BT, 切 点 S$、T 分 布 在 直线 4B 的 两 侧 , 则 SMW、 了 三 点 共 线 当 且 仅 当 
OM | 4B. 

这 个 命题 不 难 证 明 . 事 实 上 ,如 图 8.42 所 示 , 当 5、M、T 共 线 时 , 设 4S 与 BT 
交 于 C ,考虑 人 4C8 与 截 线 TMS ,由 Menelaus 定理 可 得 4$ = BT. 因 而 4、8 距 
圆心 0 等 远 ,所 以 OM | 4B; 反 之 , 若 OM | 4B8, 则 0、4、S、M 共 圆 ,0、M、B、 
T 共 圆 ,全 04S 半径 0BT, 所 以 人 AMS = 40S = 人 BOT = 人 人 BMT, 故 SM、 
7 共 线 . 


27. 设 M 是 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 , M 中 的 任意 三 点 都 不 共 线 ,并 月 过 M 
中 任意 三 点 的 圆 至 少 还 通过 中 的 男 一 个 点 .求证 : M 中 的 所 有 的 点 都 在 同一 
个 圆 上 . 

证 明 ”以 MM 中 的 某 一 点 0 为 反 演 中 心 任 
作 一 个 反 演 变换 , 则 过 点 0 的 圆 的 反 形 为 直 
线 , 除 点 0 外 ,W 中 其 他 所 有 点 的 反 点 构成 -- S 
个 集合 5, 集 合 5 具有 这 样 的 性 质 : 过 5 中 任意 | 
两 点 的 直线 一 定 还 通过 $ 中 的 另 一 个 点 .因此 ， / 


4 


‘ 


和 欲 证 命题 转化 为 : 人 
设 MM 是 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 , 过 $ 中 任 “ 
意 两 点 的 直线 一 定 还 通过 $ 中 的 男 一 个 点 , 则 图 8.42 


S 中 的 所 有 点 都 在 一 直线 上 . 

用 反 证 法 .假设 $ 中 的 所 有 点 不 在 同一 -条 
直线 上 ,考虑 $ 中 任意 两 点 所 确定 的 直线 ,以 及 
S 中 的 点 到 这 些 直 线 的 非 零 距 离 ,由 于 $ 是 有 
限 点 集 , 所 以 这 些 直 线 是 有 限 的 ,因而 这 些 非 零 
距离 也 是 有 限 的 ,其 中 必 有 一 个 距离 是 最 小 的 . 
设 点 4 到 直线 BC 的 距离 为 最 小 (图 8.43), 其 中 
A、B、C 缘 属 于 S$. 由 条 件 ,S 中 还 有 一 点 D 在 十 
线 BC 上 , 设 点 4 在 直线 BC 上 的 射影 为 E, 则 图 8.43 
B、C.D 三 点 中 , 必 有 两 点 位 于 上 态 5 的 同一 侧 , 不 妨 设 C.D 两 点 位 于 点 5 的 同 
一 侧 , 且 C 在 E、D 之 间 . 设 点 C 在 4D 上 的 射影 为 F, 则 显然 有 CF < 4E, 这 与 
AE 的 最 小 性 矛盾 .因此 5S 中 的 所 有 点 都 在 一 条 直线 上 . 


28. 设 人 A4BC 是 一 个 锐角 -三 角形 ,OK, 过 点 A4,AK, 上 BC, 有 OK 与 


个 4BC 的 内 切 圆 内 切 于 4. 类似 地 得 到 点 Bi、C1. 求证: 441、BB1、CC1 交 于 一 
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证 明 ”如 图 8.44 所 示 , 设 A4BC 的 内 切 
圆 w 与 BC,C4,4B 分 别 切 于 D、E、F. 厂 是 以 A 
为 圆心 ,4E = 4F 为 半径 的 圆 . 作 反 演变 换 
1(4,4E?), 则 加 w 是 自 反 圆 ,44; 是 自 反 直线 . 
因 AK, 过 反 演 中 心 4, 且 4K | BC, 所 以 中 K, 
的 反 形 是 一 条 平行 于 BC 的 直线 PO ,又 OK 与 
自 反 圆 w 相 切 ,所 以 直线 PQ 与 贺 w 也 相 切 , 设 
其 切 点 为 了 , 则 T、4| 互 为 反 点 ,所 以 4、 了 、41 图 8.44 
在 一 直线 上 ,于 是 设 44, 与 BC 交 于 5S, 则 5 为 全 4BC 的 4 - 旁 切 圆 与 BC 的 切 
点 ,由 此 可 知 , 441、BBI、CCi 交 于 人 4BC 的 Nagel 点 . 


29. 设 圆 丁 与 直线 1 相 离 ,4B 是 圆 卫 的 垂直 于 ! 的 直径 ,点 妃 离 1 较 近 ,C 是 
圆 卫 上 不 同 于 4、B8 的 任意 一 点 ,直线 4C 交 ! 于 DD, 过 DD 作 圆 本 的 切线 DE,E 是 
切 点 ,直线 BE 与 ! 交 于 下 ,4 与 圆 卫 交 于 另 一 点 6C. 求 证 :点 G 关 于 4B 的 对 称 
点 在 直线 CF 上 . (德国 国家 队 选 氢 考试 ,2005) 

证 明 ”如 图 8.45 所 示 , 设 4B 与 直线 1 交 于 HM, 则 4、E、M、F 四 点 共 圆 ,再 
由 DE 与 圆 厂 相 切 可 知 信 EDF 人 E04, 所 以 ,DF = DE, 有 个 EOD 人 EAF,， 
从 而 人 DOE = FAE. 但 人 GOE = 2 FAE, 所 以 人 COD = 人 DOE, 从 而 
人 和信 GOD 竺 全 EOD ,所 以 DG 也 为 圆 卫 的 切线 ,C 
为 切 点 , DG = DE = DF. 设 点 G、F 关于 4B 的 
对 称 点 分 别 为 G、F’ , 则 6' 在 圆 政 上 , 旦 

LF = LDFG = LFGD 
所 以 A4、.G、D、F' 四 点 共 癌 .于 是 , 作 反 演变 换 
1(4,A4G， 4F), 则 FG 互 为 反 点 ,所 、G' 互 为 
反 点 ,这 说 明 圆 古 与 直线 1 互 为 反 形 , 所 以 C.D “ PM i 
互 为 反 点 .又 4、.G、D、F' 四 点 共 圆 ,这 个 圆 与 图 8.45 
直线 FC 互 为 反 形 , 所 以 ,F.C、G' 共 线 . 即 点 G 关 于 4B 的 对 称 点 在 直线 CF 上 . 


30. 设 全 4BC 的 内 切 圆 分 别 与 三 边 BC、C4 、4B 切 于 D、E、F, 过 项 点 4 作 
DE 与 DF 的 平行 线 分 别 交 直线 DF 、DE 于 P、0. 求 证 :直线 PO 同时 平分 4B 与 
AC.( 第 15 届 印 度数 学 奥林匹克 ,2000) 

证 明 ”如 图 8.46 所 示 , 因 人 EF4 = 人 AEF = EDF = /APF, 人 EDF = 
了 EQ4, 所 以 A、.F.P.OE 五 点 共 圆 .于 是 , 作 反 演变 换 I(D,DP. DF), 则 直 
线 Po 与 人 48BC 的 内 切 圆 互 为 反 形 ,直线 BC 为 自 反 直线 .而 全 4BC 的 内 切 圆 
与 BC 相 切 ,由 反 演 变换 的 保 角 性 , PO // BC. 又 四 边 形 4PD0 为 平行 四 边 形 , 因 
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此 , PO 平分 4D. 故 直线 Po 同时 平分 4B 与 4C . 


31. 在 非 等 采 锐 角 全 4BC 中 ,BE、CF 是 两 
条 高 , M、N 分 别 为 4B、A4C 的 中 点 ,直线 EF 与 
MN' 交 于 点 也 .求证 :4D 上 0H .其 中 0. 分别 
是 个 4BC 的 外 心 和 重心 . (第 31 届 俄 罗斯 数学 
奥林匹克 ,2005 ) 

证 明 如 图 8.47 所 示 , 设 直线 4H 与 MN 
交 于 H’,A40 与 EF 交 于 0’, 则 AH’ | MN， 
40' | EF, 所 以 4、.0'、H'、D 共 圆 . 显然 , MM、 
NE、F 共 圆 ,A4、E、H、F 共 圆 ,4、.M、ON 共 
圆 .于 是 , 作 反 演变 换 1(4,AF .AM), 则 HH 
互 为 反 点 ,0O、O' 互 为 反 点 ,所 以 ,(40'H'D) 
的 反 形 为 直线 O08 . 又 直线 4D 是 自 反 形 ,直线 
0D 过 (40'H'D) 的 圆心 , 即 (40'H'D) 与 
直线 AD 正 交 , 故 直线 OF 与 直线 4D 正 交 , 即 
AD | OH. 


32. 设 4B 是 圆 TT 的 直径 ,! 是 过 点 B 的 切线 ,C、M、D 为 直线 1! 上 依次 排列 
的 三 个 点 , 且 CM = MD ,直线 4C 、 4D 分 别 与 贺信 交 于 P、8 两 点 .求证 :如 果 
C4D zz 90, 则 在 直线 4MH 上 存在 一 点 民 , 使 得 RP 和 RQ 均 与 贺 矿 相 切 .( 中 
国 国家 队 培 训 ,2003) 

证 明 如 图 8.48 所 示 , 作 反 演变 换 
1(4A,4B*), 则 圆 厂 与 过 点 B 的 切线 1 互 为 反 形 ， 
PC 互 为 反 点 ,Q、D 互 为 反 点 . 设 以 CD 为 直 
径 的 圆 为 w. 由 于 一 C4D zz 90, 所 以 ,加 ww 不 过 
反 演 中 心 4 ,因而 圆 w 的 反 形 ww 仍 是 一 个 圆 ， 
且 圆 w' 与 圆 卫 交 于 P、O 两 点 . 因 直 线 1 与 加 ww 
正 交 ,所 以 圆 w' 与 圆 卫 正 交 .于 是 , 设 圆 w' 的 
圆心 为 R, 则 R 与 圆 w 的 圆心 以 及 反 演 中 心 4 图 8.48 
三 点 在 一 条 直线 上 , 即 R 在 直线 AM 上 ,日 RP 和 RO 均 与 圆 卫 相 切 . 


33. 设 人 4BC 的 内 切 圆 与 边 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 D、E、F, 氏 是 全 4BC 内 的 
QD 原 题 无 条 件 “ /CAD xz 90°” 疑 有 误 . 
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一 点 ,从 XBC 的 内 切 圆 也 在 点 D 处 与 BC 相 切 ,并 与 XB、XC 分 别 切 于 点 Y、2Z. 证 
明 ,E、F、Y、Z 四 点 共 圆 .( 第 36 届 IMO 预选 ,1995) 

证 明 ”如 图 8.49 所 示 , 任 取 > 0, 作 反 演 变换 1( D,%), 则 直线 BC 是 自 
反 直 线 , 直线 4B、4C、XB、XC 的 反 形 PP PP 是 四 个 都 通过 点 D 的 圆 ， 
人 8BC 的 内 切 贺 和 公 XBC 的 内 切 圆 的 反 形 则 是 与 BC 平行 的 两 条 直线 站 2 ,如 
果 设 B、C、 PrZ 的 反 点 分 别 为 BC 、 厅 、 忆 不 、 普 , 则 圆 卫 与 六 篆 通 
过 点 B', 圆 T 与 i 箔 通过 点 C' ,直线 1) 是 加 本 与 了 的 一 条 公 切 线 , 切 点 分 
别 为 所 、E' ,直线 1 是 圆 T 全 与 了 的 一 条 公 切 线 , 切 点 分 别 为 Y 、Z' (图 8.50). 
因 圆 六 与 T 交 于 及 、 了 两 点 , 且 圆 也 在 点 所 的 切线 4 和 圆 六 在 点 有 的 切 
线 1, 皆 平 行 于 B'D, 所 以 ,YF | BD. 同 理 ,Z'E” | PC. 由 此 可 知 , 四 边 形 
玉 玉 了 2 是 一 个 矩形 ,因而 Fr 、 下 、 了 2 四 点 共 圆 , 故 五 .下 了 、Z 四 点 共同. 

| 


34. 证 明 : 任 意 两 圆 都 可 以 通过 反 演 变换 使 它们 的 反 形成 为 两 个 等 圆 . 

证 阴 ”如 图 8.51,8.52 所 示 , 设 贺 卫 | 与 ,是 任意 两 个 不 等 的 圆 ( 如 果 两 
圆 相等 ,在 两 圆 的 垂直 于 连 心 线 的 对 称 轴 上 任 取 不 在 圆 上 的 一 点 为 反 演 中 心 任 
意 作 一 个 反 演 变换 , 则 其 反 形 仍 是 两 个 等 圆 ), 由 定理 8.4.2, 存 在 一 个 反 演 变 
换 , 使 得 圆 Ph 和 忆 互 为 反 形 . 今 在 其 反 演 贺 上 取 既 不 在 圆 Pi 上 也 不 在 圆 了 上 
的 一 点 0 为 反 演 中 心 任 作 一 反 演变 换 , 则 图 厂 的 反 形 是 一 条 直线 1, 阅 矿 和 TT， 
的 反 形 I 和 Ty 仍然 是 两 个 圆 ,由 第 7 题 , 圆 ' 与 "关于 直线 1 对称 ,因而 
圆 P” 与 Ty 是 相等 的 . 
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35. 已 知 两 贺 为 男 两 圆 在 某 个 反 演 变换 下 的 反 形 .证 明 : 与 其 中 三 个 贺 同 时 
内 切 或 同时 外 切 的 圆 ,也 一 定 与 第 四 个 圆 相 切 . 

证 明 ”如 图 8.53 ~ 8.S$5 所 示 , 设 圆 卫 , 与 也 互 为 反 形 , 圆 卫 与 了 互 为 
反 形 , 圆 了 与 圆 站 、 记 PP 同时 相 切 , 且 圆 了 与 圆 玉 及 刀 的 切 点 分 别 为 S$、T. 
由 定理 8.4.1, 互 为 反 形 的 两 圆 的 反 演 中 心 是 这 两 圆 的 一 个 位 似 中 心 . 又 两 圆 相 
切 时 , 切 点 是 两 圆 的 一 个 位 似 中 心 ,所 以 S$S、T 与 反 演 中 心 在 一 直线 上 ,从 而 5S、 
7 互 为 反 点 .由 推论 8.1.5, 圆 卫 是 自 反 圆 . 而 圆 忆 与 圆 卫 相 切 , 圆 也 是 圆 刀 
的 反 形 ,再 由 反 演 变换 的 保 角 性 即 知 圆 卫 与 圆 卫 >” 相 切 . 


图 8. 55 


36. 设 O0、 分别 为 人 4BC 的 外 心 与 内 心 ,及 .分别 为 人 4BC 的 外 接 圆 半径 
和 内 切 圆 半径 ,全 4BC 的 内 切 贺 与 其 三 边 分 别 切 于 DE、F,G 为 全 DEF 的 重 


心 .求证 :0 1.6 三 点 共 线 , 且 六 7 = 起 

证 明 ”如 图 8.56 所 示 , 设 EF 、FD DE 的 中 点 分 别 为 LM、N, 以 全 4BC 的 
内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 演变 换 , 则 4 、B、C 的 反 点 分 别 为 L.M、N, 所 以 ,全 4BC 的 
外 接 圆 与 人 LMN 的 外 接 圆 一 一 即 全 DEF 的 九 点 圆 互 为 反 形 ,于 是 , 设 人 DEF 
的 九 点 圆 圆心 为 NV,, 则 OTN 三 点 共 线 .又 [为 全 DEF 的 外 心 ,1、.G 在 全 DEF 


的 Euler 线 上 , 而 三 角形 的 九 点 圆 圆心 也 在 三 角形 的 Euler 线 上 , 即 放 C、N. 三 所 


722 


Geometric transformations and thelr applications 


共 线 ,所 以 DOD、 1 、C 三 点 共 线 . 

另 一 方面 ,由 定理 8.4.1, 反 演 中 心 了 是 
和 信 ABC 的 外 接 圆 与 人 DEF 的 九 点 圆 的 一 个 内 
位 似 中 心 , 所 以 ， 学 = - 起 . 再 注意 C 是 
从 ABC 的 内 切 圆 与 人 DEF 的 九 点 圆 的 内 位 似 


pp CN _ 1 ni _240 
中 心 ,所 以 ,到 = -了 ,因而 二 = 了 .于 是 


IG IG6 LN 2 


Ty 
1D NI 3 (~ 53R =~ 3R 


le _ Ir 
改 Of ~ 3R 


37. 证 明 Fuss 定理 : 设 双 圆 四 边 形 的 外 接 圆 半径 与 内 切 圆 半径 分 别 为 R、r， 
两 圆心 的 距离 为 4, 则 


1 | 
(R+d)2 (Rd 天 

证 明 ”如 图 8.57 所 示 , 设 4BCD 是 一 个 双 
圆 四 边 形 , 其 内 心 和 外 心 分 别 为 人.O ,内 切 圆 与 
边 4B、BC、CD、D4 分 别 切 于 P.O、R、S，,， 由 
Newton 定理 ( 例 6.2.7), PR 、OS、4C、BD 交 于 
一 点 T. 以 其 内 切 圆 为 反 演 圆 作 反 滨 变换 , 则 
A、B.C.D 的 反 点 A’'、B'、C'、D' 分 别 是 SP、 
POOR RS 的 中 点 , 由 例 8.3.8,PR | 05， 
4'B8'C'D' 是 一 个 矩形 ,其 中 心 为 IT 的 中 点 MM， 图 8.57 
上 且 0 、 广 了 四 点 共 线 .因而 矩形 4'B8'C'D' 的 外 接 圆 为 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 
的 反 形 . 设 直线 0f 与 矩形 4'B'C'D' 的 外 接 圆 交 于 XX、Y 两 点 , 则 = 了, 且 

IX?2 + ITY? = (XM - IM)* + (IM + MY)’* = 
(A'M — IM) + (IM + A'M)* = 2(A'M’* + IM’) 
由 三 角形 的 中 线 计算 公式 ,并 注意 4'T = 4'P,42 | A'P, 有 
2(4'1Nh2 + MD) = AP+AT = AP+AP = IP= rr 

因此 ,1 六? 十 1Y 三 产 . 

另 一 方面 , 设 和 了 的 反 点 分 别 为 XY , 则 IX. = ,IY :IY = 2， 
而 了、Y 尼 在 四 边 形 4BCD 的 外 接 贺 上 ,所 以 IX = 0X +10=R+d,lyY = 
OY -10 = R-d, 从 而 
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代入 1 号 + 1 = 局, 便 有 
4 4 
2 
二 了 


(R+d)2 (R- dy 
左右 两 边 同 除 以 六 即 得 欲 证 . 


38. 设 0 是 人 4BC 的 外 心 ,L、M、N 分 别 为 全 4BC 的 边 BC 、C4 、4 的 中 点 ， 
证 明 : 公 04L、 公 0BM.、 全 OCN 的 三 个 外 心 在 一 条 直线 上 . 

证 明 ”如 图 8.58 所 示 , 设 民 为 人 4BC 的 
外 接 圆 半径 ， OO 、O2 、O3 分 别 为 人 0O41、 
个 OBM、 公 OCN 的 外 心 . 作 反 演变 换 I(0， 
R2), 则 4、B、C 痢 是 自 反 点 . 设 L、M.N 的 反 点 
分 别 为 D.E、F, 则 EF、FD 、DE 分 别 为 人 ABC 
的 外 接 圆 在 顶点 4、B、C 处 的 切线 ,全 04L 的 外 
接 圆 的 反 形 为 直线 4D, 个 0BM 的 反 形 为 直线 
BE ,全 OCN 的 反 形 为 直线 CF, 而 4D、BE、CF 图 8.58 
三 线 交 于 一 点 K(K 是 个 4BC 的 陪 位 重心 一 一 即 全 4BC 的 重心 的 等 角 共 她 
点 ), 所 以 ,AD、BE、CF 的 反 形 除 0 外 还 有 一 个 公共 点 天 (及 是 KK 的 反 点 ), 即 
公 04L、 全 0BM、 全 OCN 它们 的 外 接 圆 有 两 个 公共 点 0O、K' , 故 它们 的 外 心 O01、 
02 .0O3 在 一 直线 上 . 


39. 设 外 离 两 圆 @ O01 与 @ 0; 的 两 条 内 公 切 线 分 别 为 Pl1P,、Q10;, Pi1、01， 
P2 、O2 为 切 点 , 弦 P101、P10; 的 中 点 分 别 为 M1、M;, 过 两 内 公 切 线 的 交点 0O 且 
垂直 于 连 心 线 010, 的 直线 与 过 P1、01、P;、0; 四 点 的 圆 交 于 一 点 4. 求 证: 
AOAM! = /0,AM;,. 

证 明 ”如 图 8.59 所 示 , 作 反 演 变换 
1(O, -40”), 则 Pi、P; 互 为 反 点 ,Q1、0， 
互 为 反 点 .又 人 OiPiPs = 人 OI1M,P;( = 
90? ) ,所 以 0 、P，、M2、Pi 四 点 共 圆 ,从 而 
0i 与 MW2? 互 为 反 点 .这 说 明 010 :0M, = 
40?， 因 此 ,了 014M，= 9pP， 同 理 ， 
了 Mi40,， = 90. 故 

了 DIM = /0,4M; 图 8.59 
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40. 设 半径 分 别 为 Rr(R > r) 的 大 小 两 圆 内 切 于 点 4,4B 是 大 圆 的 直径 ， 
1 是 与 大 圆 切 于 8B 的 直线 .在 两 圆 的 间 际 作 互相 外 切 且 与 已 知 两 圆 均 相 切 的 两 
圆 © 01、 0,, 它 们 与 大 圆 的 切 点 分 别 为 S$、T, 直 线 45、4T、401、40;, 分 别 与 直 
线 1 交 于 P、0Q、M、N. 求 证 

(1) PQ = RR 7) 一 

(2) MN = AR(E -7 

证 明 如 图 8.60 所 示 , 作 反 演 变换 7(4， 
4Rr), 则 小 圆 的 反 形 为 直线 1. 设 点 B 的 反 点 为 
B' , 则 48' 为 小 圆 的 直径 ,大 圆 的 反 形 为 小 圆 在 
点 B' 处 的 切线 上 . 因 提 0 与 所 0; 互 相 外 切 , 且 
与 已 知 大 小 两 圆 均 相 切 , 所 以 O01 与 0 的 
反 形 则 是 两 个 互相 外 切 且 以 两 平行 线 ! 和 /7 为 
两 条 外 公 切 线 的 等 圆 , 记 为 ©@ 01 ,0 .4P、 
40 与 直线 1 的 交点 5、T' 分 别 为 点 5、7 的 反 图 8.60 
点 ,因而 是 ©O01 和 0 与 直线 的 切 点 ,所 以 Sm 的 长 等 于 O01 (或 
0> ) 的 直径 . 即 有 ST = BB' = 2(R -7r), 于 是 ,由 公 4PO 全 4AS'T' 即 得 

PQ = SA _ 2(R = .2R _ 2R(R -Ir) 


r 


这 就 证 明了 (1). 
再 证 明 (2). 设 4M 、4N 与 直线 二 分 别 交 于 C、D, 则 由 全 4CD 0 介 A01'O0y 
不 难得 到 
CD - O10',. AB' _ 2(R-r).2r _ 4(R -_r)r 
AB' + 二 BB 2r +( 民 -rr) R+r 
于 是 再 由 公 AMN cn 全 ACD 即 得 


MN = CD.A8 _4R-rr.2R _ 4R(R -7) 


AB' 民 +r 2r R+r 


41. 设 r 为 人 4BC 的 内 切 圆 半径 ,与 人 4BC 的 外 接 圆 相 切 且 外 切 于 人 4BC 
的 内 心 的 两 圆 的 半径 分 别 为 rr 求证: + 小 -2. 


三 2 7 

证 了 明 ”如 图 8.61 所 示 , 设 公 ABC 的 内 心 为 7, 内 切 圆 与 边 BC 、C4 、. 48 分 别 
切 于 DE、F, 以 内 切 圆 为 反 演 贺 作 反 演变 换 , 则 4、B、C 的 反 点 4'、B'、C' 分 别 
为 EF、FD、DE 的 中 点 ,全 ABC 的 外 接 圆 的 反 形 为 人 4'B'C' 的 外 接 圆 , 外 切 于 
内 心 1 的 两 圆 的 反 形 为 全 4'B'C' 的 外 接 圆 的 两 条 平行 切线 姜 、 祖 . 设 了 到 切线 己 、 
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tz 的 距离 分 别 为 di、d2, 则 di1+ ds 为 全 4'B'C' 
的 外 接 圆 直 径 ,但 个 4'B'C' 的 外 接 圆 半径 等 于 
全 DEF 的 外 接 贺 的 半径 的 一 半 , 而 全 DEF 的 外 
接 圆 即 人 4BC 的 内 切 贺 ,所 以 ,di + d = r. 

另 一 方面 , 由 定理 8.4.4， 有 2dirl = 
2d2r = 7*, 所 以 


r2 六 < 
由 = 2 d2 ”2r 图 8.61 


代入 di 十 d2 二 上 即 得 欲 证 . 


42. 设 全 48BC 的 外 接 圆 半径 为 R,A- 旁 切 圆 半径 为 ,外 心 与 A- 旁 心 的 距 
离 为 d. 求 证 :d? = RR + 2Rr,. 

证 明 “如 图 8.62 所 示 , 设 DE、F 
分 别 为 全 4BC 的 A- 旁 切 圆 与 边 BC、C4、 
4B 所 在 直线 的 切 点 ,OQ、I 分 别 为 全 ABC 
的 外 心 和 A- 旁 心 . 作 反 演 变换 I(1， 
rm2) , 则 4、B、C 的 反 点 4' 、B'、C' 分 别 为 “ 
EF、FD、DE 的 中 点 ,于 是 全 4BC 的 外 接 
圆 的 反 形 是 人 4'B'C' 的 外 接 圆 . 因 
人 DEF 的 外 接 贺 半径 为 1/。， 所 以 图 8.62 


人 4'B'C' 的 外 接 贺 半径 为 7。. 又 因 点 1, 对 人 4BC 的 外 接 圆 的 守 
p= LO0:*- R=d-R*>0 


于 是 由 定理 8.4.3 


rs 


1 
9 "a = 2_ RpR 


“Fk 


整理 即 得 d? = R? + 2Rr,. 


43. 设 公 4BC 的 外 接 圆 半径 是 7 ,半径 分 
别 为 m rz 的 两 圆 刀 与 刀 均 过 点 4, 且 与 直 4 


线 BC 分 别 相 切 于 点 及、C. 证 明 :rr、rz 成 
等 比 数列 . (第 45 届 保 加 利 亚 ( 冬 季 ) 数学 竞 
赛 ,1996) A 


证 明 ”如 图 8.63 所 示 , 任 取 kk > 0, 作 B C 
反 演 变换 1(4,k), 设 B、C 的 反 点 分 别 为 图 8.63 


L 何 变换 


5 几何 证 题 726 


Geometric transformations and their applications 


B'、C' , 则 切线 BC 的 反 形 为 过 点 4、B'、C' 三 点 的 圆 卫 , 圆 卫 与 也 的 反 形 为 圆 
六 的 两 条 切线 , 圆 也 与 的 另 一 交点 P 的 反 点 P' 是 两 切线 的 交点 ,而 全 4BC 
的 外 接 圆 的 反 形 则 为 直线 B'C'. 

如 图 8.64 所 示 , 设 点 4 到 全 PB'C' 的 三 边 
B'C'、P'B'、P'C' 上 的 射影 分 别 为 D、E、F, 因 
AB'E = 4CD, DB'A = LFC'A, 所 以 
人 AEB’ 人 ADC' ,全 AB'D 人 4C'F, 从 而 

AE AB’ 4D 
AD -4C' ~ AF 
因此 4D? = AE . AF. 

男 一 方面 ,由 定理 8.4.4 


kk kk kk 
AD = 530A = 30M = 3 


代入 AD’ 二 AE . AF 立即 可 得 一 二 rir2. 故 Tisy7T、\T? 成 等 比 数列 . 


44. 设 C 是 半圆 的 直径 48 上 一 定点 ,以 4C 为 直径 在 半圆 内 再 作 半 圆 ,P、O 
分 别 为 半圆 mm 上 的 两 个 动 点 , 且 PO 上 | 4B. 求 证 ; 公 A4P0 的 外 接 圆 的 大 小 
与 已.O 的 位 置 无 关 . 

证 明 如 图 8.65 所 示 , 任 取 k > 0, 作 反 演 变换 (4 ,k), 设 PQ 与 4B 的 交 
点 为 D,B、C、D、P、Q 的 反 点 分 别 为 8B 、C'、D'、P'、0', 则 半圆 圆 六 T, 的 反 
形 分 别 是 以 B'、C' 为 端点 的 两 条 与 48 垂直 的 射线 B'P'、C'Q' ,射线 DP 的 反 形 
是 以 4D' 为 直径 的 半圆 (图 8.66), 过 4 作 直 线 P'0' 的 垂 线 , 垂 足 为 下 , 则 
人 DPO' = 人 D'4'0' .又 Er、A4、C'、0' 四 点 共 加 ,所 以 人 人 D'40' = 了 C'EQ0' ,从 
而 了 D'P'0' = 人 C'E0O' ,这 说 明 CE // D'P' ,因此 PPD4 = 人 EC'4. 再 注意 
A、B'、P'、E 四 点 共 圆 ,所 以 人 AEB' = AP'B = 人 PD'A = 人 EC'h, 于 是 
公 AEB' 人 AC'E. 这 样 便 有 4 本 = 4B' :AC'. 


图 8.65 图 8.66 
另 一 方面 , 设 半圆 刀 已 的 半径 分 别 为 Rr, 公 APQ 的 外 接 圆 半径 为 R'， 
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机 1 kk +: _ k 2 7 。 7 不 
则 由 定理 8.4.4,4E = 3g7,4B' = 58,4C' = 3- 代入 4E? = 4B' 4C' 即 得 


R' = v Rr 为 定 值 . 故 全 4PQ 的 外 接 圆 的 大 小 与 P、8 的 位 置 无 关 . 


45. 在 Pappus 累 圆 定理 中 , 设 两 个 原 圆 的 
半径 分 别 为 R、r(R > 7). 求 证 :第 n 圆 的 半 和 欠 
为 


|， - Rr(R-r) 
"TT Rr+in(R-r) 


证 明 ”如 图 8.67 所 示 ( 对 应 n = 4) , 作 反 
演变 换 (4 ,4Rr), 则 4、B 互 为 反 点 , 始 圆 为 自 
有 反 圆 ,两 个 原 圆 的 反 形 为 始 圆 在 4、B 两 点 的 两 
条 平行 切线 a、b, 第 1 圆 \ 第 2 圆 、……… .第 n 同 
的 反 形 是 与 直线 cb 均 相 切 的 等 圆 , 且 第 1 圆 
的 反 形 与 始 圆 的 反 形 相 切 ,第 2 圆 的 反 形 与 第 1 
圆 的 反 形 相 切 ,第 3 圆 的 反 形 与 第 2 圆 的 反 形 相 
切 ，…… ,第 半圆 卫 的 反 形 与 第 ” -1 圆 的 反 形 相 切 . 

设 始 圆 的 圆心 为 0 ,第 二 圆 的 反 形 的 圆心 为 0 ,显然 , 始 圆 的 半径 等 于 灵 - 
r, 因 而 @0 的 半径 也 等 于 R- 7, 且 00 = 2n(R -rr). 又 

PO = PA+A0=2r+(R-7r)= Ri+r 
于 是 点 了 到 0 的 客 
p= PO*-(R-7r) = PO+ 00-(R-r)?= 
(R+r) +4dn(R-r)-(R-r) -= 
4Rr + 4n*(R-r)’ 
再 注意 到 反 演 窒 等 于 4Rr, 故 由 定理 8.4.3 即 知 第 n 圆 的 半径 为 


。 4Rr(R-r) Rr(R—r) 
” a ~ Rr+inm(R-r) 


46. 在 互相 内 切 的 两 圆 的 间隙 中 ,依次 作 三 个 半径 分 别 为 ri .ry、r3, 与 两 已 
知 圆 都 相 切 的 圆 Ti .Ts Ts, , 且 圆 ,与 圆 TTT， 均 外 切 .求证 :二 _ 上 + 二 为 
常数 . 

证 明 ”如 图 8.68 所 示 , 设 两 个 定 圆 内 切 于 已. 作 反 演变 换 I(P,1), 则 两 个 
定 圆 的 反 形 为 两 条 平行 直线 , 圆 Ts 、P, 的 反 形 是 与 两 条 平行 直线 均 相 切 的 
三 个 等 圆 (图 8.69) , 且 中 间 的 圆 依然 与 首 末 两 圆 均 外 切 . 设 这 三 个 等 圆 的 半径 
为 ,圆心 依次 为 01、.0;、03, 则 由 点 对 圆 的 短 地 定义 及 定理 8.4.3 


几何 变换 
与 几何 证 题 7286 


Geometric transformations and their applications 


} 


-~ . 
PO?—- 产 


ri 


PO; 
所 以 ,二 = 一 下- (= 1,2,3)， 


XN 


\ | 
\ / 
V1/ 
\1/ 
VY 
Pp 
图 8.68 图 8.69 
又 由 三 角形 的 中 线 公 式 , 有 
PO? -2P03 + PO3 = 0103 = 方 (4r)2 = 8r? 
于 是 
PO? ~ 2PO3 + PO3 ;2 

1 2 1) ~ Br’ 

厂 ] 了 2? rT’3 r rr 

男 一 方面 , 设 两 个 定 圆 的 半径 分 别 为 Rr(R > r), 点 PP 到 两 条 平行 线 的 中 
离 分 别 为 dj、d2( di < dy), 则 由 定理 8.4.4 有 d， = dz _ ,所 以 

，_ 1 li 1 
r” = 本 (di - d2) = 不 (一 -到 
故 
1 2 1 ol 1 上 、_ or 上 
六 一 4 - R) = 2 了 7 无) 


是 一 个 常数 (与 圆 PP 、P3 在 两 内 切 定 圆 间 隙 中 的 位 置 无关 ). 


47. 在 Pappus 累 圆 定理 中 ,如果 第 1 圆 是 与 48B 及 两 个 原 圆 都 相 切 的 圆 . 求 
证 

(1) 第 n 圆 的 圆心 到 4B 的 距离 等 于 第 加 半径 的 (2n - 1) 倍 ; 

(2) 如 果 两 个 原 圆 的 半径 分 别 为 R、r(R > r), 则 第 ” 圆 的 半径 为 


。 4Rr(R-) 
” 4Rr+(2n -1)2(R -ry 


证 了 明 ”如 图 8.70 所 示 ( 对 应 n = 4) ,以 己 为 反 演 中 心 , 点 已 对 第 1 圆 的 等 
为 反 演 客 作 反 演 变换 , 则 第 1 圆 是 自 反 圆 ,两 个 原 圆 的 反 形 是 第 1 图 的 两 条 平行 
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切线 c .5, 且 cb 皆 重 直 于 4B8. 第 1 圆 . 第 2 
圆 、…… 、 第 nn 圆 的 反 形 皆 是 与 直线 a、b 均 相 切 
的 等 圆 , 且 第 1 圆 的 反 形 与 始 圆 的 反 形 相 切 ,第 
2 圆 的 反 形 与 第 1 圆 的 反 形 相 切 ,第 3 圆 的 反 形 
与 第 2 圆 的 反 形 相 切 ，…… ,第 n 圆 的 反 形 与 第 
n -1 圆 的 反 形 相 切 . 

设 第 1 圆 与 48 相 切 于 7, 第 1 圆 的 半径 为 
r ,第 n 圆 的 图 心 为 0, ,半径 为 ,第 n 圆 的 友 
形 的 圆心 为 0, 则 07 = (2n - Dr, 由 定理 
8.4.1, 点 忆 是 0O, 与 0 的 位 似 中 心 ,所 以 ， 
PO _ rn 
PO - ry 

过 0, 作 48 的 垂 线 , 设 甜 足 为 M, 则 

OM PO nn 
07 ~ PQ Tn 

于 是 由 07T = (2n - 1)r 即 得 0,M = (2n - 1)7. 故 第 n 圆 的 圆心 到 4B 的 距 
离 等 于 第 n 圆 的 半径 的 (2n - 1) 倍 .这 就 证 明了 (1). 

现在 证 明 (2). 设 4、B 的 反 点 分 别 为 4 、B , 则 4、B8 为 直线 ac 与 48B 的 两 
个 交点 . 因 点 P 对 第 1 圆 的 寡 为 4 天 ,所 以 PA . PA’ = PT*,PB. PB’ = PT, 


2 2 
于 是 PA 一 $e, PB’ 一 5 ,从 而 
r，- 7 (PA ~ PB') = = . Pp7? 


又 显然 了 是 4'B' 的 中 点 ,所 以 


， ,，_ PT PY Ri+r 
2PT = P4' + PB' = 5 + SR = 7 


* PT’ 


因此 PT = 二 2 一. 这 样 便 有 


nr] 三 


另 一 方面 , 因 0 的 半径 也 等 于 r|, 且 点 P 对 0 的 客 
p= PO*-7r= PPR+TO -r= 
ATZ + (2n -rr = AT?+ A4n(n—- 1)r? 
而 由 定理 8.4.3 
PT .1 PT? .1 
m7 pop PT2+4nn -1)r? 
于 是 再 将 r1、PT 代 人 ,整理 即 得 


几何 变换 


与 几何 证 题 730 


Geometric transformations and their applications 


4Rr(R- 1) 4Rr(R-7) 


mT RIr) +dn(n- (Rr) 4Rr+ (2n -1)(R-7) 


48. 设 锐角 全 4BC 的 外 心 为 0 ,外 接 癌 半径 为 RR, 直线 40 与 全 0BC 的 外 接 

圆 交 于 另 一 点 4 ;类 似 可 定义 点 8 .C' .证 明 
04' . 0B’ .: OC’' > 8R’ 
并 指出 等 式 在 什么 情况 下 成 立 ?( 第 37 届 IMO 预选 ,1996) 

证 明 如 图 8.71 所 示 , 设 44' 与 BC 交 于 
D,BB' 与 Ch 交 于 EE,CC' 与 4B 交 于 下 , 作 反 演 
变换 TO,R), 则 4、B、C 都 是 自 反 点 ,全 0OBC 
的 外 接 圆 与 直线 BC 互 为 反 形 ,因而 点 4 、D 互 
为 反 点 . 同 理 , 点 B 天 互 为 反 点 ,点 C' 下 互 为 


反 点 .因而 
04’ . OD = 0B’. OE = OC'. OF = RR’ 
于 是 问题 等 价 于 下 面 的 不 等 式 
OD . OE . OF’ < 人 
事实 上 ,i 记 全 0BC、 公 0C4 、 公 048B 的 面积 分 别 为 $1、S,、53, 则 
O04 S2> 四 493 32 十 S3 S> + S13 2 S23 
OD Saopce SAopp Saopc + SaoBgp ” S] 全 91 
同 理 
OB 2Yv 5331 OC 2Y 51%, 
OF 一 S$§S, OF 这 $5, 
三 式 相 乘 ,得 


04. 0B8. OC 8V SS3V SS V S19， 
OD . OF . OF > S15,53 一 
再 注意 04 = 08 = 0C = R 即 得 欲 证 .等 式 成 
并 S11 = 9 = S30 为 人 4BC 的 重心 
心 全 ABC 为 正三 角形 . 
注 ”从 这 个 证 明 可 以 看 出 ,我 们 有 下 面 更 
一 般 的 命题 : 
如 图 8.72 所 示 , 设 忆 是 人 4BC 内 一 点 , 直 
线 AP 交 全 PBC 的 外 接 圆 于 另 一 点 刀 , 直 线 BP 
区 全 PCA 的 外 接 圆 于 另 一 点 天 , 直线 CP 交 
全 P4B 的 外 接 圆 于 另 一 点 正 , 则 有 
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几何 变换 
与 几何 证 题 


PD. PEF.PF>8p.PpB.PC 


49. 设 PP 为 全 4BC 的 内 部 一 点 ,已 到 顶点 4、 BC 的 距离 分 别 为 x<、y、z,P 到 
边 BC、CA 、4B 的 距离 分 别 为 p、g、r. 求 证 
(1)xy + yz + 2 > 2(px +gy + 12); 
1 1 1 1 1 1,. 
(2) px + gy Tz > 2(7y + yz + ph 
pe + 9 + rz > 2(pg + gr + m); 


(4) 六 +>2 + + 二) 
“gr mp px qy 7 
(5) 2y2 > (p+ gq)(g + r)(r+p); | 
(6) x2y’z? > pqr(x + y)(y + 2)(z + x). 
证 明 (1) 如 图 8.73 所 示 , 作 反 演变 换 
1(P,1), 设 4.B、C 的 反 点 分 别 为 4 、B'、C', 则 < 
LT INN 


态 P 仍 在 全 4'B'C' 内 , 且 


;1 1 
PA = PA &x B 
， 1 1 图 8.73 
PB = PB yy 
，_ 1 _ 工 
PC = PC 2z 
设 点 PP 到 B'C'、C'4' 、4'B' 的 距离 分 别 为 p 、g'、r', 则 由 会 PB'C' om 和 PCB 
有 
p _PB PB -PB 1 
p Pc PB.PC yz 
所 以 ,P = 3- 同 理 ,q = ,rr = 六 
将 Rudas-Mordell 不 等 式 与 Féjes 不 等 式 用 于 人 4'BC' , 则 有 
Ph4' + PB' + PC' 2p +g +r) 
1 1 1 1 
ptatr > 2( Bo + pp + De) 
于 是 
工 + 工 + 工 >2( 卫 + 了 + 工 ) 
XxX yy 2 yz 2x Xxy 
E+ >2x+y+2) 
p gq r 
整理 即 得 


Xxy + YZ+ 2 (prt+ gy + rz) 
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1 


这 就 证 明了 (1) 和 (2). 


如 图 8.74 所 示 , 设 点 PP 在 公 ABC 的 边 BC、 
CA 、4B 上 的 射影 分 别 为 D、E、F. 作 反 演 变换 
1(P,1), 设 DE'、F' 分 别 为 D、E、F 的 及 点 ， 


则 
PD' = pp = 
PE' = Bi = 
PF' = Ds = 


过 D'、E'、F 分 别 作 PD、 


+ 一 
px 只 


Geometric transformations and their applications 


1 
+ 一 
rz 


之 


2( 一 - + 
XY 


PE 、PF 的 垂 线 构成 人 UVW. 再 设 点 4 的 反 点 为 


4 , 则 44 \ 互 五 四 点 共 圆 , 严 .下 4、 4 四 点 共 圆 ,而 PEF' | 4C,PF' | 4B， 


所 以 A'E |] PA,4A'F | PA ,这 说 明 A'、F' 


三 点 共 线 ,上 且 PA | EF'F'.XP、 


E'、U、F" 四 点 共 圆 ,所 以 FUP = /FFP = /PAE, 故 和信 PUF ww 人 人 PAE. 


PU_PF' _ PF' :PF 
于 是 ph = PE = PE. PF 


之 
pg * 


£4 


工 所 以 PU = 
yr gr 


- 之 . 同 理 ,PV = 二 ,PW = 
qr m 


将 Erdis-Mordell 不 等 式 与 Féjes 不 等 式 用 于 全 UV, 则 
PU+ PV+ W > 2(PD’' + PkE' + PF’) 


1 1 


1 1 1 


1 1 1 1 
PD' + PE + PF >2(PU + 了 7 + Pw) 
于 是 
-一 -了 Zz 2( 二 + 二 + 工 
gr rp pg p 好 了 
ga TP Pa 
P+9g+7> 2 ty + 
整理 即 得 
px+gqgy+rz>2(pg + gr+rm) 
二 + 二 + 工 >2( 土 + 工 + 土 ) 
pd dr rp px dy rz 
这 就 证 明了 (3) 和 (4). 


为 了 证 明 (5) ,我 们 先 给 出 一 条 引 理 


引 理 


.A.B. 
sn sin sn < 


设 A、.B、C 是 全 4BC 的 三 个 内 和 角 , 则 有 


C 


1 
2 2 2、 
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事实 上 ,由 三 角 呜 数 的 积 化 和 差 公 式 与 半角 公式 ,对 任意 a,B, 有 


sin wsin B = 7 Leos(a -8B) ~ cos(a + BB) < 


2[1 - cos(a + B)] = sim C 之 


2 
于 是 
sin Ssin 7 < si 4 了 8 ,gin sin 30P < si C + 
sin sin Fsin 号 sin30P < sin 4 4 Bi C + 去 
si 人 二 人 一 Sin4 一 sin430P 
故 
ABC _ pm_L 
sn 7 sin 7sin7 < sin 308 = 8 


现在 给 出 (5) 的 证 明 . 如 图 8.75 所 示 , 设 点 
P 在 公 ABC 的 边 BC、C4、 48 上 的 射影 分 别 为 
万 下 ,PE = a,LFAP = 8, 则 有 


4+7 = sina + sin = 2sin Lt hoos 了 < 


x 
2sin 2 +b = 2sin 4 
2 2 
同 理 
+p < 2sin B ,P+ 9 去 2sin < 
y 2 Z 一 2 
三 式 相 乘 ,并 注意 引 理 ,得 
+ r)(r+ + C 


. A.B. 
< 8sin ”Sin 二 Sin 


XYZ 2 2 2 <! 
坝 xyz 守 (gqg +r)(r+p)(p+g). 
(6) 如 图 8.76 所 示 , 作 反 演变 换 I(P,&) 
(kk >0), 设 A、B、C、D、E、F 的 反 点 分 别 为 4'、 
B'.CD EF, 则 


PA'’ = 一 ,PB' = 工 ,PC' = 1 
和 y z 
PD' = 二 ,PE' = 1,pr = + 
P 4 r 
为 一 方面 , 因为 P.E、4、F 四 点 共 圆 , 且 图 8 7 
P4 为 其 直径 , 所 以 忆 、 4 、 严 三 点 共 线 , 且 


PA' 上 六 . 同 理 , 扬 、B'、D' 三 点 共 线 ,D'、C'、E' 三 点 共 线 , 且 PB' | F'D'， 
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PC' | DD’'E'. 
因 点 P 在 全 DEF 内 ,由 刚才 已 证 的 (5) 的 结论 
PD’' . PE'’ . PF > (PA’ + PB')(PB' + PC')(PC' + PA') 


于 是 
1 1 1 1 Tyoyl 1 
jor (x+y y+ a (st) 
故 x yz 3 pgr(y 二 zz)zTX)(X 二 了 ) 


50. 续 上 题 ,如 果 再 设 A PBC、 ApPC4 .人 P4B 的 外 接 圆 半径 分 别 为 Ri、R;、 
R;. 求 证 
(7) 1 , 1 1 ] 1 1 


(8)xR1 + YR + zR3 > XY +TYz 十 2 
(0) + 1 
xR1 \ yR» Y zR3 > RiIR RoRs™ RR 
(10) RR + RoR3+ 居民 > xRI + yR, + zRs. 
证 明 如 图 8.77 所 示 , 作 反 演变 换 
1(P,1), 设 4、B、C 的 反 点 分 别 为 4'、B8'、C'， 
点 PP 到 B'C'、C'h'、4'B' 的 距离 分 别 为 di、d;、 
d;. 因 点 PP 仍 在 会 4'B'C' 内 ,由 上 题 的 (1) ~ 
(4) 有 
PA’ . PB' + PB' .PC' + PC'. PA' > 
2(d . P4， d,. PB', d;* PC’') 
1 1 | 
di* PA'’ * qd,. PB * d,. PC' > 
1 1 1 
PA .PB + PB .PC + pO. Ph’) 
di * PA’, d,: PB d3: PC’ > 2(didi + dsd; + ds3d;3) 
1 1 1 1 1 1 


didy 1 dyds ' dadi > 2( di* PA’ td,. PB' di， PE’) 


2( 


另 一 方面 , 因 P4' = 二 ,PB' = :PC = 二 . 且 由 定理 8.4.4 


2R] 2R, 2R; 

故 有 
1 1 1 1 1, 1 
x +ytz xR yR, zR3 


X 民 | + YR2 + zR3 > XY + y+ 2 


ee 
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1 1 1. 1 La 
xR) + yR, zR3 一 RIR; R, RR; Rs3R! 


RIR; 十 R» Rs 十 并 3 并) 之 xRh) 十 yR> 十 zh 
这 就 证 明了 (7) ~ (10). 


51. 设 PP、D3 三 圆 皆 与 圆 卫 正 交 . 求 
证 : 圆 卫 上 任意 一 点 关于 圆 症 2 、73 的 三 极 线 
交 于 一 点. 

证 明 ”如 图 8.78 所 示 ,对 于 圆 卫 上 任意 一 
点 了, 设 PQ 为 圆 卫 的 直径 .由 于 圆 卫 与 图 局 正 
交 , 由 定理 8.6.2,P、0 两 点 关于 图 也 共 斩 , 因 
此 点 P 关 于 圆 T 的 极 线 站 通过 点 0. 同 理 , 点 
P 关 于 圆 T, 的 极 线 4,, 点 P 关 于 圆 辣 的 极 线 4， 
皆 通 过 点 0. 换 句 话 说 ,点 已 天 于 圆 TT 
的 三 极 线 1 1、 5 交 于 一 点 . 


52. 证 明 Salmon 定理 :圆心 到 任意 两 点 的 距离 之 比 ,等 于 这 两 点 中 一 点 到 田 
一 点 的 极 线 的 距离 之 比 . 

证 明 ” 设 圆 械 的 圆心 为 0,4、B 两 点 关于 圆 的 反 点 分 别 为 4'、B' ,点 4 关 
于 图 厂 的 极 线 为 a, 点 B 关 于 圆 栈 的 极 线 为 5, 则 4' 在 直线 a 上 ,2B' 在 直线 上 . 
再 设 点 4 在 直线 上 上 的 射影 为 P, 点 B 在 直线 a 上 的 射影 为 0. 

如 果 0、4、B 三 点 共 线 (图 8.79), 则 P.O 分别 于 B'、A’ 重合 .不 妨 设 4 在 
0、B 之 间 . 因 04’. 04 = 0B' :0B8, 所 以 


04 0B8 0B8’-04._ 4B 4P 
0B ~ 04' = 一 04' -0p8 = BA ~ BO 


如 果 04 | 0B( 图 8.80), 则 0B = A4P,04 = BO, 于 是 由 04' . 04 = 


1/ 不 CO4 一 OB AP 
0B’' .0B 即 得 jp = 04 = BO- 
a pb 
4A'(O) |B8'P) 
图 8.79 图 8. 80 
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如 果 0、4、B8 三 点 不 在 一 直线 上 ,日 04 与 08 也 不 垂直 (图 8.81), 设 4 在 
0B 上 的 射影 为 计 ,B 在 04 上 的 射影 为 N, 则 有 MB = AP,NA = BO. 因 
OM 
ON 
又 04' .04 = 08' . O08 ,所 以 54 = = $50. - .由 这 两 个 等 式 即 得 


04 08' -OU MB AP 
08=04 -ON = NA’ -BO 


和 人 AO4M AOBN, 所 以 如 = 


53. 设 4、B 两 点 关于 贺信 共 思 , 但 A、B 不 是 圆 T 的 互 反 点 .求证 :直线 48B 
的 极点 是 公 048 的 乖 心 .其 中 0 为 圆 卫 的 圆心 

证 明 ”如 图 8.82 所 示 , 设 A4、B 两 点 关于 圆 矿 的 反 点 分 别 为 4'、B' , 则 因 4、 
B 两 点 关于 圆 卫 共 斩 , 所 以 点 4 的 极 线 为 直线 4'B, 点 B 的 极 线 为 直线 4B' ,由 
定理 8.5.1, 直线 48B 的 极点 C 为 直线 4'B 与 4B' 的 交点 .又 由 极点 与 极 线 的 定义 
知 ,4B' 」 04,4'B |」 0B, 故 点 C 为 人 04B 的 垂 心 . 


图 8. 81 图 8.82 


54. 设 直线 1 不 过 圆 卫 的 圆心 0,0 在 直线 1 上 的 射影 为 MY,4。.B 是 直线 1 上 
关于 M 对 称 的 两 点 , 且 4、B 都 在 圆 卫 之 外 .分 别 过 点 4、B 作 圆 卫 的 两 条 关于 
OM 不 对 称 的 切线 4S 、BT. 求 证 :切线 45 与 BT 的 交点 在 点 M 关于 圆 太 的 极 线 上 .， 

证 明 ”如 图 8.83,8.84 所 示 , 设 直线 45 与 BT 的 交 于 点 P. 因 4、B 两 点 关 
于 直线 OM 对称 ,所 以 4、 刁 两 点 到 圆 卫 的 圆心 0 等 距 , 因 而 4、B 两 点 到 圆 厂 的 
切线 长 相等 , 即 4S = BT. 考虑 公 P4B 及 其 三 边 48 、BP、P4 所 在 直线 上 的 三 点 
M、T、S, 因 AM = MB,AS = BT,PS = PT. 而 M 是 4B 的 中 点 ,S$S、T 对 于 线段 


AM BT PS 
PA4 .BP 来 说 ,恰好 一 个 内 分 点 ,一 个 外 分 点 ， 所 以 入 ， 项 "过 =- 1. 由 


Menelaus 定理 , M、S、T 三 点 共 线 .这 说 明 点 已 关于 圆 卫 的 极 线 S7 过 点 以 ,由 定 
理 8.6.1, 点 好 关于 圆 卫 的 极 线 过 点 已 .也 就 是 说 ,点 PP 在 点 履 关 于 圆 本 的 极 线 
上 . 
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图 8.83 


55. 设 4BCD 为 圆 卫 的 外 切 四 边 形 ,对 角 线 4C 交 圆 厂 于 EF 两 点 .求证 : 圆 
矿 在 E、F 两 点 的 切线 与 男 一 条 对 角 线 BD 共 点 或 互相 平行 . 

证 明 ”如 图 8.85 所 示 , 设 圆 卫 与 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC .CD 、D4 分 别 
切 于 已 .OR、S, 如 果 PSV QR, 则 四 边 形 4BCD 是 以 4C 为 对 称 轴 的 第 形 ,此 时 
4C 过 圆 卫 的 圆心 ,因而 圆 卫 在 已 .六 两 点 的 切线 与 对 角 线 BD 互相 平行 . 如果 
PQ / SR, 则 四 边 形 4BCD 是 以 8D 为 对 称 轴 的 第 形 ,此 时 BD 过 圆 夏 的 圆心 ,EE、 
天 天 于 BD 对 称 , 圆 卫 在 五 下 两 点 的 切线 也 对 称 ,因而 他 们 与 对 角 线 BD 共 点 或 
互相 平行 .下 设 直 线 PS 与 QR 交 于 了 ,直线 Po 与 SR 交 于 U. 因 直线 PO、RS 分 
别 为 点 B、D 关于 加 六 的 极 线 , 所 以 直线 4C 为 点 了 7 关于 圆 卫 的 极 线 . 同 理 ,直线 
BD 为 点 忆 关 于 圆 卫 的 极 线 . 


图 8. 85 
另 一 方面 ,由 定理 8.6.4, 点 U 关 于 圆 栈 的 极 线 过 点 T, 这 说 明 直 线 BD 过 点 
7T. 但 显然 圆 厂 在 EA、F 两 点 的 切线 交 于 直线 4C 的 极点 了. 故此 时 圆 卫 在 已 .下 两 
点 的 切线 与 另 一 条 对 角 线 BD 共 点 . 


56. 设 4BCD 为 圆 卫 的 外 切 四 边 形 ,对 角 线 4C 交 圆 夏 于 E、F 两 点 ,M 为 EF 
的 中 点 .求证 :人 CMD = DMA. 
证 明 如 图 8.86 所 示 , 设 圆 丁 与 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BC、CD 、D4 分 别 
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切 于 P、Q、R、S. 显 然 , 点 B 的 极 线 是 PQ ,点 DD 的 极 线 是 SR. 于 是 , 设 加 本 的 同 
心 为 0, 直 线 Po 与 SR 交 于 NN, 则 WN 为 直线 BD 的 极点 ,所 以 ON 上 BD, 从 而 NN 
在 直线 OM 上 .过 NW 作 BD 的 平行 线 分 别 交 直线 PS、QR 于 1、J, 则 直线 厅 为 点 
M 的 极 线 .又 PS 为 点 4 的 极 线 ,因此 ,点 /为 直线 4M 的 极点 , 换 句 话说 ,点 1 的 
极 线 为 AM. 同 理 ,点 了 的 极 线 为 MC. 


图 8.86 
男 一 方面 , 因 ON | 几 , 由 蝴 奶 定理 ( 例 $.4.1),wN 为 万 的 中 点 ,所 以 ,OF1 = 
0J. 即 了 J 两 点 到 贺 心 0 的 距离 相等 ,但 直线 AM 、MC 分 别 为 点 1、J 的 极 线 ,于 
是 圆心 0 到 直线 4M、MC 的 距离 也 相等 ,因此 圆心 0 必 在 人 CMA 的 外 角 平 分 
线 上 (不 可 能 在 其 内 角 平 分 线 上 ), 而 OM 1 1 BD, 故 BD 平分 LCMA, 即 
LCMD = /DMA. 


57. 设 1 是 全 4BC 的 内 心 ,过 线段 /4 与 全 4BC 的 内 切 圆 的 交点 作 内 切 圆 的 
切线 交 直 线 BC 于 D ,类 似 地 得 到 点 5、F .求证 :D、E、F 三 点 共 线 . 

证 明 如 图 8.87 所 示 , 设 全 ABC 的 内 切 圆 与 边 BC 、C4 、4B 分 别 切 于 己 、 
0、R,AT、BI、CI 与 全 ABC 的 内 切 圆 分 别 交 于 上 、M 、N ,显然 ,上 为 全 4ABC 的 内 切 
圆 上 OR 的 中 点 ,所 以 , PL 是 OPR 的 平分 线 . 同 理 , OM 是 人 ROP 的 平分 线 ， 


RN 是 人 人 PRO 的 平分 线 ,因而 PL、OM RN 三 线 共 点 .显然 ,点 DE、F 分 别 为 直 
线 PL、OM RN 关于 4BC 的 内 切 圆 的 极点 ,由 推论 8.6.1 即 知 ,DEF 三 点 共 线 . 
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58. 设 入 4BC 的 内 心 为 1, 1 是 全 4BC 的 内 切 贺 的 一 条 切线 ,D、E、F 是 切线 
1 上 的 三 点 , 且 了 AID = 人 BIE = CIF = 90. 求 证 :直线 4D、BE、CF 共 点 或 
互相 平行 . 

证 明 ”如 图 8.88 所 示 , 因 1D // NM, 点 万 的 极 线 过 切 点 已 且 垂 直 于 万 , 因 
而 垂直 于 MN ,点 4 的 极 线 为 MN, 所 以 4D 的 极点 为 点 4 的 极 线 和 点 DD 的 极 线 
的 交点 , 即 过 点 P 所 作 MN 的 垂 线 的 垂 足 忒 , 同 理 , BE 的 极点 为 过 点 已 所 作 NL 
的 垂 线 的 垂 足 Y,CF 的 极点 为 过 点 P 所 作 LM 的 垂 线 的 垂 足 Z, 因 点 己 在 
人 和信 LMN 的 外 接 圆 上 上 ， 由 Simson 定理 ,X、Y.2Z 三 点 共 线 , 故 这 三 点 的 极 
线 一 一 4D、BE、CF 三 线 共 点 或 互相 平行 (当下 .YY、Z 三 点 所 共 之 线 通过 人 4BC 
的 内 心 1 时 , 4D 、BE 、CF 三 线 互 相 平行 ). 


图 8.88 
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在 在 报纸 上 曾 读 到 一 位 同行 的 一 旬 话 很 是 感慨 : 书 的 背 
后 ,永远 是 一 群 执著 的 出 版 人 ; 书 的 故事 ,也 永远 是 人 的 故事 。 

我 与 本 书 作 者 萧 振 岗 先生 相知 甚 里 ,我 们 有 许多 共同 点 。 
早期 都 在 相同 类 型 的 学 校 教 相同 的 课 , 他 在 湖南 省 岳阳 师 专 ( 现 
为 湖南 理工 学 院 ), 而 我 在 黑龙 江 省 哈尔滨 师 专 ( 现 为 哈尔滨 学 
院 ) ,我 们 都 教 初 等 数学 研究 类 的 课 , 可 以 说 都 是 在 边缘 学 校 教 
边缘 学 科 ; 我 们 多 次 在 同一 种 刊物 ,如 《湖南 数学 通讯 认可 惜 这 
个 刊物 已 停刊 ) 上 发 表 过 文章 ;我 们 多 次 参加 同一 会 议 。 记 得 第 
一 次 见面 是 在 2003 年 由 湖南 师范 大 学 举办 的 第 一 届 全 国 数 学 
奥林匹克 研究 学 术 交 流 会 上 , 巧 的 是 还 被 分 到 了 一 个 房间 。 后 
来 在 2005 年 于 上 海 召 开 的 全 国 第 二 届 数 学 奥林匹克 研究 学 术 
交流 会 上 重逢 。 有 趣 的 是 我 们 都 喜欢 酒 , 在 土 海 会 议 期 间 ,他 还 
跑 很 远 的 路 买 酒 邀 我 与 沈 文 选 老师 同 饮 ,可 惜 沈 老 师 不 善 钦 酒 。 
从 做 学 问 的 风格 来 看 , 沈 老 师 扎 扎实 实 ,争先 生活 意 奔放 。 如 果 
说 这 些 都 是 表象 的 万 合 ,那么 ,应该 说 我 们 最 大 的 共同 点 是 一 一 
热爱 数学 热爱 数学 研究 。 

对 于 在 成 长 过 程 中 曾经 对 数学 产生 过 兴趣 的 人 来 说 ,要 想 
在 以 后 的 岁月 中 完全 抛弃 是 很 困难 的 。 正 如 17 世纪 滚 漫 诗人 
仓 央 嘉 措 在 其 《十 戒 诗 ?中 所 写 : 第 一 最 好 不 相 见 , 如 此 便 可 不 
相 恋 ;第 二 最 好 不 相知 ,如 此 便 可 不 相思 ;……" 我 们 还 有 一 个 共 
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同 点 是 都 从 数学 教学 岗位 上 退却 了 下 来 ,我 进 了 出 版 社 , 靖 教授 进 了 期 刊 社 ,都 
在 为 人 做 嫁 衣 。 抛 弃 了 功利 目的 ,还 心 系数 学 ,除去 热爱 ,还 是 热爱 。 

正 因为 羔 教 授 对 数学 、 对 数学 研究 的 热爱 ,他 几乎 收集 了 自 上 世纪 80 年 代 
以 来 在 国内 出 版 或 重印 的 所 有 的 数学 科普 书 ,每 每 谈论 起 来 如 数 家 珍 。 羔 教授 
研究 初等 数学 兴趣 广 ,钻研 深 ,文章 有 新 意 ,其 研究 心得 遍及 全 国 各 主要 初等 数 
学 刊物 。 这 本 著作 可 算是 萧 教 授 毕 数 十 年 之 功 ,厚积薄发 的 一 个 人 代表作, 而 且 
填补 了 我 国 儿 何 变换 专著 的 空白 。 可 以 肯定 ， 此 书 的 出 版 将 会 极 大 的 推动 我 
国 初 等 儿 何 研究 ,也 将 为 我 国 初等 数学 研究 “范式 "的 确立 提供 一 个 成 功 的 范 
本 ,使 平面 几何 研究 的 传统 在 中 国 得 以 延续 。 

兰 斯 洛 特 ' 霍 格 本 是 一 位 英国 科学 家 和 经 济 学 家 ,1895 年 诞生 于 朴 茨 荡 
斯 , 曾 写 了 一 篇 很 著名 的 文章 “数学 一 一 文明 的 镜子 ”"。 在 这 篇 文章 中 霍 格 本 指 
出 :希腊 城邦 的 有 困 阶 级 把 几何 学 作为 消遣 的 玩物 ,就 像 今天 的 人 们 把 纵横 填 
字 游 戏 和 下 棋 作 为 消 遗 的 玩物 一 样 。 柏 拉 图 告诉 我 们 ,几何 学 是 人 类 可 用 以 消 
造 的 最 高 级 的 运动 方式 ,所 以 几何 学 是 作为 人 文科 学 学 识 的 一 部 分 而 被 包括 进 
欧洲 教育 中 的 , 它 和 现代 对 德 雷 克 (1540 一 1596, 英 国航 海 家 ) 的 “被 包围 的 世 
界 " 进 行 测量 这 一 实践 没有 任何 清晰 的 关系 。 那 些 讲授 哆 几 里 得 几何 学 的 人 不 
了 解 其 社会 用 途 , 好 几 代 学 习 几 何 学 的 学 生 都 不 曾 被 告知 ,更 后 的 几何 学 一 一 
它 是 从 亚历山大 市 繁忙 的 生活 中 发 展 出 来 的 是 怎样 使 测量 世界 的 大 小 成 
为 可 能 的 。 这 些 测 量 粉碎 了 供奉 星宿 神像 的 异 教徒 的 万 神殿 ,并 为 仁 大 的 航海 
事业 清晰 地 指出 了 航线 。 

平面 几何 按 史 书记 载 ,尼罗河 的 周期 洪 泛 为 其 溢 盘 ,在 哆 几 里 得 之 后 成 为 
智者 的 精巧 玩具 ,所 以 说 早期 是 实用 与 纯粹 共生 。 演 变 到 21 世纪 ,平面 几何 在 
中 国 已 被 “工具 化 ”, 成 为 数学 竞赛 的 敲门砖 。 国 内 平面 几何 高 手 要 么 效力 于 竞 
赛 培 训 机 构 , 要 么 散落 民间 游离 于 体制 之 外 伍 然 现代 幕府 武士 。 前 者 奉行 考 什 
么 研究 什么 ,完全 表 失 了 自身 的 学 术 兴 趣 及 判断 ;后 者 又 因为 过 于 坚持 自己 的 
趣味 导致 受到 学 术 市 场 冷 落 而 郁郁 寒 欢 。 而 靖 教 授 则 将 两 者 完美 兼顾 , 既 实 现 
了 自己 的 学 术 理 想 , 又 满足 了 高 级 别 竞 赛 选手 及 教练 们 的 “小 众 " 需 求 。 

这 部 巨著 是 我 们 数学 工作 室 出 版 的 第 11 种 平面 几何 书 , 后 续 还 会 有 多 部 
面市 。 在 短 短 儿 年 如 此 密集 的 推出 初等 数学 中 的 一 个 小 分 支 的 书 , 是 需要 说 点 
理由 的 。 

日 本 著名 作家 村 上 春 树 曾 说 过 :“ 集 中 力 , 这 是 将 自己 拥有 的 有 限 的 才能 汇 
集 , 尔 后 倾注 于 最 为 需要 之 处 的 能 力 , 没 有 它 , 则 不 足以 办 成 任何 大 事 。” 

数学 工作 室 从 2005 年 成 立 之 初 就 一 直 在 思考 一 个 问题 , 即 如 何 确定 出 版 
方向 。 因 为 数学 分 支 众 多 ,图 书 层次 繁杂 ,锁定 有 限 几 个 相对 窄 的 方向 ,切入 后 
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再 扩大 体 量 是 我 从 张 英 宙 先生 的 一 本 《二 十 世纪 数学 史话 》 中 找到 的 想法 。 二 
战 之 后 波兰 数学 学 派 异 军 突起 ,他 们 采用 的 发 展 战略 是 集中 优势 兵力 在 相对 狂 
窄 的 几 个 领域 攻坚 ,优先 发 展 泛 函 分 析 、 集 合 论 .数论 等 几 个 分 支 ,迅速 进入 世 
界 前 列 ,产生 了 一 大 批 如 巴 拿 替 、 希 尔 宾 斯 基 、 辛 采 尔 等 世界 级 大 师 , 铸 造 了 波 
兰 数学 学 派 的 辉煌 。 所 以 我 们 也 将 自己 优先 发 展 方向 定 为 平面 几何 、 数 学 竞赛 
及 数学 文化 。 

最 近 有 一 本 畅销 书 是 美国 人 里 奥 ' 巴 伯 塔 写 的 叫 4《 少 的 力量 儿 江 苏 人 民 出 
版 社 ,2009 年 7 月 出 版 ), 其 作者 指出 :没有 限制 ,就 像 你 手 里 仅 有 一 把 铁 铬 , 却 
试图 控 完 一 英亩 地 ;而 有 限制 ,就 相当 于 你 只 盯 着 一 个 地 方 挖 井 ,直到 挖 出 水 为 
止 。 

没有 限制 ,永远 都 不 可 能 强大 ,你 应 该 学 会 限制 ,以 此 来 增强 你 的 能 力 。 四 
面 出 击 , 无 所 不 为 , 见 利 就 上 ,全 线 推进 那 是 大 企业 、 大 集团 的 打 法 ,我 们 不 是 ， 
“高 、 精 、 专 、 尖 、 深 "是 我 们 的 定位 。 就 作者 层次 而 论 ,在 初等 数学 研究 领域 萧 教 
授 可 谓 “ 高 "; 儿 何 变换 这 一 课题 在 初等 数学 领域 也 可 谓 “ 精 、 专 ' ; 书 的 内 容 及 研 
究 水 平 在 初等 几何 领域 也 可 谓 " 尖 . 深 “。 所 以 萧 教授 的 这 本 书 是 我 们 心目 中 的 
理想 之 作 。 

在 2009 "回响 中 国 年 度 致 敬 的 教育 风云 人 物 ”颁奖 典礼 上 ,新 东方 的 董事 
长 兼 总 裁 俞 敏 洪 的 颁奖 词 是 :“ 如 果 你 要 引 人 冤 意 ,就 要 研究 一 个 非常 专业 的 领 
域 ,在 那个 领域 中 ,你 最 顶尖 ;如 果 你 要 引 人 和 注目, 就 要 使 自己 成 为 一 棵 树 , 傲 立 
于 大 地 之 间 。 

我 们 数学 工作 室 所 出 图 书 的 每 位 作者 凭借 自己 的 专业 实力 都 足以 引 人 冤 
意 ,我 们 为 其 提供 出 版 平台 ,就 是 要 与 他 们 一 起 长 成 一 棵 数学 领域 的 大 树 , 引 人 
注目 。 与 工作 室 合 作 的 作者 以 中 老年 专家 居多 ,年 长 一 点 的 有 潘 承 红 、. 许 以 超 、 
叶 电源. 谢 许 鹿 .于 秀 源 、. 沈 永 欢 . 许 康 、 吴 振 查 、 欧 阳 绛 、 沈 文选 等 教授 ,研究 员 
陆 柱 家 、 冯 贝 叶 ,特级 教师 杨 学 核 . 王 成 维 、 赵 南平 等 。 中 年 的 有 候 晋 川 、 病 振 
纲 、 马 菜 红 .王国 成 、 吴 柏林 等 教授 , 副 编 审 叶 中 豪 、 田 延 诬 , 博 士 王 趾 玉 、 郭 梦 书 
等 。 

最 近 总 有 人 善意 提醒 我 们 说 :你 们 数学 工作 室 应 眼界 开阔 些 , 别 紧 盯 着 自 
己 数 学 的 一 亩 三 分 地 ,外 面 天 地 很 广阔 。 但 我 们 觉得 今天 的 出 版 行业 已 非 专 精 
不 能 取胜 。 中 央 电 视 台 经 济 频道 节目 主持 人 芮 成 钢 曾 说 :“ 做 这 行 一 定 要 有 一 
种 专业 精神 ,专注 于 一 个 领域 , 别 想 着 什么 出 名 主持 什么 ,什么 火 播 报 什么 。 想 
被 更 多 的 人 看 到 ,被 更 多 的 人 喜欢 本 身 没 有 错 , 但 今天 不 再 是 一 个 广泛 受 欢迎 
时 代 ,媒体 对 从 业 人 员 要 做 到 了 解 一 个 专业 领域 所 需要 的 知识 储备 的 要 求 也 越 
来 越 高 ,我 不 可 能 成 为 一 个 各 方面 都 很 强 的 人 ,我 只 能 把 一 件 事 做 好 。” 
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这 部 书 从 2007 年 正式 约 稿 到 今天 正式 出 版 ,已 经 跨 过 了 3 个 年 头 , 这 对 于 
一 个 年 产 新 书 27 万 种 的 行业 来 说 速度 无 疑 显 得 慢 了 一 点 。 但 中 国 芹 学 讲究 
“和 欲 速 则 不 达 ”，“ 慢 工 出 细 活 "。“ 慢 "有 时 是 质量 的 保证 。 萧 教授 为 此 数 易 其 
稿 ,反复 修改 ,这 才 有 了 现在 读者 看 到 的 样子 。 更 为 极端 的 是 潘 承 巾 教 授 , 其 译 
著 《算术 研究 》 虽 读者 热切 期 待 , 但 至 今 已 历时 4 载 尚 在 雕琢 ,估计 明年 才 会 面 
市 ,一 旦 成 书 定 为 精品 。 

王 树 国 先生 多 次 讲 “ 缓 进 则 退 , 不 进 则 亡 ”。 我 们 工作 室 冒 着 缓 进 则 退 的 风 
险 在 质量 上 不 降 ,就 因 我 们 认为 真正 的 灭亡 危险 是 源 于 质量 的 滑坡 , 正 所 谓 “ 文 
章 千 古事 ,得 失 寸 心 知 ”。 

有 道 网 CEO 程 三 国 先生 曾 有 一 个 恰当 的 比喻 ,印刷 蔬 就 好 比 砖头 ,数字 版 
似 水 ,但 水 往 低 处 走 一 一 在 网 络 阅 读 和 手机 阅读 中 往往 低 端 用 户 和 低俗 内 容 居 
多 ,所 以 传统 出 版 人 要 上 山 ,去 做 那些 高 端的 精 效 纸 质 书 或 作为 文化 标杆 顶端 
的 阳春 白雪 之 书 。 这 些 书 永远 不 惧怕 数字 化 , 既 有 高 度 又 有 硬度 ,不 会 被 水 游 
化 ,不 会 被 数字 化 浪潮 淹没 。 但 是 牛山 太 累 , 太 考 验 定 力 、 持 久 力 ,而 且 越 往 上 
空间 越 小 。 

萧 先 生 的 书 是 一 本 高 度 原 创 的 著作 。 现 在 中 国 真正 著 书 者 其 少 ,大 多 为 
“ 攒 书 ”, 东 抄 西 拼 的 过 程 中 也 把 原 书 的 错误 一 并 “继承 ”过 来 。 而 羔 先 生 的 书 中 
尽管 有 许多 例子 是 陈 题 ,但 解法 却 是 自己 独创 的 。 加 之 有 大 量 的 图 ,所 以 审 校 
工作 反复 进行 多 遍 ,尽量 避 免 今 后 发 生 以 说 传说 。 这 方面 的 一 个 有 趣 例 子 是 香 
港 书评 人 梁 文 道 先 生 讲 的 80 年 代 中 国正 逢 “文化 热 ", 大 量 学 术 著 作 被 翻译 成 
中 文 ,先生 读 了 其 中 一 本 文学 著作 , 令 其 百 思 不 解 的 是 在 文学 史书 中 却 有 好 几 
页 在 讲 大 炮 , 找 到 原文 对 照 才 知道 人 家 谈 的 是 cunon( 经 典 ) 而 非 cumnon( 加 农 
炮 ), 可 见 读 一 手 资料 有 多 重要 。 

这 部 大 作 是 萧 先 生 数 十 年 研究 平面 几何 的 心血 与 结 遇 。 其 书 名 及 构思 颇 
受 中 国 科 技 大 学 常 庚 哲 教授 在 上 世纪 80 年 代 写 的 一 本 名 为 《复数 计算 与 几何 
证 明 》 的 小 册子 影响 。 常 先生 在 上 世纪 60 年 代 初 曾 受 北京 数学 会 之 邀 写 了 一 
本 《4 复数 与 几何 的 小 册子 ,从 那 之 后 他 开始 留意 过 到 的 平面 几何 问题 ,不 管 原 
解法 如 何 都 要 再 看 一 看 有 没有 复数 证 法 ,于 是 日 积 月 累 终于 独创 一 派 。 萧 先生 
也 是 如 此 ,每 遇 到 平面 几何 问题 都 要 用 儿 何 变换 方法 尝试 一 下 。 集 腋 成 裘 , 终 
成 大 作 。 

在 今年 全 国政 协 科技 界 第 31 组 的 小 组 讨论 会 上 ,数学 家 李 郑 河 院 士 对 “ 研 
而 优 则 仁 ” 现 象 表示 了 忧虑 ,他 举 了 一 组 数据 :在 48 位 菲 尔 兹 奖 得 主 中 ,担任 过 
所 长 、 系 主任 .科研 主管 、. 院 长 .校长 的 仅 有 13 位 ,其 中 还 有 9 人 是 在 得 奖 至 少 9 
年 后 才 任职 , 且 任 职 时 间 大 多 不 超过 3 年 。 
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萧 先 生 研 而 优 但 未 成 仕 , 现 为 《湖南 理工 学 院 学 报 》( 自 然 科 学 版 ) 执 行 主 
编 ,在 行政 化 日 益 强 化 的 大 学 中 只 是 一 个 专业 职务 。 但 读 完 此 书 你 会 发 现 作为 
执行 主编 的 痕 先 生 可 能 微不足道 ,而 作为 几何 高 手 的 萧 先 生 确 为 其 中 星 楚 。 

有 读者 打 来 电话 或 发 来 短信 说 :看 到 你 们 工作 室 的 书 , 价 格 提高 ,本 来 在 狂 
叉 要 不 要 购买 ,但 看 了 刘 老 师 写 的 前 言 \ 后 记 、 编 后 语 之 后 就 下 决心 买 了 。 数 学 
偏 于 理性 过 于 冷 ,而 文字 直 指 人 心 , 带 来 一 点 暖 意 。 借 此 感谢 喜 读 这 类 文字 的 
读者 。 的 确 ,在 以 往 推 出 的 图 书 的 书后 之 所 以 写 点 文字 ,是 因为 编 完 之 后 有 感 
要 发 。 当 然 , 不 可 避免 地 也 有 变相 营销 之 嫌 。 但 这 本 书 则 不 然 ,我 相信 它 会 完 
全 凭借 内 容 吸 引 你 ,绝对 的 物 超 所 值 。 


刘 培 杰 
2010 年 3 月 31 日 于 哈尔滨 工业 大 学 
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